Feladatok:

Az aldbbi feladat targyalasat a szeminariumon a Palffy Péter Pél eloaddsanak a
vége sugallta.
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Hatérozzuk meg az A, Af(x) = z°f(z) — p(x) operator sajatértékeit és sajat-
x
fliggvényeit.

Megjegyzés: Az A operdtor az un. quantum rotatort leiré operator. Valoban, egy
(klasszikus) rotdtor (harmonikus oszcillator) Hamilton fiiggvénye H = z? + v?, ha a
paramétereket alkalmasan véalasztjuk. Kvantdldskor az x2-nek az x? szorzdoperdtor,

2
v-nek az z’% (a Planck 4llandét egynek valasztottuk), gy v2-nek a —dd? operator felel
meg. Ezért a H kvantaltja a A operator.

Vazolok egy lehetséges megoldast.

Lassuk be, hogy az A operator onadjungalt operdtor a négyzetesen integralhato
fiiggvények terében, amelynek sajataltereit alkotjak minden k-ra a kovetkezd fiiggvé-
nyek: g(z) = Pk(x)e_x2/2, ahol Py (x) legfeljebb k-foku polinom. Oldjuk meg a felada-
tot ennek az észrevételnek az alapjan. A sajatfliggvényben szerepld polinom legma-
gasabb foku tagjanak az egytlitthatojat vizsgalva lassuk be, hogy amennyiben e polinom
fokszama k, akkor a sajatérték 2k.

Feladat Fourier transzformdlt aszimptotikus viselkedésének meghatdrozdsdra a végtelen
kornyezetében a nyeregpont modszer segitségével.
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Hatédrozzuk meg az ¢(t) = [ eit*=2" dr Fourier transzformalt aszimptotikus viselke-

dését, ha t — co. Mutassuk meg, hogy ez t — oco-re aszimptotikusan
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Ct= /3 ex {— t4/3} ,
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alkalmas C > 0-val. Szamitsuk ki a C' > 0 konstanst.

Ennek a feladatnak a megoldasa a nyeregpont mddszer egy nem trividlis alkalmazdsan
alapul. Beszéltiink a szeminariumon arrél, hogy analitikus fliggvény Fourier transz-
formaltja a végtelenben exponencidlis gyorsan tart nulldhoz. A feladat az, hogy ennek
az allitdsnak a bizonyitasat finomitva egy konkrét esetben pontos aszimptotikat adjunk.
Tovabbi kérdés: Milyen a ¢(t) = ffooo eitr=2"" da Fourier transzformalt aszimptotikus
viselkedése tetszoleges pozitiv egész k szdamra? (E feladat megolddsanak részleteit nem
dolgozzuk ki, de ha valaki a résztvevok koziil ezt mégis megteszi, azt szivesen meghall-
gatjuk.)

Megoldasvdzlat: Erdemes a feladatot 4tirni homogénabb formaban az = = t'/3% he-
Iyettesitéssel. Azt kapjuk, hogy ¢(t) = [~ eitz—a" o — 41/3 = et 3=3Y) g3 ezért



foglalkozhatunk az ffooo et'?iz—a") gy integral aszimptotikdjanak a vizsgalataval. A
nyeregpontok, az exponensben levé h(z) = iz — x?* fiiggvény i — 423 derivaltjdnak a

nullhelyei, azaz a z; = —i{’/gej, J =1, 2, 3 szdmok, ahol ¢1 = 1, g5 = —% + z"/Tg,
€3 = —% — z@ Mi a nyeregpont szemléletes tartalma, és miért ezek az érdekes pontok?

A h(z) pont értéke a nyeregpontokban, h(z;) = z;(i — 23) = Sizj = pses, J=1,2,3.
Olyan gorbét keresiink, amely a —oo pontbdl a oo pontba megy, athaladva a z5 és 23
nyeregpontokon, a nyeregpontokban a gorbe irdanya olyan, mint amilyet a nyeregpont
modszer sugall, és az et ?h(@) fliggvényt ezen a gorben integralva, az integrél értékének
f6 hozadékat a zo és z3 nyeregpontok kis kornyezetei adjék. A f6 kérdés: Hogyan
valésithato ez meg?

A h(z) fiiggvény Taylor sor fejtése a z; nyeregpontokban a h(z) = h(z;) — 6zj2(z —z;)*—

4zi(z — zj)3 — (2 — z;)* fiiggvény. A keresett integraldsi it z; nyeregpontokon atmend

részét u,(s) = z;+ @s alakban érdemes valasztani. Ekkor h(u;(s)) = h(z;) —6]z;|*s*—
J

4'?—;'333 - |zj4|454 = h(z;) —6(%)%/3s? +4%/3¢;s® + £;s*, ahonnan Rh(u;(s)) = Rh(zj) —

6(3)2/352 — 2(1)1/353 — 1s%. Innen kovetkezik, hogy a Rh(u;(s)) fiiggvény maximuma
az s = 0 pontban van, (ahol w;(s) = z;), mivel annak derivéltja, a Rh(u;(s)) =

2s[—6(1)1/3 — 3(2)¥/3s — 25 fiiggvény s < 0 esetén pozitiv és s > 0 esetén negativ.

A fenti szdmolds a kovetkez6 integraldsi utat sugallja a ¢(t) integral kiszdmitdsara.
El8szor menjiink a —oo-bél az abszcissza tengelyen a —/34~1/3 pontba, onnan az us( )
egyenesen az 4~/3; pontba, onnan az us(-) egyenesen a v/34~1/3 pontba, onnan az
abszcissza tengelyen a +oo-be. A kapott integral lényeges hozadékat a zo és z3 pontok
kis kornyezete adja nagy t paraméterre. Ez olyan Gauss tipusu integrdl, amely jol
szamolhaté. A végeredmény:
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C(t) = 4 277Vom Cos —3\3/§t4/3 + 2.
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Valéjéban a fenti formuldban o(1) helyett O(t=2/3)-ot is frhatunk.



