Nagy eltérések elmélete

1.) Legyen &1, ...,&, figgetlen valészintiségi valtozok sorozata, P({; =1 —p) =1 —

P = —-p) =p, 0<p<1, 8, = > &. Valasszunk p = 1/3 szamot, és
k=1
1 1
legyen n oszthaté 3-mal. Akkor P(S, = 0) = +oll) . Ha P(§ =1—
2mnp(1l — p)
1 1 1
p) =1—P(, = —p) = =, akkor P(S, = 0) = +oll) e (P)=log2) " ahol
2 2mnp(1 —p)
H(p) = —(plogp + (1 — p)log(l — p)). Azon n hosszisigu 0, 1 sorozatok szama,

3+ 0(1)6nH(1/3).
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2.) Legyenek &1,. .., &, fiiggetlen valészintiségi valtozdk, melyekre Fe'si < R(t) vala-
milyen ¢t > O-ra. Legyen S,, =& + --- + &,. Ekkor

P(S, > nz) < g flt)—tz)

A kovetkez6 kérdéssel foglalkozunk: Legyenek &, k = 1,2,... fiiggetlen, egy-
n

forma eloszldst valdszinliségi valtozdk, S, = > &. Tegyiik fel, hogy ezek a va-
k=1

16szintiségi valtozok minden nem tul megszoritd, j6 tulajdonsdggal rendelkeznek. A
P(S,—ES,, > nx) valésziniiségek aszimptotikus viselkedésének minél pontosabb leirasét
szeretnénk megadni, ha n — oo. Az elsé feladatban bizonyos specidlis esetben a
P(S,, = nx) valészinliség pontos aszimptotikdjit adtuk meg. Kérdések: Tudunk-e az
els6 feladat allitasara olyan bizonyitast adni, mely altalanosabb, tehat nemcsak ebben
a specialis esetben miikodik? Eles-e a mésodik feladat &llitdsa? Ebben szerepel egy t
paraméter. Természetesen ezt a t paramétert igyekeziink optimaélis modon valasztani.
Ilyen vélasztas esetén éles becslést kapunk-e, vagy ez a becslés lényegesen javithatd?

E kérdés megértése céljabodl tekintsitk a kovetkezd problémat. Legyenek &,, n =
1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszlast valdsziniiségi valtozok, melyekre P(§; = j) =

o0
p(j), j = 0,£1,+2,..., > p(j) = 1, azaz a &, valdszinliségi véltozok csak egész

j=—o0

n

értékeket vesznek fel. Legyen S, = > &, és vizsgdljuk a p(™(m) = P(S, = m)
k=1

valészintliségek viselkedését. E kérdés az elso feladat természetes altalanositédsa. Ezt

vizsgalhatjuk a p(™ (m) valészintiségek kiszamitdsival a Fourier analizis segitségével.
Kérdés: Tudunk-e ilyen médon jé aszimptotikat adni a p(™ (m) valdszintiségekre? Ez
elegend6-e a p(™ ([na]) valdszintiségek j6 aszimptotikajanak vizsgalatahoz, ahol [z] az =
szdm egész része? Ez a kérdés egyszeriibb, mint a P(.S,, > nx) valésziniiség vizsgédlata.
Viszont az eredeti kérdés megoldasahoz sziikséges 6sszes lényeges gondolat mér e kérdés
vizsgalatdban is megjelenik.

A kovetkezd harom feladatban jé aszimptotikat adunk a p(™ (m) val6szinfiségekre.
Viszont a nagy eltérés tipusi problémak vizsgalatdhoz 1j gondolat is sziikséges. A
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nagy eltérés problémak egyik lehetséges és természetes megoldasa a nyeregpont modszer
megértése és alkalmazésa.

Definialjuk a

p(t) = plk)e™
k=—oc0
Fourier sort. Bizonyitsuk be a kovetkez6 allitasokat:
3.)
P"(1) = D0 PR ahol p" (k) = P&+ -+ + & = K)
k=—0c0
minden n = 1,2,... szamra. Ezért
1 o
p™ (k) = 2—/ e Fon(t)dt, k=0,4+1,£2,... .
™ —T

4.) |e(t)] < 1. Tovabba |¢(t)] < 1 minden t # 0 és |[t| < 7 esetén akkor és csak
akkor, ha a K = {k: p(k) > 0, k£ = 0,£1,+2,...} halmaz nincs egy egynél na-
gyobb racsszélességii récs eltoltjan, azaz minden d > 2 és r szdmra az L(d,r) =
{jd+r; 5 =0,£1,£2,...} halmaz (a d racsszélességli r szdmmal eltolt rdcs) nem
tartalmazza a K halmazt.

B¢t = itp®M(0), 1 =0,1,2,..., ahol & olyan valdszinfiségi valtozé, melyre P(&; =
k) =p(k), i = v—1, és p1(0) a p(t) fiiggvény I-ik derivaltja a nulldban.

5.) Ha a K = {k: p(k) > 0, k = 0,£1,4+2,...} halmaz nincs egy egynél nagyobb

racsszélességli racs eltoltjan, akkor rogzitett k egész szamra és tetszoleges olyan

e(n) sorozatra, melyre £(n) — 0, ha n — oo, rogzitett n-re alkalmazva a k =
nFE& + my/nVar & természetes skalazast felirhatjuk, hogy

P (S, =k) L " exp {—i (nE& + m\/M) t} ©"(t) dt

A

+0 (e—const,na(n)2> :

és
2
O™ (t) = exp {n (iEflt - Var&lg)} (1+O(nt*)), halt| < n~4/6

Léssuk be ennek az 6sszefliggésnek a segitségével, hogy az el6z6 feltételek teljesiilése

esetén
1 2 1
P(S, = k) = —— e~ (k—nE&)/2nVar&s | (_) .
( ) Vv 2mnVar & © * n

Hogyan mddosul ez az allitdas akkor, ha a K halmaz egy d > 1 racsszélességii racs
eltoltja tartalmazza?



Az utols6 feladat eredménye jo aszimptotikat ad a p(”)(k) valészintliség értékére,
ha k — nE& ~ y/nVar&. Miért nem miikodik ez a mddszer j6l a tobbi esetben?
Ertsiik meg, hogy az altaldnos esetben a nyeregpont moddszer segitségével a kovetkezo
eredményt kapjuk (feltételezve, hogy a &; valdszintiségi valtozé eloszldsa teljesit bizonyos
feltételeket. )

6.) Tegyiik fel, hogy E&; = 0, és & eloszldsanak tartdja, a K = {k: p(k) > 0, k =
0,+1,42,... } halmaz nincs egy egynél nagyobb récsszélességii racs eltoltjan. Ekkor

1 L )
p<”>(/<;):2—/ e "R ot Lis)dt, k=0,+1,42,...
T

tetszoleges s valds szamra, ahol ¢(t +is) a ¢(t) Fourier sor altal definialt fiiggvény
analitikus kiterjesztése a komplex szdmsikra. Legyen az s szdm a ny'(is) = ik,
egyenlet valés megolddsa, ahol 1(t + is) = log p(t + is). Ertsiikk meg az

e—ik(t—i—is)gon (t + z's)

fliggvény viselkedését ennek az is pontnak a kornyezetében. Ennek érdekében
lassuk be, hogy 9(s) = 1(—is) valds értékii fiiggvény, melynek masodik derivéltja
szigortian pozitiv, és ¥(s) = 0. Ezért az el6z6 egyenletnek legfeljebb egy megoldésa
van. Ha ez az egyenlet megoldhatd, és a i (-) fiiggvény analitikus a megoldés kis
kornyezetében, akkor

o = TS (1o (7))

Ha k > cn alkalmas ¢ > 0 szammal, akkor mivel 1(0) = v/(0) = 0, és 1(s) szigorian
k

konvex, 1(s)+— < —c, alkalmas ¢’ > 0-val. Léssuk be, hogy a 1. feladat eredménye
n

e feladat &llitdsainak specidlis esete. 1(—s) = log R(s) = log Ee*¢t. Hasonlitsuk
Ossze az ebben a feladatban adott aszimptotikat a 2. feladat becslésével.



