Végesen additiv invarians mértékek csoportokon

1.) A természetes szdmok halmazan 1étezik nem trividlis végesen additiv 0—1 mérték,
azaz a természetes szamok Osszes részhalmazahoz 0 vagy 1 szamot lehet hozzaren-
delni ugy, hogy a teljes halmazhoz az 1 szdmot az egy elemi halmazokhoz a 0 szamot
rendeljik, és a halmazfiiggvény végesen additiv.

A | klasszikus példa” olyan G csoportra, melyben nem létezik a csoport Osszes
részhalmazén definidlt egyre normélt végesen additiv (jobboldali) mozgatasra invaridns
mérték, illetve ami ezzel ekvivalens, a G csoporton értelmezett korlatos fiiggvények
terén definialt (baloldali) transzlacié invaridns koézépérték, (lasd Invaridns mértékek
és az 1997. évi Schweitzer verseny 7. feladata feladatsort, ahol ezeket a fogalmakat
targyaltuk) a két elem altal generdlt szabad csoport, illetve az ezt részcsoportként tartal-
mazd6 csoportok. Az alabbiakban beldtjuk e csoportoknak a fent emlitett tulajdonsagat.

Egy a és b elem &ltal generalt szabad csoport az a, a™!, b és b1 jelekbdl 4ll6 véges
sorozatok (szavak), két szé szorzata a két szd egymds utan irdsa. Egy szd megegyezik
annak roviditésével, melyet gy kapunk, hogy egy esetlegesen részként tartalmazott
aa" ', a=ta, bb—! vagy b~'b sorozatot elhagyunk. Egy tovdbb nem egyszeriisithetd szét

irreducibilisnek neveziink. Egy sz6 irreducibilis alakja egyértelm. Miért?

2.) Léssuk be, hogy az a és b elem éaltal generdlt G szabad csoporton értelmezett
korlatos fliggvények terén nincsen (baloldali) transzldcié invaridns kdzépérték. Lés-
suk be, hogy ennek az allitasnak a bizonyitasahoz elég megadni olyan korlatos f
fiiggvényt a G csoporton és a € G, 8 € G, v € G szavakat, melyekre

sup[f(ax) + f(Bz) — f(yx) — f(2)] <O0.

zeG

Lassuk be, hogy ez a tulajdonség teljesiil a kdvetkez6 valasztassal. Legyen f(x) =1,
ha z = a®y, f(x) = 0, ha x = by alaki, ¢ = £1, ahol az x sz6t annak irreducibilis
alakjaban irjuk fel. Legyen tovabbd v =a, a =ba™!, B =b"ta"".

3.) Ha a G csoporton értelmezett korldtos fiiggvények terén létezik M (jobboldali)
transzlacio invarians kozépérték, és a H csoport a G csoport részcsoportja, akkor
létezik My (baloldali) transzlacié invarians koézépérték a H csoporton értelmezett
korlatos fiiggvények terén is. Részletesebben, mutassuk meg, hogy a kovetkezd
konstrukcié példat ad ilyen My mértékre. Valasszunk minden Hx jobboldali mellék-
osztalyban egy ' = 2/(Hx) € G elemet, és minden z € Hz-re definidljuk ay(z) € H
egyértelmiien meghatarozott elemet, melyre z = v(2)z'(Hxz). Egy f(-) H-n értel-
mezett korlatos fiiggvényhez rendeljiik hozzé az f'(z) = f(v(z)) korlatos fiiggvényt
G-n, és legyen Myf = M f'.

Ha a két elem altal generalt szabad csoport a G csoport részcsoportja, akkor a G
csoporton nem létezik baloldali (jobboldali) transzlicié invaridns kézépérték.
Segitség: Mutassuk meg, hogy h € H és z € G-re hy(z) = y(hz), ha h € H, f
korlatos fiiggvény H-n, f1(z) = f(hz) akkor f{(z) = f'(hz).
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4.) Ha a G csoporton definidlt korldtos fliggvények terén van baloldali eltolas invaridns
kozépérték, akkor 1étezik jobboldali, s6t egyszerre bal és jobboldali eltolas invarians
kozépérték is.

Segitség: Ha M; baloldali eltolds invarians kozépérték, akkor M, f(x) = M, f(x~1)
jobboldali eltolasinvaridns kozépérték. Definidljuk az f'(x) = M, f(z-) fiiggvényt,
és az Mof = M;f’ leképezést. Mutassuk meg, hogy My mind bal mind jobboldali
eltolas invaridns mérték. Ehhez lassuk be, hogy f1(x) = f(az) és fa(x) = fa(xd),

a,b € Gre fi(x) = f'(ax) és fi(x) = ().



