Invarians mértékek és az 1997. évi Schweitzer verseny 7. feladata
Az 1997. évi Schweitzer verseny 7. feladata a kovetkezoképpen szol:

Legyen G Abel-csoport, 0 < e < 1és f: G — R" olyan fiiggvény, amelyik kielégiti az

If (@ +y) = f@) = F <ellf W, (v.y) € G?

egyenlotlenséget. Igazoljuk, hogy ekkor léteznek olyan A: G — R"™ additiv valamint
v: A(G) — R folytonos fiiggvények, melyekre f = ¢ o A.

A feladat megoldasaban kulcsszerepet jatszik a kovetkezd eredmény:

Tétel: Vezessiik be a kovetkezo fogalmat: Eqy G csoporton értelmezett korldtos fliggvé-
nyek B(G) terén definidlt M : B(G) — R! leképezés, (baloldali) transzldcié invaridns
kozépérték, ha
i.) M(cifi + cafs) = ciM f1 + caM fo minden ci,co € RY szdmra és f1, fo G — R!
korldtos fiigguényre.
ii.) MT,f = Mf minden g € G és f € B(G)-re, ahol T,f(h) = f(gh).
iii.) inf f(g) < M f < sup f(g) minden f € B(G)-re.
9eG geG
Ha a G csoport kommutativ, akkor a rajta értelmezett korlatos fliggvények terén
létezik (baloldali) transzldcié invarians mérték.

E feladatsorban belatjuk mind a fenti tételt mind pedig a megfogalmazott Schweitzer
verseny feladatot. Tovabba megtargyalunk néhény a fenti tételhez kapcsolédd problé-
mat. Lassuk be el6szor a kovetkezo allitast:

0.) A fent megfogalmazott tétel ekvivalens a kovetkezo éllitdssal. Ha a G csoport kom-
mutativ, akkor létezik azon (jobboldali) invaridns egyre normélt p véges mérték,
azaz olyan p fliggvény G dsszes részhalmalmazan, melyre 0 < p(A) < 1 min-
den A C G halmazra, u(G) = 1, u(Ag) = p(A) minden A C G halmazra
és g € G ,,mozgatasra”, és ha A, ... Ap a G diszjunkt részhalmazai, akkor
(AL U UAg) = p(Ar) + -+ p(Ag).

A fent megfogalmazott tétel kapcsan természetes mdédon vetédik fel néhany tovabbi
kérdés is, melyekre esetleg késébbi szeminariumokon visszatérhetiink.

i.) Mely csoportokra létezik (jobboldali) invaridns véges mérték és melyekre nem?
A fenti tétel szerint létezik ilyen mérték kommutativ csoport esetén. Negativ
a valasz viszont akkor, ha a csoport nagyon ,,bonyolult”. Bebizonyithatd, hogy
nem létezik ilyen mérték, ha a csoport egy részcsoportja izomorf a két elem &ltal
generalt szabad csoporttal. Lakos Gyula hivta fel a figyelmemet arra, hogy az ilyen
kérdések vizsgalata fontos szerepet jatszik Laczkovich Miklds specidleloadasaban is.
Val6ban, példdul a Tarski paradoxon (egy gdmbdt szét lehet vagni véges sok részre,
és azokbdl Gssze lehet rakni két ugyanolyan sugart gombot) szoros kapcsolatban van
a harom dimenziés tér mozgatascsoportjanak bonyolultsagaval. Szivesen venném,
ha a jovOben valaki beszélne ilyen problémékrol.
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ii.) Egy masik érdekes kérdés, melyet kés6bb esetleg targyalhatunk az, hogy mikor
létezik egy halmaz Osszes részhalmazain nem trividlis (nem megszdmldlhaté sok
pontba koncentrélt) o-additiv mérték.

A fent megfogalmazott eredmények bizonyitasahoz transzfinit indukcié, tehat a
kivalasztasi axioma felhasznalasa sziikséges. Ez azért fontos, mert ez egyben azt jelenti,
hogy a fenti feladatokra csak egzisztencia bizonyitasokat nem pedig explicit konstrukciét
tudunk adni. Ezt a transzfinit indukciét tébb ekvivalens médon alkalmazhatjuk. Az
egyik leggyakrabban (és talan legkényelmesebben) hasznalt médszer a kovetkezé un.
Zorn lemma.

Zorn lemma. Legyen (X, =) egy részben rendezett halmaz. (Bizonyos x € X, y € X
pdrokra teljesil az x < y egyenldtlenség, mely teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat: (i)
x 3z, (i) hax Sy ésy X z=x =2 (iti) har Ky ésy x=2x=y.) Egy
A C X halmazt X teljesen rendezett részhalmazanak hivunk, ha tetszéleges v € A és
y € A elemekre x < y vagy y < x. Egy m € X elemet maximdlisnak neveziink, ha
m=r=>m==x.

Tegyiik fel, hogy az (X, =) részben rendezett halmaz teljesiti a kévetkezd tulag-
donsagot: Az X halmaz tetszéleges A C X rendezett részhalmazdnak van majoransa,
azaz olyan z € X elem, melyre x < z minden x € A elemre. FEkkor tetszéleges x € X
elemre létezik olyan m € X mazximdlis elem, melyre x < m.

A Zorn lemma bizonyitasat nem targyaljuk. Ugyancsak elhagyjuk az alabb kimon-
dott Banach-Hahn tétel bizonyitdsat, mely a Zorn lemma segitségével bizonyithato.
Ez a funkcionalanalizis egyik legfontosabb eredménye és része a fels6 éves egyetemi
tananyagnak. A tételsor elején kimondott tételt konnyebb a Banach—Hahn tétel segit-
ségével mint a Zorn lemma kozvetlen alkalmazasaval bizonyitani.

Banach—Hahn tétel. Legyen adva eqy E wvalos linedris tér, annak egqy L altere, eqy
up: L — R linedris leképezés, és eqy az egész E téren definidlt p(x), v € E, valds
értéki fiigguvény, mely teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat:
i.) up(z) < p(z), ha z € L.

i.) p(x +y) < plx) +p(y), haz,y € E.
iii.) p(ax) = ap(x), ha x € E, és a > 0.

FEkkor létezik az ug lindris leképezésnek olyan u: E — R kiterjesztése az egész E
térre, mely linedris leképezés, és u(x) < p(x) minden x € E pontban.

1.) Bizonyitsuk be, hogy egy G csoport korlatos fliggvényeinek terén akkor és csak
akkor 1étezik (baloldali) transzlacié invaridns kozépérték, ha tetszéleges f1, ..., fr
G-n definialt korlatos fiiggvényekre és g1 € G, ..., g € G elemekre

k
sup > (fi(h) — Ty, fi(h)) >0,

heG i
ahol Ty f(h) = f(gh) minden h € G-re.
k
Segitség: Léssuk be, hogy a feltétel teljesiilése esetén a > (fj(h) — Ty, f;(h)) alakd
j=1
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fiiggvényekbdl 4ll6 altéren definidlt ug(f) = 0 leképezés kiterjesztheté a G téren
értelmezett korldtos fliggvények terén definidlt u linearis leképezéssé ugy, hogy

u(f) < sup f(h).
heG

A kimondott tétel bebizonyithaté az els6 feladat segitségével. A bizonyitasban meg-

jelenik egy a matematika bizonyos problémaiban fontos szerepet jatszé fogalom a null

n . .
kohomologia, az hogy tetszbleges n egész szdmra a > (T7f —TI71f) = T"f — f, tehat

=1

mindossze két elembdl allé 6sszeg. (Pontosabban a null kohomologia tobbdimenzids
véaltozatdt hasznéljuk).

2.)

Bizonyitsuk be, hogy egy G kommutativ csoport korlatos fiiggvényeinek terén
létezik (baloldali) transzldcié invaridns kozépérték.

k
Segitség: Ha sup ) ( fi(h) =Ty, fj(h)) < —¢ alkalmas vélasztdssal, akkor tekint-
heG j=1
stik a

k
w2 T () =Ty, ()

h€G o<1 <N, 0<lu<N j—1

kifejezést elég nagy N-re, és adjunk e kifejezésre egyméasnak ellentmondé alsé és
fels6 becslést.
Egy A C R" conv A konvex burka akkor és csak akkor tartalmaz egy (z1,...,2,) €

R"™ pontot, ha tetszéleges aq, ..., a, szamokra ( inf A(alul ot apun) <
UL ..y Un )€

o+ Fapr, < sup  (aquy + -+ apuy). Ha M (baloldali) transzlacié

invarians kozépérték egy G Abel csoport korlatos fiiggvényeinek terén, (f1,..., fn)
n korldtos fiiggvénybdl allé6 vektor, akkor (M f1,..., M f,) az (fi(g),-.-, fn(9)),
g € G, pontok konvex burkdban van.

Legyen M (baloldali) transzlacié invaridns kozépérték egy G Abel csoport korlatos
fiiggvényeinek terén. Ha teljesiilnek a feladatsor elején megfogalmazott Schweitzer
feladat feltételei, akkor az Af(x) = M[f(x +-) — f()], Af: G — R™ leképezés jol
definidlt figgvény G-n, A(x +y) = A(x) + A(y), és teljesiil az [|A(y) — f(y)| <
el f(y)|| egyenlStlenség.

A o(u) = f(z), ha u = A(x) értelmesen definidlja a G halmaz A(G) képének
leképezését az R™ halmazra, azaz ha A(x1) = A(z2), akkor f(z1) = f(x2). S6t, ha
up = A(x1), ug = A(xz), akkor mivel

(L =)[[f(z1 — z2)[| < [[f(z1) — fz2)|| < (X + )| f(z1 — z2)]
(1 =)llf(z1 — z2)[| < [[A(z1) — A(@2)|| < (1 +&)[[f(z1 — z2)]|
1 ; ZHul —ug|| < |lp(ur) —p(uz)]] < 1 jiHul —ug||. Lassuk be, hogy a definidlt A

and ¢ fliggvények a feladatsor elején megfogalmazott Schweitzer feladat megoldasat
szolgaltatjak. (Az islathat6 innen, hogy a ¢ fiiggvénynek létezik folytonos inverze.)



