Komplex fiiggvénytan

Egy a komplex szamsikon definidlt F'(z) egész fiiggvényt nulla rendli exponencidlis

fliggvénynek neveziink, ha

|F(2)] < C(e)e®*!  minden valés £ > 0 és komplex z szdmra

alkalmas C'(¢) > 0 szammal.
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Bizonyitsuk be, hogy F(z) akkor és csak akkor nulla rendli exponencidlis egész

fiiggvény, ha az F(z) = 3 cxz® Taylor sor egyiitthatéi teljesitik a
k=0

5k

lex| < C’(s)g minden € >0és k=0,1,2,...-ra

egyenl6tlenséget alkalmas C'(e) egyiitthat6val.
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Legyen F(z) = Y cx2”* nulla rendfi exponencidlis egész fiiggvény, és definidljuk az
k=0

f(z) = >_ F(n)z" fiiggvényt. Bizonyitsuk be, hogy
n=0

0 k
f(ew)zzckd— 1

dwk 1 — ew
k=0

= G(w), ha Rw <0.

A G(w) fiiggvény kiterjeszthetd 27i szerint periodikus fliggvénnyé, mely analitikus
a 2mik, k =0,+1,£2,... pontokkal kipontozott komplex szamsikon.

Ha F(z) analitikus, nulla rendii exponencidlis fiiggvény, akkor az f(z) = >  F(n)z"
n=0

analitikusan folytathat6 a z # 1 ponttal kipontozott komplex szamsikra.

Ha ar, £ = 1,2,..., pozitiv egész szamok exponencidlisan ritka sorozata, akkor
S z

az F(z) = [] | 1 — — | fliggvény analitikus, nulla rend{i exponencidlis fliggvény,
k=1 ak

melyre F(ag) =0és F(n) — oo, han — oo, den#ag, k=1,2,....

A fentiek alapjan oldjuk meg a kovetkezo egy Szegd Géabor éltal felvetett kérdés

alapjan megfogalmazott és az 1996. évi Schweitzer verseny 7. feladataban kitiizott
problémat:

o0
Konstrualjunk olyan f(z) = > an,z" (]z| < 1), az egységkorben regularis fligg-
n=0

vényt, amely egy pont kivételével az egységkorvonal minden pontjan at analitikusan
folytathatd, és amelyre az {a,} sorozatnak két torlédédsi pontja van, a oo és egy
véges érték.



A komplex fiiggvénytan fontos és nehéz kérdése a kovetkezo probléma: Tekintsiink
egy analitikus fiiggvényt, melyet egy az egységkorben konvergens hatvanysor definial.
Az egységkorvonal mely pontjaiban folytathaté ez a fliggvény analitikusan? A Haldsz
Gébor felajanlotta, hogy errdl a kérdésrol késobb eléadast tart. Mi most csak néhany
egyszeriibb problémat beszéliink meg.

5.) Ha egy hatvanysor konvergenciasugara egy, akkor az egységkor hatdran van olyan
pont, amelyikben a hatvanysor altal definidlt fiiggvény nem folytathaté analitiku-
san.
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6.) Az f(z) = Y 2™ fiiggvény az egységkor egyetlen pontjdban sem folytathaté anali-
=0

tikusan. A Petruska Gyorgy jegyzetében szerepel az Hadamard tétel (bizonyitassal)
és a Fabri tétel (csak kimondva), melyek elégséges feltételeket adnak arra, hogy egy
hatvanysor a konvergenciakor hataranak egyetlen pontjaban sem folytathaté anali-
tikusan. Hogyan szélnak ezek a tételek?

Egy az egységkorben analitikus és a Fabri tétel szerint sehol sem folytathaté anali-
tikus fliggvény a kovetkezo

I(z)=1+2) F
k=1

fiiggvény. Ez a fliggvény fontos példaul a kovetkezd okbdl: Legyen

Sr(n) = {(ml,...,azr), fo, = n},

a y/n sugaru gomb az r dimenziés térben.

7)

Az S, (n)-be es6 racspontok szdma = — V() dz

2wt Jo zntl
ahol C tetszoOleges egyszerli gorbe az egységkorben, mely a nullat a belsejében tar-
talmazza.

A Fabri tétel megszoritdst jelent ennek az integralasi utnak a megvalasztasaban.
Ennek az integralnak a vizsgalata a szamelmélet fontos és nehéz kérdése. Ez lehetséges
a hires “Hardy féle circle method” segitségével. FEzzel azonban (legaldbbis a jelenlegi
szeminariumon) nem foglalkozunk.



