
Nem negat́ıv harmonikus függvények a d dimenziós rácson.

A parciális differenciálegyenletek egyik fontos problémája a harmonikus függvények
léırása, azaz a ∆f(x1, . . . , xd) = 0 egyenlet megoldásainak léırása a d-dimenziós tér

valamely tartományában, ahol ∆ =
d∑

j=1

∂2

∂x2
j

. Ha az egész n dimenziós téren nem negat́ıv

harmonikus függvényeket keressük, akkor ezek csak a konstans függvények. Miért? Ad-
juk meg az egy pont kivételével harmonikus függvényeket, azaz az Rd \ {x} halma-
zon értelmezett harmonikus függvényeket, ahol x ∈ Rd. Miért fontosak a harmonikus
függvények vizsgálatában ezeknek a függvényeknek az ismerete?

A harmonikus függvények természetes megfelelője a d-dimenziós Zd egész kooridinátájú
Zd rácson értelmezett függvények között azon szintén harmonikus függvényeknek neve-
zett f(n) = f(n1, . . . , nd), n = (n1, . . . , nd) ∈ Z függvények, melyekre
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d∑

j=1

(f(n + ej) + f(n − ej)) = f(n)

minden n ∈ Zd pontban, ahol ej az az egységvektor, melynek j-ik koordinátája 1 az
összes többi koordinátája nulla. A követekező feladatokban belátjuk, hogy az egész
téren értelmezett korlátos (vagy általánosabban, nem-negat́ıv) harmonikus függvények
korlátosak. Ennek az álĺıtásnak a bizonýıtása nehezebb mint a diszkrét megfelelőjének.

Ha f(n) korlátos harmonikus függvény a Zd rácson, akkor ϕ(n) = f(n + e1) − f(n) és

a ϕL(n) =
L∑

p=1

ϕ(n + pe1) szintén korlátos harmonikus függvények, sőt a ϕL függvény

abszolut értékének szuprémumára lehet az L indextől független becsést adni.

Lássuk be a fenti észrevételek seǵıtségével azt, hogy a Zd rácson minden korlátos har-
monikus függvény konstans.

Azt, hogy az egész rácson értelmezett nem-negat́ıv, harmonikus függvények is kon-
stansok nehezebb bebizonýıtani. A következő feladatokban ezt dolgozzuk ki. A bi-
zonýıtásban egyrészt belátjuk, hogy az összes nem-negat́ıv harmonikus f(n) függvények,
melyekre f(0) = 1 konvex kompakt halmazt alkotnak egy természetes topológiával.
Megmutatjuk, hogy ennek a konvex halmaznak a léırásához elég megadni e halmaz
extremális pontjait, és ez csak az f(n) ≡ 1 függvényből áll.

1. feladat: Tekintsük a Zd-n értelmezett függvények terét, RZ
d

-t a számegyenesen
értelmezett szokásos topológia szorzat topológiájával. Definiáljuk ennek a következő E
részhalmazát:

E = {f(x), x ∈ Zd, f(x) nem-negat́ıv harmonikus függvény, f(0) = 1}.

Bizonýıtsuk be, hogy E a fenti tér egy konvex, kompakt részhalmaza.



(Egy E zárt halmaz ebben a térben akkor és csak akkor kompakt, ha minden x ∈ Zd-re
sup
f∈E

|f(x)| kisebb, mint egy x-től függő szám.)

2. feladat: Egy f ∈ E függvényt extremálisnak h́ıvunk az E halmazban, ha nem ı́rható
fel két különböző f1 ∈ E és f2 ∈ E függvény f = α1f1 +α2f2, 0 ≤ αi ≤ 1, i = 1, 2, α1 +
α2 = 1, konvex lineáris kombinációjaként. Bizonýıtsuk be, hogy ha a Zd-n értelmezett
függvények terén (az 1. feladatban szereplő topológiával) egy konvex kompakt halmaz
tartalmaz legalább két függvényt, akkor tartalmaz legalább két extremális függvényt.

(Rendezzük el a Zd rácspontjait valamilyen sorrendben, és definiáljuk az E0 ⊃ E1 ⊃ · · ·
halmazokat a következő módon: E0 = E , En+1 = {f f ∈ En, f(xn) = sup

g∈En

g(xn)} vagy

En+1 = {f : f ∈ En, f(xn) = inf
g∈En

g(xn)}. Mutassuk meg, hogy a
∞⋂

n=0

En halmaz az E

halmaz egy extremális függvényéből áll.)

3. feladat: Mutassuk meg, hogy az első feladatban definiált E halmazban az f(x) ≡ 1
az egyetlen extremális függvény.

(Használjuk ki, hogy egy nem-negativ harmonikus függvény eltoltja is az. Írjuk fel az

f(n) függvényt az
f(n ± ej)

f(±ej)
függvények lineáris kombinációjaként.)


