Nem negativ harmonikus fiiggvények a d dimenzids racson.

A parcidlis differencidlegyenletek egyik fontos problémaja a harmonikus fliggvények
leirdsa, azaz a Af(x1,...,xzq) = 0 egyenlet megoldasainak leirdsa a d-dimenziés tér
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harmonikus fliggvényeket keressiik, akkor ezek csak a konstans fliggvények. Miért? Ad-
juk meg az egy pont kivételével harmonikus fiiggvényeket, azaz az R? \ {z} halma-
zon értelmezett harmonikus fiiggvényeket, ahol € R%. Miért fontosak a harmonikus
fiiggvények vizsgdlatdban ezeknek a fliggvényeknek az ismerete?

valamely tartomanyaban, ahol A = Z Ha az egész n dimenzids téren nem negativ

A harmonikus fiiggvények természetes megfelel6je a d-dimenziés Z? egész kooridindtaji
Z? ricson értelmezett fiiggvények kozott azon szintén harmonikus fiiggvényeknek neve-
zett f(n) = f(ni,...,nqa), n=(n1,...,nq) € Z figgvények, melyekre
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minden n € Z¢ pontban, ahol e; az az egységvektor, melynek j-ik koordindtdja 1 az
Osszes tObbi koordinatdja nulla. A kovetekezo feladatokban belatjuk, hogy az egész
téren értelmezett korlatos (vagy altalanosabban, nem-negativ) harmonikus fiiggvények
korlatosak. Ennek az allitasnak a bizonyitasa nehezebb mint a diszkrét megfelel6jének.

Ha f(n) korlétos harmonikus fiiggvény a Z< racson, akkor o(n) = f(n +e1) — f(n) és

a pr(n) = Z w(n + pey) szintén korldtos harmonikus fliggvények, s6t a ¢ fiiggvény
pi
abszolut értékének szuprémumara lehet az L indextol fiiggetlen becsést adni.

Léssuk be a fenti észrevételek segitségével azt, hogy a Z? rdcson minden korldtos har-
monikus fiiggvény konstans.

Azt, hogy az egész récson értelmezett nem-negativ, harmonikus fiiggvények is kon-
stansok nehezebb bebizonyitani. A kovetkezo feladatokban ezt dolgozzuk ki. A bi-
zonyitasban egyrészt belatjuk, hogy az Gsszes nem-negativ harmonikus f(n) fiiggvények,
melyekre f(0) = 1 konvex kompakt halmazt alkotnak egy természetes topologidval.
Megmutatjuk, hogy ennek a konvex halmaznak a lefrdsdhoz elég megadni e halmaz
extremalis pontjait, és ez csak az f(n) = 1 fiiggvénybél &ll.

1. feladat: Tekintsiik a Z%n értelmezett fiiggvények terét, RZ't a szamegyenesen
értelmezett szokasos topologia szorzat topologidjaval. Definidljuk ennek a kovetkezo £
részhalmazat:

E={f(z), € Z% f(x) nem-negativ harmonikus fiiggvény, f(0) = 1}.

Bizonyitsuk be, hogy £ a fenti tér egy konvex, kompakt részhalmaza.



(Egy & zart halmaz ebben a térben akkor és csak akkor kompakt, ha minden = € Z%re
sup | f(z)| kisebb, mint egy x-t6l fiiggd szam.)
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2. feladat: Egy f € £ fliggvényt extremdlisnak hivunk az £ halmazban, ha nem irhaté
fel két kiillonbozo f1 € € és fo € € fiiggvény f=a1fi+asfe, 0<; <1,i=1, 2, a1 +
ay = 1, konvex linedris kombindciéjaként. Bizonyitsuk be, hogy ha a Z%n értelmezett
fiiggvények terén (az 1. feladatban szerepl6 topoldgidval) egy konvex kompakt halmaz
tartalmaz legalabb két fiiggvényt, akkor tartalmaz legalabb két extremalis fliggvényt.

(Rendezziik el a Z“ rdcspontjait valamilyen sorrendben, és definidljuk az & D & D - -
halmazokat a kévetkezd médon: Eg =&, E,01 ={f f € En, f(xn) = sup g(x,)} vagy
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Eni1 ={f: f €&, flzn) = ingf g(zyn)}. Mutassuk meg, hogy a () &, halmaz az &
halmaz egy extremadlis fliggvényébél 4ll.)

3. feladat: Mutassuk meg, hogy az els6 feladatban definidlt £ halmazban az f(x) =1
az egyetlen extremalis fliggvény.

(Hasznéljuk ki, hogy egy nem-negativ harmonikus fiiggvény eltoltja is az. frjuk fel az
fnEej)
f(£e5)

f(n) figgvényt az fiiggvények linedris kombinacidjaként.)



