Valoszintiségszamitasi médszerek a kombinatorikaban

1. Legyen H egy legfeljebb 2"~! — 1 él{i r-uniform hipergraf. Bizonyitsuk be, hogy a
pontok 2 szinnel szinezhetok gy, hogy minden r ponti élben mindkét szin el6fordul.

2. Bizonyitsuk be, hogy az Ry(n,n) Ramsey szam legalabb 27/2.

3. Bizonyitsuk be, hogy az 1,2,,...,2%/2? szamok 2 szinnel szinezhet8k gy, hogy ne
legyen k£ tagi monokromatikus szamtani sorozat.

Beszéliink az 1997 Schweitzer verseny 1. feladatanak (i.) részérél, illetve a megoldas
gerincét alkoté Lovasz lokalis lemmardl és annak bizonyitasarol. A Schweitzer feladat:

Definidljuk minden k pozitiv egész szamra grafoknak egy G osztalyat a kovetke-
z6 médon. Egy G = (V, E) graf pontosan akkor eleme Gi-nak, ha létezik éleinek
olyan ¥: F — [k] = {1,2,...,k} szinezése, hogy a csiicsok tetszéleges p: V — [k]
szinezése esetén taldlhaté a grafnak olyan e = {z,y} éle, melyre p(z) = p(y) =
b(e).

Bizonyitsuk be, hogy léteznek c¢; < co pozitiv konstansok az aldbbi két tulaj-
donsaggal:

(i) minden Gi-beli grafnak legaldbb c;k? csticsa van;

(ii) van Gy-ban olyan graf, melynek legfeljebb cok? cstisa van.

A targyalandé (i) rész éllitdsa igy is fogalmazhaté: Ha egy graf csicsainak szama
kisebb, mint c1k? (c; = % valasztas példaul megfeleld), és a graf éleit kiszinezziik k
szinnel valamilyen moédon, akkor a graf csiucsainak létezik olyan kiszinezése ezzel a k
szinnel igy, hogy e szinezéssel a graf minden élére igaz a kovetkezé allitas: Az élnek és
az él két végpontjaban levé csiicsoknak a szine (azaz harom helyen 1év6 szin) mindegyike
nem egyezhet meg. Lassuk be az alabb megfogalmazott és targyaland6 Lovasz lokélis
lemma segitségével a kovetezo eredményt: Ha minden csicsot egymastél fliggetleniil
kiszineziink k szinnel, minden szint egyforma valdszintiséggel valasztva, akkor pozitiv
annak a valdszintisége, hogy valamelyik szinezés teljesiti a kivant tulajdonsagot.

A Lovasz lokalis lemma célja jol hasznélhaté feltételt adni arra, hogy pozitiv legyen
annak a valdszintisége, hogy bizonyos események mindegyike bekovetkezik. Olyan fel-
tételt fogalmaz meg, mely akkor is alkalmazhatd, amikor a tekintett események nem
teljesen (csak majdnem teljesen) fliggetlenek, és az események egyiittes bekovetkezésé-
nek a valdszintlisége kicsi is lehet.

Lovasz lokalis lemma: Legyenek Aq,..., A, események eqy valdsziniségi mezdén, d
egy egész szam, melyek teljesitik a kovetkezd feltételeket:

1
1. P(Aj) < 1 minden j =1,...,n-re

2. Lehet olyan grdfot definidlni, melynek csicsai az {1,2,...,n} pontok, minden pont
fokszdma kisebb vagy egyenld d-vel, és amennyiben valamilyen az i pont a j1,...,Jk
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pontok egyikével sincs osszekotve, akkor az A; esemény figgetlen az Aj ..., A;
események egyittesétol (azaz az Aj,, ..., A;, események minden fligguényétdl).

Ekkor P([ll . ~fln) > 0, ahol A; az A; esemény komplementere.

k

. Bizonyitsuk be a Lovéasz lemmat, illetve ennek segitségével a Schweitzer verseny elso
feladatdnak (i) részét.
Segitség: Bizonyitsuk be k szerinti teljes indukcidval, hogy

PO, - Ay ) = DAL Ai Ay Au) L
7141 ik P(AzlAzh|Alh+1Azk) = 94’
ahol 71, ...,1, azok a pontok az i1, ..., 7 pontok koziil, amelyek a tekintett grafban

Ossze vannak kotve a j ponttal.



