SZEMINARIUMI FELDOLGOZASRA JAVASOLT TEMAK

Tournamentek vizsgalata — Kapcsolatuk a linearis programozassal.

Lehet-e egy ultiversenyt jol megszervezni? Azaz, adva 3n versenyzo, a lehetséges

3n 1/3n
harom elemii részhalmazt be lehet-e osztani — ( 5 > n elemil csoportra (az egy
n

forduléban lejatszandé mérkézések), melyek mindegyike a 3n elemii halmaz particidjat
adja? A kérdést természetes modon meg lehet kérdezni 3 szereplés jatékok helyett
tetszdleges pozitiv egész k szereplés jatékra. Az erre a feladatra Baranyai Zsolt altal
bizonyitott igenld allitas bizonyitdsdnak az ismertetését javaslom. Katona Gyuldval
valo konzultacio alapjan Baranyai Zsolt kandidatusi disszertaciéjanak tanulmanyozéasat
latom célszeriinek. Ez megtalalhaté az MTA Matematikai Kutato Intézetének konyvta-
réban. Erdemesenek tartom megjegyezni, hogy ezt a témat nemcsak a probléma, hanem
a felhasznélt moédszer érdekessége miatt is ajanlom. A kérdés megfogalmazhatd, mint
egy egész értékili linearis programozasi feladat, és ilyen moddszert kévet a bizonyitas.
Mig a linearis programozas klasszikus eseteire viszonylag jol kidolgozott elmélet 1étezik,
az egész értékil linedris programozasrol csak specidlis esetekben alkalmazhaté részered-
mények ismeretesek. Ebbe ad némi betekintést az emlitett probléma vizsgalata.

A linearis programozas problémajanak egy mdsik iranyu érdekes altalanositasa a
kvadratikus programozas. Errél Lovasz Laszlo irt érdekes targyalast, mely megtalalhato
az ELTE homepage-én a

http://www.cs.elte.hu/forro.html

cimi lapon. Ezt azért nem tiintetem fel a javasolt témak k6zott, mert ennek feldolgozasa
tobb idOt és energiat igényel, mint amit egy vagy néhany eléadasban fel tudunk dolgozni.
Ha mégis van jelentkez6 ennek ismertetésére, akkor azt szivesen vessziik.

Szabalyos tizenhétszog szerkesztése

Gindikin egy oroszul irt, de angol forditasban is megjelent konyvének (Rasskazi o
matematikach i fizikach — Torténetek matematikusokrdl és fizikusokrdl) Gaussrdl irt
részében elmagyardzza a szabdalyos tizenhétszog szerkesztését. A targyaldsmod elemi,
de nagyon tanulsigos. Kiilonosen azok szaméra érdekes ez, akiket érdekel a Galois

elmélet szemléletes tartalma, és az hogy erre hogyan lehet rajonni. Tulajdonképpen a
16
3" 2% = 0 egyenlet Galois csoportjat hatdrozza meg a szerzé szemléletes médon, illetve
k=0
megmagyarazza, hogy ebbdl miért kovetkezik a szabdlyos tizehétszog szerkeszthetd-

sége. Ehhez csak lazan kapcsoldédd, de szintén tanulsagos azoknak az ebben a konyvben
szereplo szamelméleti probléméaknak a targyaldsa, melyeknek egy specidlis és konnyen
ellenérizheto esete tette lehet6vé az emlitett Galois csoport meghatérozasat.

Egy masik kérdés, melynek lehetséges targyaldsat ez a konyv vetette fel szamom-
ra, de amelyiknek sem a megolddsat sem az irodalomban elérheté targyalasat nem is-
merem, a kovetkez6 casus irreducibilisnek nevezett probléma. Tekintsiik a harmadfoki
egyenletetet abban az esetben, amikor mind a hidrom gyok valds. Ismeretes, hogy a
harmadfoku egyenlet megolddképlete szerint ekkor a gyckok kiszamitdasdhoz komplex
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szamokbdl is kell kobgyokot vonni. Az igazan tartalmas &llitas viszont az lenne, hogy
ezeket a gyokoket nemcsak e megoldoképlet szerint, hanem sehogyan sem lehet csupan
valos szamokat hasznalva az osszeadds, kivonads, szorzas, osztas és gyokvonas miivelete
segitségével felirni. Ennek bizonyitdsdhoz valészintileg a Galois elmélet alaposabb is-
merete sziikséges.

Holley egyenl6tlenség — alkalmazasok a kombinatorikaban és statisztikus
fizikaban

A Holley egyenlotlenség a statisztikus fizikdban fogalmazddott meg. Egyik kovet-
kezménye az FKG (Fortuin—Kasteleyn—Ginibre) egyenl6tlenség, mely fontos szerepet
jatszott Geoffrey Grimmett Bolyai kollégiumbeli el6adasaban is. Ez az egyenlGtlenség
a kombinatorikaban, az un. modularis fiiggvények vizsgalatdban is hasznosnak bizo-
nyult. Ez az egyenlGtlenség bizonyos a szemlélet alapjan ,nyilvanvalé”, de formadlisan
bonyolultan felirhaté és nehezen bizonyithaté allitasok igazoldsara hasznalhato. Csak
vazlatosan, pongyolan fogalmazok meg egy ilyen allitast, amelyik érzékelteti az ilyen
tipusu allitasok jellegét. Ha egy statisztikus fizikai modellben egy racs pontjaiban 0 vagy
1 allapott spinek iilnek, és a modell Hamilton fiiggvényét gy valtoztatjuk meg, hogy
a sok 1 allapotid spint tartalmazé allapotok energiaja csokken, akkor a megvaltoztatott
Hamilton fliggvény altal meghatarozott Gibbs &llapotban tobb 1 édllapotd spin van.
(Egy Gibbs éllapot szerinti mérték a kis energidju konfiguraciékra van koncentrélva.)

Pontosabban megfogalmazva, a Holley egyenlotlenség a kovetkezd kérdéssel foglal-
kozik: Legyen adva egy X véges halmaz, és legyen p és v két valdészinliségi mérték az X

részhalmazait mint elemeket tartalmazé halmazokon. Azaz, az {A1,...,Ax}, A; C X,
7 =1,...,k tipusi halmazoknak van p illetve v mértéke, és
k k
p({Ar,. . A =) u(4)), v({Ar. A =D (4,
j=1 J=1

Tovébba > wp(A) = 1és > v(A) = 1. A p és v mértékek szemléletes jelentése:
ACX ACX

Véletlenszeriien kijeloljiik az X halmaz bizonyos pontjait, és p(A) illetve v(A) annak a
valészimiisége, hogy pontosan az A halmaz elemeit véalasztottuk ki. Azt mondjuk, hogy
i > v, ha létezik olyan csatolds (coupling) a p és v mértékek kozott, mely szerint az elsé
koordinata egy valdszintiséggel tartalmazza a masodikat. Pontosabban, 1étezik olyan P
valoszintiségi mérték az {(Ai,,Bj,), ..., (Ai., Bj.)}, (A, Bj,.) € X x X péarokbdl &llé
halmazokon, melyekre

P{{(Aiy, Bjr) - (A, Bj)}) = Y P(Ai, Bj,),
Z P(A, B) = u(A), Z P(A, B) = v(B),

BCX ACX

P(A,B) =0, ha BZ A. A Holley egyenlStlenség célja jol hasznélhaté, ellenérizhetd
elégséges feltételt adni arra, hogy u > v.



A Holley egyenl6tlenség a kovetkezé allitdas: p > v, ha u(AU B)v(AN B) >
w(A)v(B) minden A C X és B C X halmazra. Az egyenl6tlenség eredeti bizonyitésa
a Markov folyamatok elméletének ravasz alkalmazasan alapul. Jéval késébb sikertilt
taladlni egyszeriibb, természetes, kombinatorikus bizonyitdst. Ezt az eredményt Jarai

Antal fogja ismertetni a szemindriumon, mivel ennek ismerete egyébként is hasznos
PhD. munkajaban.

Izoperimetrikus problémak

A klasszikus izoperimetrikus probléma a kovetkez6: Egységnyi teriiletli tartoméa-
nyok koziil melyiknek a teriilete a legnagyobb? A vélasz az, hogy a kor. E kérdés
kovetkez6 altalanositdasat is nevezhetjiik (altaldnositott) izoperimetrikus problémanak.
Legyen adva egy folytonos e(n) > 0 fiiggvény a sik egységvektorain, és egy G tartomény
a sikon sima OG hatérral. Tekintsiik az ¢, e(ng(z)) dz integralt a G hatéron, ahol
ng(z) a G kiils6 normalis egységvektora az x € G pontban. Egységnyi teriiletii G
tartomanyok koziil melyikre lesz az adott integral minimalis?

A fenti kérdésre egyszerti geometriai képpel leirhaté valasz adhaté. Minden n € R?
egységvektorhoz defindljuk az {x: z € R?, e(n)zn < 1} félsikot, ahol xn skaldrszorzatot
jelol. A keresett tartomanyt ezen félsikok metszete adja meg, pontosabban ennek a
metszetnek olyan kinagyitasa, melynek a teriilete egységnyi. Tovabbi érdekes probléma
annak vizsgalata, hogy ha egy tartomanyra a funkcional értéke kozel van az optimumhoz,
akkor a tartomény alakja mennyire hasonlit az optimalis tartomanyéhoz.

A fenti kérdések a geometria természetes, klasszikus probléméaihoz tartoznak, de
fontosak egyéb matematikai és fizikai problémak vizsgdlataban is. Vizsgdlatukban
a konvex geometria fontos fogalmai és eredményei, mint példaul a vegyes térfogat,
Minkowski egyenlGtlenség, stb. szerepelnek. A kérdések alapos vizsgalatdhoz nem ele-
gendd néhany eléadas. De remélhetdleg a Matematikai Intézet geometriai osztdlyanak
néhany munkatarsa is el6ad, illetve tandcsot ad néhany cikk ismertetésére, és ezek
lehet6vé teszik, hogy némi betekintést kapjunk ebbe a problémakorbe.
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