Feladatok:

Az els6 két feladatban a Komlés Janos eléaddasaban szerepld, az elagazé folyamatok-
rol szolé allitdsok bizonyitasa. Az els6 feladatban megadjuk az eldgazd folyamat ki-
halasanak a valésziniiségét. A mésodikban bizonyitjuk azt az allitast, hogy két eldagazd
folyamatnak Poisson eloszlasu sziiletésszammal megegyezik a feltételes eloszlasa azon
feltétel mellett, hogy a folyamat kihal, feltéve, hogy a két folyamatban szereplé Poisson
eloszlas paramétere kozott bizonyos relacié teljestil. (Ez volt az az allitas, melyrél az
elbadd megjegyezte, hogy valdsziniileg sokan ismerik, de az irodalomban nem talalta

meg.)

Emlékeztetoiil: Egy elagazé folyamatban a kezdeti null idopontban egy 6s él, akinek
az egy id6épntban véletlen (egész) szamu utdéda sziiletik F'(z) eloszlassal. Legyen X,
az utédok szdma az n idopontban. Ezek mindegyikének sziiletik véletlen szamu utoda
egymastdl fiiggetlentil F'(x) eloszldssal az n+1 idépontban. Ezek szimanak az Gsszege az
n+ 1 idépontban é16 utédok X,, 11 szama. Azt mondjuk, hogy az eldgazo6 folyamat kihal
az n id6pontig, ha X,, = 0. (Ekkor X,, = 0 minden m > n-re.) Az eldgazé folyamatnak
a sziiletésszama Poisson eloszldst A paraméterrel, ha az F(z) eloszlas Poisson eloszlasi

A"

A paraméterrel, azaz egy F'(z) eloszlasu & valdszintiségi véltozéora P(§ = n) = —e
n

1.) Adva egy p mérték a nem-negativ egész szdmokon, melyre p(n) = p,, definidljuk az
e mértékhez tartozé H(x) = H,(x) = ) ppa™ generdtorfiiggvényt. Legyen G(x)
n=0

az elagazasi folyamat definicdjaban szereplé F'(z) eloszlas (F'(x) annak az eloszlasa,
hogy az egyes egyedeknek hany utdda sziiletik) dltal meghatarozott mérték geners-
torfliggvénye, és u,, az n idépontban él6 utédok X, szdmanak az eloszlasa. Lassuk
be, hogy a j,, mérték generatorfiiggvénye G (z), a G(x) fiiggvény n-ik itercija,
azaz G (z) = G(G(---(G(z)---)). Lassuk be, hogy annak val6sziniisége, hogy
—_———
az eldgazé folyamat az n id6pontig kihal G(™(0). Léssuk be, hogy G(x) mono-
ton, konvex fliggvény, G(1) = 1, és G'(1) = v egy F(x) eloszlasi val6sziniliségi
valtozo varhaté értéke. Annak valészinlisége, hogy az elagazo folyamat kihal egyenld
lim G (0)-val, amia G(x) = x, 0 < x < 1, egyenlet kisebb megoldésa. Az elagazé

n—oo
folyamat akkor és csak akkor hal ki egy valészintiséggel, ha v < 1.

2.) Mutassuk meg, hogy egy eldgaz6 folyamat A paraméterii Poisson eloszlasu sziile-

tésszammal Markov folyamat p(j, k) = %eﬁ‘ atmenetvaloszintiséggel, ha 7 >

1. Annak valdszinlisége, hogy a folyamat az n + 1 idépontban hal ki, és az r
idépontban, 1 < r < n, [, > 1 szdmu utéd él, C(ly,...,1,)e " (Ae™ )t Fln alkal-
mas C(ly,...,l,) szammal. Ezért annak a feltételes val6szintisége, hogy a folyamat
az n + 1 idépontban kihal, és az r id6pontban [, > 1 szamu utédd él, kifejezheto,
mint az [, 1 < r < n és a Ae” szdmok fiiggvényeként. Legyenek A és ¢ olyan
valés szamok, melyekre \e ™ = pe~%. Tekintsiik az eldgazé folyamatokat Poisson
eloszlasu sziiletésszammal A illetve ¢ paraméterekkel. Lassuk be el6szor azt, hogy
a két folyamat kihalasi idejének a feltételes eloszlasa azon feltétel mellett, hogy
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a folyamat kihal megegyezik. Léassuk be, hogy ennél élesebb allitas is igaz. A két
folyamat feltételes eloszlasa megegyezik azon feltétel mellett, hogy a folyamat kihal.

A kovetkezo két feladatban egy a Beck Jozsef eléadasaban javasolt feladatot, illetve
egy ahhoz kapcsolédo allitast vizsgalunk. Legyen adva egy x,, 0 < z, < 1, n =
1,2,..., szdmsorozat. Azt mondjuk, hogy ez az eloszlds egyenletes eloszldsi a [0, 1]
intervallumban, ha tetszdéleges 0 < a < b < 1 szamokra

1
lim —#{k:1<k<n,a<x,<b}—>b—a,

n—oo n

ahol #(A) jeloli az A halmaz szamossagat.

3.) Az z,, sorozat akkor és csak akkor egyenletes eloszldsi a [0, 1] intervallumban, ha
minden k egész szamra, k # 0,

1~ o
li - 2mikzp )
Jm et =0
p=1
(Weyl lemma.)

4.) Ha « irracionalis szdm, akkor az n?a mod (1), n = 1,2,..., sorozat egyenletes
eloszlasu a [0, 1] intervallumban.

Beck Jozsef daltal javasolt segitség: Azt kell belatni, hogy tetszOleges k # 0 egész

1
szamra lim — Z e2mikor”® _, () vagy, ami ezzel ekvivalens:
n—oo M p=1

n n
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Vezessiik be a p+ g =r és p — q = s 1j valtozokat, és Osszegezziink el6szor a r = p + ¢

1 2n—s .

valtozéra rogzitett s = p—q-ra, és becsiiljiik meg a J(k,s,n) = — 3 €™k 5ggzeget.
N =542

Ez egy geometriai sor, amelyiket Osszegezve latjuk, hogy a kifejezés rogzitett k-ra és s-re

n — oo esetén nulldhoz tart. Probaljuk meg ennek alapjan megoldani a feladatot.

Tovabbi észrevételek: Ha a fenti Osszegre s-ben egyenletes konvergenciat tudnank
biztositani, az elég volna a feladat megoldasahoz. Ezt azonban nem tudjuk, mert a
geometriai Gsszegben megjelenik az 1 — e2™#*® nevezd. Ezért a J(k,s,n) kifejezések
természetes becslése alapjan nem magétdl értetddd, hogy valéban I(k) = 0. Hogyan
birkozunk meg ezzel a nehézséggel? Egy lehetség: Vegyiik észre, hogy |J(k,n,s)| < 2,
és mivel a ksa sorozat egyenletes eloszldsu (rogzitett k-ra és a-ra), azon s szamok,
melyek esetén nem tudunk a J(k, s, n) kifejezésre jé becslést adni ritkdn vannak. Dol-
gozzuk ki a részleteket!



A 4. feladatnak nem trivialis altaldnositasait is lehet bizonyitani. Igaz a kovetkez6
allitas: Ha az x,, 0 < z,, < 1, sorozat olyan, hogy az x,+s —x, mod 1, n =1,2,...,
sorozat minden rogzitett s-re egyenletes eloszldst a [0, 1] intervallumban, akkor az ere-
deti x,, sorozat is egyenletes eloszlasu a [0, 1] intervallumban. Ebb6l viszonylag egyszerti
levezetni a kovetkezé Weyltdl szarmazé eredményt: Legyen P(zx) egy polinom, melynek
legalabb az egyik egyiitthatdja irraciondlis. Ekkor az x,, = P(n) mod (1) sorozat egyen-
letes eloszlasu a [0, 1] intervallumban.



