Feladat: A haromtest probléma specialis megoldasai

Arra vagyunk kivancsiak, hogy a bolygé mozgasnak milyen egyszerii egyensulyi meg-
oldasai vannak harom bolygd esetén. Az igy felmeriil6 harom-test probléma altaldban
nem megoldhatd, de van érdekes egyszerii specialis megoldésa.

Tekintsiink harom pontszeri tomeget mq, mo és mg tomeggel, valamilyen kezdo
sebességgel, amelyek kozott a gravitacios kolcsonhatas miikodik.

Lassuk be, hogy nem lehet a harom pontot ugy elhelyezni, hogy egy inerciarend-
szerben helyben maradjanak. Ez az allitds nem igazan érdekes, de érdekes lehet, hogy
a harom-test problémanak 1étezik a kovetkezo specidlis megoldésa:

A harom pont egyenléoldali haromszoget alkot, amelyik egyenletes sebességgel
forog a harom pont &altal kifeszitett sikban e harom (nem feltétleniil egyforma tomegii)
pont fizikai silypontja koriil. Hatarozzuk meg a forgas sebességét.

Ez az &llitas azt jelenti, hogy a harom pont egy helyben &ll egy forgé koordinata-
rendszerben, és egy egyenlooldalii haromszoget feszit ki. Bizonyitsuk be, hogy ha a
harom pont egy helyben all egy forgd koordinatarendszerben, és nincs egy egyenesen,
akkor a harom pont szabalyos haromszoget alkot, melynek fizikai silypontja a forgés
tengelye.

Léssuk be, hogy lehetséges olyan megoldéasa is a harom-test problémanak, melyben
a harom pont egy egyenesen van, mely a fizikai silypont koriil egyenletes sebességgel
forog. De ilyenkor a harom pont altal meghatarozott szakaszok hosszanak az aranya
fligg a pontok tomegétol.

Torténeti megjegyzés:

A harom-test probléménak itt ismertetett egyensilyi megoldasat Lagrange taldlta
meg el6szor. Az egy egyenesen levé megoldas Eulertdl szarmazik. Lagrange tgy hitte,
hogy az altala talalt megoldas az égbolton nem figyelheté6 meg. Jéval késébb vették
észre a csillagaszok, hogy a Nap, a Jupiter és az un. tréjai bolygdcsoport kozelitdleg
egyenl6oldald haromszoget alkot, tehat a Lagrange altal talalt megoldas megvaldsul az
égbolton.

Mivel ez egy kozelité megoldés, amelyik mér rég kialakult, és azéta sem robbant fel,
azt varjuk, hogy a Lagrange féle megoldas stabil, azaz ha a kezdeti id6pontban beallitjuk
ennek egy kis perturbaciéjat, mint kezdeti feltételt, akkor a trajektoria orokké ennek
az egyensilyi allapotnak a kozelében marad. Ez az &llitds be van bizonyitva, de a
bizonyitas nehéz. Az Euler féle megoldas viszont instabil.

Egy kiilon lapon vazolom, hogyan lehet ezt a feladatot megoldani egyszertien bi-
zonyos fizikai torvényszeriiségeket felhasznalva.



A kivant megolddsnak olyannak kell lenni, hogy a harom bolygé all egy a (fizikai)
stulypont kozéppontid w szogsebességgel forgd kordinatarendszerben. Ez tigy lehetséges,
ha mindegyik bolygéra a rahaté erék osszege (figyelembe véve az m;r;w? stlypontba
mutaté centrifugdlis erét is) nulla. Lassuk be, hogy a harom bolygéra haté erdk Gsszege
nulla. (Az allitds nem trividlis része az, hogy a centrifugalis erék Osszege nulla, ha a
forgas kozéppontja a hdrom pontbdl allé rendszer (fizikai) sulypontja.) Ha a hdrom pont
szabdalyos hdaromszoget alkot, akkor az egyes bolygékra haté er6k a (fizikai) stlyvonal
iranyaban hatnak. Ha az egyik bolygéra hatd erdk osszege nulla, akkor mind a héarom
bolygora igaz ez. Hatarozzuk meg az egyenl oldali haromszog alakd megoldést.

Mutassuk meg, hogy tomegvonzasi erok csak ugy lehetnek parhuzamosak a cent-
rifugdlis erokkel, ha a harom bolygd vagy egyenl6 oldali haromszoget alkot vagy egy
egyenesen van. Oldjuk meg a feladatot.

Meg kell még talalnunk a harom egy forgo egyenesen levé pontokbol allé6 megoldést.
Ennek érdekében vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Legyen xq, xo és x3, v1 < 2 <
x3, a hdrom pont koordinatdja a (fizikai) sulypont koriil forgd koordindtarendszerben,
T3—x1 = a, To—T1 = pa, r3—Ty = 0a, w a forgas szogsebessége és M = mq1+ms+ms.
Ekkor 0 < p,0 <1, p+ 0 =1, és érvényesek a kovetkez6 egyenletek:

mix1 + moxo + msxs = 0,
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Lassuk be az utols6 egyenlet két oldalanak monotonitasa alapjan, hogy az egyértelmiien
megoldhato p-ban, 0 < p < 1, és ezért az eredeti feladat is egyértelmtien megoldhaté.



A kéttest probléma megoldasa:

A kovetkezo feladatok célja annak megmutatasa, hogy a kozépiskolaban tanult fizika
leforditasa a matematika nyelvére segit a bolygdémozgést leiré differencidlegyenletek
leirdsdban. Aztdan érdemes megfogalmazni azokat az altalanos kérdéseket, melyek vizs-
galata segit mechanikai feladatok megoldasaban. A feladatokban csak a nap és a bolygok
kolcsonhatasat vessziik figyelembe, azaz a kéttest problémaval foglalkozunk. Tehat adva
van két pont, x1(¢) = (x1(t), 23(¢), 23(t)) és x2(t) = (23(t), 23(t), 23(t)) a térben, és ezek

const. 1

kozott a kolesonhatds ————, r = |x
T

Ebben az esetben a Newton egyenletek a kovetkezok:

— x2| nagysagi és a masik pont irdnydba hat.

mi

x'(t) _ (C( 1(t) —23(t)) Clap(t) —25(t) Clxi(t) —wﬁ(t))>
dt? x1(t) =x2(8)]> 7 [xa(t) = x2(0)* 7 [xa(t) —x2(8)]?
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ahol x!(t) = (z1(t), z3(¢), 23(t)) és x2(t) = (23 (t), 23(¢), 23(t)). Lédssuk eldszor azt be,
hogy ez a kéttest probléma két egytest problémava esik szét, ha a a koordinatarendszer
kozéppontjat a sulypontba helyezziik. Pontosabban
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alkalmas C' szdmmal, ahol X! = (%1, %o, Z3). Tovabba,
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p7e] (max'(t) + mox?(t)) = 0.

2.) Léssuk be az impulzusmomentum megmaradds torvényét az 1. feladatban megadott
d d
differencidlegyenlet megoldédsara, azaz azt, hogy — o ()‘c(t) X Ei(t)) = 0. Mutassuk

meg, hogy az impulzusmomentum megmaradés torvényének a kovetkezd geometriai
interpretaciét lehet adni. Legyen

(3

Sii(s,t) = {Az (z7(s), (x2(s)) és (x} (1), (z7(t)) vektorok altal kifeszitett
haromszog teriﬂete}, 1<4,7<3, 0<s5,t<00.
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Si (s, t)

Ekkor létezikali_)ni 7’: .

szam. Tekintsiik azt a koordinatarendszert, melynek kozéppontja a sulypont, és az
x! és 22 koordinatdk a (transzformalt) feladat kezdeti feltételeiben megadott hely
és sebességkoordinatékkal parhuzamosak. Léassuk be, hogy ebben a koordinata-
rendszerben az impulzusmomentum megmaradas torvénye a kovetkezo allitassal
ekvivalens. Az %X;(t) pont palydja az (x!,2%) koordindtak altal kifeszitett sfkban
van, és teljesiti Kepler masodik torvényét.

limesz, és ez minden 0 <t < oo paraméterre ugyanaz a

A kovetkezo feladat tulajdonképpen az eddigi eredmények Osszefoglalasa, illetve
egy altalanosabb a fizika megmaradasi torvényei segitségével szintén megoldhato feladat
megfogalmazdsa.

mixt(t) + max3(t)

mi + mo
mozgast végez, és a koordinatarendszert a stulypontba helyezve, a kéttest probléma
megolddsahoz a kivetkez6 feladatot kell vizsgalni: x € R?, és

3.) Mutassuk meg, hogy az s =

sulypont egyenesvonali egyenletes

d?x(t) C

A kovetkezékben altaldnos U(x) (sikbeli, forgasszimmetrikus) potencialfiiggvényt fo-
gunk tekinteni. Célunk az impulzusmomentum és az energiamegmaradés torvény fel-
irdsa és a feladat megoldasa e két megmaradési torvény segitségével.

Irjuk fel a az = = z(t) palyajat polarkoordindta rendszerben. Legyen e = e(t) az x(t)
vektorral parhuzamos (és egyirdnyi) e, = e,(t) az e-re meréleges (pozitiv irdnyban
elforgatott) egységvektor. Jeldlje ¢ = (t) az x(t) vektor és az abszcissza egyenes altal
kozbezért szoget. Ekkor x(t) = r(t)e(t), r(t) = |x(t)]-

de(t) _ do(t) den(t) _ deo(t)
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5.) Mutassuk meg, hogy M = r(t)?
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6.) Mutassuk meg, hogy
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1 /dr(t)\> 1 M?
Ezért K = 3 ( :i(t >> SrE U(r(t)) nem fiigg t-tol.
7.) Léssuk, hogy az utols6 Osszefliggés az energia megmaradds torvénye. Mutassuk
meg, hogy
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8.) Mutassuk meg a megmaradési torvények alapjin, hogy

dp M

dr N M2
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dt — 12(p)

Oldjuk meg a kéttest problémat.



Néhany természetesen felvet6do altalanos matematikai probléma, melyeket
az elobb targyalt fizikai kérdések vetnek fel

1.)

Hogyan tudjuk kihaszndlni a megmaraddsi torvényeket? Bar ebbdl a feladatsorbdl
nem derilt ki, de az alaposan kidolgozott elmélet megmutatja, hogy fontos kérdés
az, hogy a kiillonb6z6 megmaradé mennyiségek Poisson zardjele nullaval egyenlo-e.
Ezt is jobban meg kell érteni.

Milyen jelentésége van a mechanikai rendszer mozgasat meghatarozé Hamilton
fliggvény szimmetridinak?

Hogyan lehet a mechanikai problémakat leiré differencidlegyenleteket atirni mozgd
koordinatarendszerbe? Melyek a megengedett transzformacidk és melyek ezek koziil
a leghasznosabbak?

Mit lehet mondani a mechanika problémak stabilitasarél? Ertsiik meg, hogy pe-
riodikus pélya stabilitdsdnak a vizsgdlata lényegesen mds (lényegesen nehezebb)
probléma, mint egy allé pont stabilitdsanak a vizsgalata.

Bar ebben a feladatsorban nem mertilt fel, szintén hasznos megérteni a Hamilton—
Jacobi és Euler-Lagrange egyenletek (a mechanikai torvények megfogalmazasa op-
timum elvek alapjan) kapcsolatat.

Hogyan lehet jellemezni azokat a differencidlegyenleteket, melyek a klasszikus me-
chanika mozgésait {rjak le? Pontosabban, a kérdés a kovetkezo: A Hamilton—Jacobi
differencidlegyenletek a kovetkezo alakiak:

dt = apz7 1= ]‘7 7n7
dt:_axi’ 1=1,...,n,

ahol x(t) = (x1(t),...,xn(t),p1(t),...,pn(t)) a rendszer leiré pont helye a a fazis-
térben a t idépontban, (z1,...,z,) ennek a pontnak a hely és (p1,...,p,) ennek a
pontnak az impulzus koordinatai, a H(x,p) (vagy H(x,p,t)) a rendszer Hamilton
fliggvénye. Mely differencidlegyenletek jobboldala irhaté ilyen alakban alkalmas H
Hamilton fiiggvénnyel? Mely differencidlegyenletek irhatéak ilyen alakban megfelel6
koordinatatranszformécié utan?



