Mértékelméleti feladatok:

0.) Léssuk be a kovetkezé allitast: Ha (X, .A) szepardbilis metrikus tér, 1 véges mérték
az (X, A) tér Borel mérheté halmazain. Ekkor tetsz6leges A Borel mérhetd hal-
mazra, és ¢ > 0 szamra létezik olyen G nyilt halmaz, melyre A C G, és u(G) <
p(A) +e.

Természetesen felmeriil a kovetkezd kérdés. Igaz-e a fenti allitds megfeleléje olyan
topolégikus terekben, melyek nem metrizdlhatéak? Ez a kérdés nehezebb. Egy el-
lenpéldat fogunk megtargyalni a tovabbi feladatokban. Ezt a példat Laczkovich Mik-
16stol tanultam.

A tdrgyalando példa: Legyen ) az Osszes megszamlalhaté rendszambdl és a legkisebb
nem megszamlalhaté rendszambdl az w; rendszambol all6 halmaz. Ha o és [ két
megszamldlhaté rendszam, o < 3, akkor a {v: a < v < B}, {v: v > a} alaki halmazok
nyiltak. Az 6sszes nyilt halmaz az ezen halmazok uniéibél allé halmazok. (Lassuk be,
hogy ez a definicié jogos, e definicié teljesiti a nyilt halmazrendszerektol elvart tulaj-
donsagokat.) Tekintsiik a nyilt halmazok altal generalt Borel o-algebrat. Ezen fogunk
definidlni egy 0-1 mértéket, azaz olyan o-additiv halmazfiiggvényt a Borel mérhetd
halmazokon, melyre pu(A) = 0 vagy u(A) = 1 minden Borel mérheté halmazra.

Egy F zart halmazt kofindlis zart halmaznak neveziink, ha minden megszamlalhaté
«a rendszamra létezik 5 € F megszamlalhaté rendszam, melyre @ < . Ha F zart
halmaz, akkor legyen p(F) = 1, ha F kofindlis zart halmaz, u(F) = 0, ha F nem
kofindlis zart halmaz. Belatjuk, hogy ez a halmaz kiterjeszthet6 egy 0-1 mértékké az 2
tér Borel o-algebrajan. Ez a példa nem teljesiti az 1. feladat allitasat.

A fent megfogalmazott allitast belatjuk a kovetkezo 1-3 feladatban. Ezenkiviil a
4. feladatban belatjuk, hogy a fent definialt topologikus tér kompakt:

1.) Legyen F' az el6bb definidlt topoldgikus tér zart részhalmaza. Lassuk be, hogy ha

oy € F bizonyos a; rendszamokra, t € T tetszoleges indexhalmaz, akkor sup a; € F.
teT
Lassuk be, hogy megszamlalhato sok kofinalis zart halmaz metszete szintén kofindlis

zart halmaz.

2.) Adva egy A C  halmaz, jelolje A° e halmaz komplementerét. Lassuk be, hogy
minden Borel mérhet6 A halmazra az (A, A°) halmazpéar egyik eleme tartalmaz
egy kofindlis zart halmazt, a masik pedig nem. Legyen u(A) = 1, ha A tartalmaz
egy kofindlis zart halmazt, u(A) = 0, ha az A halmaz nem tartalmaz kofinalis zart
halmazt.

3.) Lassuk be, hogy pu({w1}) =0, és u(G) = 1 minden olyan G nyilt halmazra, melyre
w1 € G.

4.) Léssuk be, hogy az elébb definiélt topolégikus tér kompakt.

A kovetkezo feladatban egy érdekes, nem trivialis mértékelméleti tétel bizonyitasat
targyaljuk meg. Ez a kovetkezo eredmény:

Vitali-Hahn—Saks tétel. Legyen adva egy (2, A) mértéktéren p,, valdsziniségi mér-
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tékek egy sorozata. Ha a p(A) = lim p,(A) limesz létezik minden A € A halmazra

akkor a u(A), A € A halmazfiiggvény is valdsziniségi mérték.

Egy lehetséges bizonyitas vazlata:

5.)

Léssuk be, hogy elég az allitast elég abban a specidlis esetben bebizonyitani, amikor
Q= {1,2,...}, A = a természetes szamok Osszes részhalmaza. Tovdbba kényel-
mesebb targyalds érdekében feltehetjiik, hogy van egy po domindld valdszintiségi
mérték, uo({k}) =27% k=1,2,..., és a tekintett pu,, n =1,2,..., mértéksorozat
elemeinek létezik f,, n =1,2,..., slriségfiiggvényiik a pg mérték szerint.

Az allitas jobb megértése érdekében tekintsiik a kovetkezo példat: Legyen u,, az a

1
mérték, melyre p,({j}) = —, 1 < j < n. Miért nem alkalmazhaté a Vitali-Hahn—Saks
n

tétel ebben az esetben?

A fenti példa mutatja, hogy a Vitali-Hahn—Saks tételben nagyon fontos, hogy a

limesz 1étezését minden mérheté halmaz esetében feltettiik. Az ilyen feladatok

megoldasaban hasznos a Baire féle kategoria tétel, mely a kdvetkezot allitja: Legyen

(X, p) teljes szepardbilis metrikus tér, F), C X, k = 1,2,..., zart halmazok, melyek
[o.¢]

uniéja a teljes X tér, azaz |J Fy = X. Ekkor létezik olyan F}, melynek van bels6

k=1
pontja.

Alljon az X a természetes szamok részhalmazaibdl, és legyen p(A, B) = no(AAB) =
po (AN BS) U (A°N B)), no({k}) = 27%, k = 1,2,.... Ekkor (X,p) teljes sze-
parabilis metrikus tér. Minden € > 0 és N pozitiv egész szamra a C(e,N) =
{A: sup |pn(A) — um(A)| < e} halmaz az (X, p) tér zart részhalmaza.

N

n,m>
Tudjuk, hogy ha teljesiilnek a Vitali-Hahn—Saks tétel feltételeinek teljestilése esetén
lim |p,(A) — u(A)| = 0 a természetes szamok minden A részhalmazara. Lassuk
n—oo

be, hogy lim sup  |pn(A) — p(A)] = 0.

N—030 A véges halmaz

Tudjuk, hogy klim un({k,k +1,...} = 0 minden rogzitett n szdmra. Léassuk be,
hogy a Vitali-Hahn—Saks tétel feltételeinek teljesiilése estén a
lim sup p,({k,k+1,...})=0

k—oo 1<n<oo
relacié is igaz.
Bizonyitsuk be az Vitali-Hahn-Saks tételt.
Mutassunk példat olyan p,, n = 1,2, ..., valészinliségi mértékekre és o hatarmér-
tékre a [0, 1] intervallumon, melyekre lim 1, (A) = pp(A) minden Borel mérheté A
halmazra, de a lign Sljlp |pn(A) — ,uO(A)|n: 0 reldcié nem teljesiil.

Segitség: Lassuk be, hogy az f,(z) = 1+sinnx, n =1,2,..., fo(x) = 1 siiriiség-
fliggvénnyel rendelkez6é mértékek példat mutatnak erre.



