Linearis algebra és funkcional analizis

1.) Legyen A és B két n x n-es matrix. Bizonyitsuk be, hogy
det (I — AB) = det (I — BA).
Segitség: Mi a kapcsolat az AB és BA métrixok Jordan féle normélalakja kozott?

A tovébbi példak segitségével a linedris algebra és a Hilbert terek (szép) opera-
toraira vonatkozé spektraltétel kapcsolatat igyeksziink jobban megérteni. Tekintsiik a
kovetkez6 példat: Legyen (X, A, pu) egy mérhetd tér egy p mértékkel. Tekintsiik az
ezen a téren négyzetesen integralhato fiiggvények altal meghatarozott H Hilbert teret.
Legyen tovdbbé adva egy f mérhetd fiiggvény ezen a mérhetd téren, és legyen B = By
az altala meghatdrozott szorzas operator, azaz legyen Bg(z) = f(z)g(z), minden z € X
pontra és g € H fiiggvényre. Legyen adva egy H Hilbert tér és azon egy A operator.
Azt mondjuk, hogy ennek a A operatornak a H téren megadjuk a spektral eldallitdsat,
ha definidlunk egy (X, A, 1) mértékteret, az e téren definidlt négyzetesen integralhaté
fiiggvények terén egy f fliggvény segitségével meghatdrozott B = B szorzdsoperatort
tovdbba a H Hilbert tér olyan izomorfidjit a H Hilbert térrel, mely az A operdtort a
B operétorba viszi, azaz Au = B(Tu) minden v € H vektorra. (Az allitds azon része,
hogy minden v € H pontot tekintiink nem korldtos operdtorok esetében pontatlan,
de ett6l most ne zavartassuk magunkat.) Bér ez a definici6é csak az egyik lehetséges
definicigja operatorok spektral eléallitasanak, jo érveket lehet felhozni amellett, hogy
érdemes ezt a definiciot vizsgélni.

2a.) Mutassuk meg, hogy véges dimenzids térbeli transzformacié esetében a spektral
eloallitas ekvivalens a transzformécié matrixanak diagonalizdlasaval. Pontosabban
egy az n dimenzids térben értelmezett A operdtor diagonalizdlasa ekvivalens az n-
dimenzids térnek az A operatorral egyiitt a fenti értelmi izomorfidjaval az (X, A, u)
térbe egy alkalmas szorzasoperatorral, ahol X egy n elemii halmaz, A az X Osszes
részhalmazanak o-algebraja és pu a szamlalé mérték.

2.) Tekintsiik az (R', A, \) téren a négyzetesen integrdlhaté fiiggvények terét és ezen

az zd— differencidloperatort, ahol R! a szamegyenes, A a Borel o-algebra és A

a Lebaésgue mérték. (A differencidloperdtor tigy értendd, hogy azt természetes
modon definidljuk a differencialhaté fliggvényekre, és tekintjiik ennek a szamunkra
legkényelmesebb kiterjesztését. Kényelmi okokbdl a differencidloperatort beszoroz-
tuk az i = v/—1 szammal.) Adjuk meg ennek az operatornak a spektral el6allitasét.

Konkrétabban: Adjuk meg az Lo (Rl, A, Zdi> és az Lo (Rl, A, Ax) rendszer izo-
T

morfidjat, ahol A, az x fiiggvénnyel val6 szorzas operatorat jelenti.

d
2b.) Ki lehet-e terjeszteni az zd— operatort az egész Hilbert térre?
x

A kovetkez6 feladat a funkcionédlanalizisben (és a kvantummechanikdban) fontos
szerepet jatszd Stone tétel hatterét kivanja elmagyarazni egy véges dimenzids terekben
kimondott allitas segitségével. Az emlitett eredmény a kovetkezo:



Stone tétel. Legyen Q¢, t > 0, unitér operdtorok folytonos félcsoportja eqy szepardbilis
Hilbert téren, azaz legyen Qsit = QsQi, Qo =1, }ir% Q: = 1. FEkkor létezik olyan A
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onadjungdlt operdtor, melyre Q; = e, minden t > 0-ra.

Az allitas jobb megértése érdekében lassuk be annak véges dimenzids analogonjat.

3.) Legyen R és S két felcserélheté unitér n x n-es matrix, azaz legyen RS = SR.
Jelolje Py az ortogondlis vetitést az R — AI és Q,, az ortogondlis vetitést a S — pul
matrix magterére. Lassuk be, hogy P és Q,, is felcserélhetd.

a.) Legyen Ry, t € T, felcserélhet6 n x n-es unitér matrixok egy rendszere. Akkor
ezeknek 1étezik szimultan diagonizalasa, azaz olyan U unitér transzformécio,
melyre R; = UA;U* minden t € T-re, és A; diagondlis matrix (egy abszolut
értékii elemekkel a féatléban).

b.) Ha Ry, t > 0, unitér n x n-es matrixok folytonos félcsoportja, azaz R;R; =
R, és tlin% R, = I, akkor e métrixok felirhatéak R; = e alakban, ahol A
n X n-es onadjungalt matrix.

Segitség: Irjuk fel az n dimenzids teret R™ = Ker (R — AI) 4+ Im (R — AI) alakban,
és vegylik észre, hogy u € Ker (R — AI)-bdl (u € Im (R — AI)-b6l) kdvetkezik, hogy
Su € Ker (R — M) (Su € Im (R — AI)).



