Markov-lancok és Markov-folyamatok

Targyalni fogom a Markov-lancok és Markov-folyamatok elméletét, amely a valészinii-
ségszamitas egyik fontos része. Kissé informalisan a Markov-folyamatokat tgy jelle-
mezhetjiik, mint olyan sztochasztikus folyamatokat, amelyek jovébeli viselkedésérol egy
adott id6pontig 6sszegyiijtott informaciot a folyamat viselkedése a megfigyelt idéinter-
vallum végpontjaban teljes mértékben tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy annak feltételes
valoszintlisége, hogy valamely a folyamatnak csak a jovobeli viselkedésétol fiiggd esemény
bekovetkezik, feltéve, hogy a Markov-folyamat a jelen idopontban egy adott értéket
vesz fel, megegyezik ugyanennek az eseménynek a feltételes valdszintiségével, feltéve a
folyamat teljes multbeli viselkedését. Megfogalmazom ezt az allitdst pontosabban is.
A pontos definiciéban megjelenik a a feltételes valészinliség meglehetésen bonyolult, a
Radon—-Nykodim derivaltak 1étezésén alapulé altalanos fogalma. Viszont abban az eset-
ben, amikor a Markov-folyamat csak véges vagy megszamlélhatéan végtelen sok értéket
vesz fel, elegendd a feltételes valdsziniiség egyszerii, a bevezeto valdszinliségszamitas
eldadasban is ismertett fogalmanak az ismerete és haszndlata. Az ilyen egyszeriibb
Markov-folyamatokat Markov-lancoknak nevezik az irodalomban.

A kovetkez6 eljarast fogom kovetni. Ismertetem a Markov-folyamat definicidjat

az altalanos esetben, de részletesen csak a Markov-lancok elméletét fogom targyalni,
ahol sok érdekes és tanulsdgos kérdés megjelenik, viszont nincs sziikség arra, hogy
nehéz mértékelméleti problémékkal foglalkozzunk. El6szor megadom a Markov-folyamat
altalanos definiciojat. Egy Markov-folyamat alkalmas tulajdonsagokkal rendelkezo, spe-
cialis sztochasztikus folyamat, amely egy paramétertol fiigg, amelyet idének fogok ne-
vezni. Kiilon targyalom azt az esetet, amelyben ez a paraméter tartomény (id6) a nem
negativ valés szamok halmaza, az ilyen Markov-folyamatot folytonos ideji Markov-
folyamatnak hivjak, és azt az esetet, amikor a paraméter tartomany a pozitiv egész
szamok halmaza. Az ilyen Markov-folyamatokat diszkrét ideji Markov-folyamatnak
hivjak.
Folytonos idejii Markov-folyamat definiciéja. Legyen adva egy X (t), t > 0, szto-
chasztikus folyamat valamely (Q, A, P) wvaldsziniségi mezén, amely értékeit valamely
(E,E) mérhetd téren veszi fel. Azt mondjuk, hogy X (t) (E,E)-térbeli értéki folytonos
idejii. Markov-folyamat, ha minden 0 < s < t < oo szdmpdrra és E-mérheté A € &
halmazra teljesiil a

P(X; € A|B(Xy)) = P(X; € A|B(Xy,u < s))
azonossdg, ahol B(Xs) az X valdszintiségi vdltozd, B(Xy,u < s) pedig az dsszes Xy,
u < s, valdsziniiségi vdltozo dltal generdlt o-algebrat jeloli.

Kissé dltaldnosabban, legyen adva egy (E,E) térbeli értékeket felvevd X (t), t > 0,
sztochasztikus folyamat, valamint o-algebrdk névekvd Fy, t > 0, csalddja egy (2, A, P)
valoszinlségi mezon, azaz legyen Fs C Fy, ha s < t, és legyen X; Fy-mérhetd valoszi-
niségi vdltozo, t > 0. Teljestljon ezenkivil a F; C A reldcio minden t > 0 szdmra. Az
(X¢, Ft), t >0, rendszer folytonos idejii Markov-folyamat, ha

P(X; € AIB(X;)) = P(X; € A|Fs) minden 0 < s <t < oo szdmra,

és A € £ halmazra.



Diszkrét idejii Markov-folyamat definiciéja. Legyen adva eqy X,,, n = 0,1,...,
sztochasztikus folyamat valamely (2, A, P) valdsziniiségi mezén, amely értékeit valamely
(E,E) mérhetd téren veszi fel. Azt mondjuk, hogy X,, (E,E)-térbeli értéki diszkrét ideji
Markov-folyamat, ha minden 0 < m < n < oo szamra és £-mérheté A € £ halmazra
teljesil a

P(X, € A|B(X,,)) = P(X,, € A|B(Xk,0 <k <m))

azonossdg, ahol B(X,,) az X, valdsziniiségi vdltozd, B(Xy,0 < k < 'm) pedig az dsszes
X, 0 < k < m, valoszintségi valtozo dltal generdlt o-algebrdt jeloli.

Kissé dltalanosabban tekintsiink eqy (E, £) térbeli értékeket felvevd X, n =0,1,...,
sztochasztikus folyamatot, €s ezenkivil o-algebrdk novekvs F,, n = 0,1,..., csalddjdat
eqy (2, A, P) valésziniségi mezén, azaz legyen Fp, C Fpn, ha m < n, és legyen X,
Frn-mérhetd valdsziniiségi vdltozo, n = 1,2, .... Teljestiljon ezenkivil a F,, C A reldcio
mindenn = 0,1,... szamra. Az (X,,,Fn), n=1,2..., rendszer diszkrét ideji Markov-
folyamat, ha

P(X, € A|B(X,)) = P(X,, € A|F,n,) minden 0 <m <n < oo szdmra,

és A € £ halmazra.

1. megjeqyzés: Az Fy = B(Xy, u < t) illetve F,, = B(Xk, k < n) valasztdssal tekint-
hetjiik a Markov-folyamatok idében folytonos illetve diszkrét definiciéit az altaldnos
definicio specidlis eseteinek.

2. megjegyzés: A Markov-folyamatok definiciéjdban szereplé P(X; € A|B(Xj)) illetve
P(X, € A|B(X,,)) feltételes valoszintiségek megadhatéak, mint az X, = x illetve X, =
x feltételek valamint az s és t illetve m és n idopontok és A € £ halmazok fliggvényei.
A P(X; € Al Xs; = x) = Psy(x,A) illetve P(X,, € A|X,, = 2) = Ppn(z,A), z € E,
A€ €), s < tilletve m < n mennyiségeket dtmenet valdszintiségnek hivjik. Ezek
szemléletes tartalma a kovetkezd: A P ((z, A), illetve Py, »(x, A) atmenet valészintiség
megadja annak valészinliségét, hogy a Markov-folyamat a t illetve n idépontban az A
halmaz valamely pontjaba jut, feltéve, hogy az az s < t illetve m < n id6pontban
az x pontban tartézkodott. A Markov tulajdonsag azt jelenti, hogy ha tudom milyen
modon jutott a Markov-folyamat az x pontba az s illetve m idépontban, akkor ez a
plusz ismeret nem befolyasolja a fenti feltételes valoszintiség értékét.

3. megjegyzés: A tovabbiakban a Markov-folyamatokat azok Ps.(x,A), 0 < s < t,
x € E, A €&, (afolytonos idejii) illetve P, n(z,A4), 0 < m < n, m,n =0,1,2,...,
x € E, A € £, dtmenet valosziniiség fliggvényekkel adjuk meg (a diszkrét idejii esetben).
Az atmenet valészinliségek teljesitik a kovetkezd tulajdonsagokat.

a) Rogzitett © € E pontra P, (x,-), illetve P, ,,(x,-) valdszinliségi mérték az (E, &)
téren.



b) Rogzitett A € A halmazra P, (-, A) illetve P, (-, A) mérhetd fiiggvény az (E,E)
téren.
c) Pss(x,A) =1 hax € Aés P, (x,A) =0, ha = ¢ A. Hasonléan, P, ,,(z,A) =1,
ha x € Aés Py, (2, A) =0, hax ¢ A
A kovetkez6 d) pontban egy olyan tulajdonsdgot fogalmazok meg, amely azt fe-
jezi ki, hogy egy X; Markov folyamat dtmenet valdsziniiségeit a Ps.(z, A) dtmenet
valészintiiség fiiggvények adjdk meg. E tulajdonsidg megfogalmazasaban s jeloli az X
valészintiiségi valtozo eloszlasat.

d) Psi(z,A) = P(X¢(w) € Al Xs(w) = ), azaz

P(X,(w) € A, X, € B) = /B Pys (2, A)pis(da),

minden A € £ és B € £ halmazra, ahol us az X, valészintiségi valtozo eloszlasa.
Hasonléan P, ,(z,A) = P(X,(w) € A|X,,(w) = z).

Folytonos idejit Markov folyamatok esetén feltesziink még egy plusz feltevést, amely
azt fejezi ki, hogy a Markov folyamat kis id6 alatt keveset valtozik.

e) A Markov folyamat értékeit egy teljes szepardbilis metrikus térben veszi fel, (ahol
van topoldgia), és tliH}ro P, (x,A) = 1 minden az x pontot tartalmazé nyilt A
—S

halmazra.

Ezek a tulajdonsagok természetesek. Be lehet latni, hogy minden szép tulajdonsagu
téren definidlt Markov-folyamatra (példaul ez a helyzet, ha (FE,&) teljes szeparabilis
metrikus tér a szokdsos Borel o-algebraval) meg lehet adni a feltételes atmenetvaldszi-
niiségeket Ugy, hogy teljesitsék a fenti tulajdonsagokat. Ennek a ténynek a bizonyitasat,
amely a regularis feltételes eloszlas 1étezésének a bizonyitasan alapul nem targyalom.

Altaldban ugynevezett staciondrius Markov-folyamatokkal foglalkoznak az iroda-
lomban. Ha nem hangsulyozzék kiilon az ellenkezdjét, akkor Markov-folyamaton sta-
cionarius Markov-folyamatot értenek. Mi is igy fogunk tenni a tovdbbiakban. A sta-
cionarius Markov-folyamatok definicidja a kovetkezo:

Stacionarius Markov-folyamat definiciéja. FEgy X;, t > 0, (vagy (X3, Fy) dl-
taldnositott) folytonos idejii Markov-folyamatot folytonos ideji staciondrius Markov-
folyamatnak neveziink, ha a folyamat dtmenetvaldsziniségei teljesitik a Psi(z,A) =
P,_¢(x, A) azonossdgot, minden 0 < s <t szdmpdrra, azaz a Ps(x, A) dtmenetvaldszi-
niség csak az s €s t idopont kozott eltelt iddtdl figg.

Egy X,,,n=0,1,..., (vagy X, Fn) dltaldnositott) diszkrét ideji Markov-folyama-
tot diszkrét ideji staciondrius Markov-folyamatnak neveziink, ha az dtmenetvaloszini-
ségei teljesitik a Py, n(z,A) = Pp_p(x, A) azonossdgot minden 0 < m < n szampdrra,
azaz a Py, »(x, A) dtmenetvaldsziniiség csak az m és n iddpont kizott eltelt idétdl figg.

Stacionarius Markov-folyamatok atmenetvaldszintliségeinek definicigja. Egy
értékeit valamely (E,E) mérhetd téren felvevs X, t > 0, folytonos ideji staciondrius
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Markov-folyamat dtmenetvalosziniségén a
P(t7x7A):P<X’U«+t€A|XU:x):Pu,u-l—t(x?A)a tZO? er? A€A7

feltételes valosziniiségek rendszerét értjuk, amely a staciondrius tulajdonsdg miatt nem
fiigg az u > 0 paramétertdl.

Hasonloképpen egy értékeit valamely (E,E) mérhetd téren felvevd X,,, n =0,1,...,
diszkrét ideji staciondrius Markov-folyamat dtmenetvalosziniségén a

P(n,z,A) = P(Xp4m € Al X, =2) = Poptm(2,4), n=0,1,..., 2 € E, A€ A,

feltételes valoszintiiségek rendszerét értyik, amely a staciondrius tulajdonsdg miatt nem
figg azm =1,2,... paramétertol.

Megjegyzés: A stacionarius Markov-folyamatokra az elébb bevezetett P(t,xz,A) és
Pn,z,A), x € E, Ac &, n=0,1,2,..., dtmenetvaldsziniségek teljesitik a kévetkezd
Chapman—Kolmogorov egyenletnek (vagy azonossignak) nevezett azonossigokat:

P(s+tz,A) = /P(Ly,A)P(s,x, dy) has>0ést>0. (1)

Pim+n,x,A) = /P(n, y, A)P(m,z, dy) minden m =0,1,...

ésn=0,1,... szdmra. (2)
Ezenkivil a P(t,z,A) illetve P(n,x,A) dtmenetvaldsziniiségek teljesitik az alabbi tu-
lajdonsdgokat: Minden régzitett t illetve n idépontra és x € E pontra P(t,x,-) il-
letve P(n,x,-) wvaldszintiségi mérték. Minden t illetve n idépontra és A € & hal-
mazra P(t,-, A) illetve P(n,-, A) mérhetd figgvények az (E,&) téren. Tovdbbd mind
a folytonos mind a diszkrét idejii Markov-folyamatok esetén teljesil a P(0,z,A) = 1,
ha x € A és P(0,2,A) = 0, ha x ¢ A reldcié. A felsorolt tulajdonsdgok jellemzik
is a staciondrius Markov-folyamatokat, azaz minden (értékeit szép topoldgiai tulaj-
donsdgokkal rendelkezd téren, (példdul teljes szepardbilis metrikus téren) felvevd sta-
ctondrius Markov-folyamathoz meg lehet adni a feltételes eloszldsokat a fenti tulaj-
donsdgokkal rendelkezd dtmenetvalosziniségekkel.

Valéjaban érvényes a Chapman—Kolmogorov egyenlet kovetkezo dltalanosabb alak-
ja is nem feltétlentil stacionarius Markov folyamatokra:

P, (z,A) = /P%t(y,A)Ps?u(x, dy) ha0<s<u<t. (1)
és

Pz, A) = /Pl,n(y, A)P,,1(z, dy) minden 0 < m <[ <mn, egész szamhdrmasra.
(2)



A fent megfogalmazott, az irodalomban Chapman—Kolmogorov egyenletnek neve-
zett (1) illetve (2) azonossagok (és azok (1) illetve (2') dltaldnositdsai) nagyon természe-
tes allitasok. A Chapman—Kolmogorov egyenlet tekintheté a Markov-folyamatok elméle-
tében a legfontosabb azonossagnak. Ennek preciz bizonyitasahoz sziikség van arra, hogy
altalanos (Radon—Nykodim derivéltak segitségével definialt) feltételes valészintiségekkel
szamoljunk, illetve fel kell haszndalni azt a tényt, hogy az atmenetvaldszintiségek teljesitik
a (2) képlet utan megfogalmazott tulajdonsdgokat. Mivel az ilyen technikai részletek
targyalasat minimadlisra kivdnom szoritani, ezért ezt a szamolast csak a kiegészitésben
ismertetem. A szamunkra legfontosabb esetben, amikor Markov-lancokat tekintiink,
elvégzem ezt a lényegesen egyszeriibb szamolast az eléadés f6 részében.

Megjegyzés. Legyen adva Psi(x,A), 0 < s <t < oo, v € Eés A € &£ az a)d)
tulajdonsdgot valamint az (1) Chapman—Kolmogorov egyenletet teljesité dtmenet va-
16szintiségek egy rendszere valamint egy po valészintliségi mérték az (F,E) téren. Ekkor
létezik olyan X, t > 0, értékeit az (E,E) téren felvevé Markov folyamat, amelyre
P(Xp € A) = po(A) minden A € £ halmazra, és P(X; € A|X; = x) = Ps4(z, A)
minden 0 < s < t < oo id6pontokra, = € E pontra és A € £ halmazra. Hasonlé allitas
érvényes idében diszkrét Markov folyamatokra is.

Ilyen X; Markov folyamatokat definidlhatunk azon az (£2,.4, P) valdsziniliségi me-
zén, ahol Q) a szamegyenesen definidlt fiiggvények tere, A az {x(:): x(t1) € Ay, z(t2) €
Ag, ..., z(ty) € Ay} alaki halmazok 4ltal generdlt o-algebra, X;(w) = z(t), ha w = z(-),
a P valdszintliségi mértéket pedig a kovetkezo formula definidlja. Legyen 0 = tg < t1 <
o<t <o0,A;€&,0< 5 < k. Ekkor

P({z(-): z(to) € Ag,z(t1) € A1, ..., x(ty) € A})

:/ uo(d:co)< Pto,t1($07d$1)< Py 1, (21, dag) -
AO A1 A2

([ reeteimin ([ 7))

Egy nem trivialis mértékelméleti eredmény alapjin (Tulcea—Ioniescu tétel) ilyen médon
egy valdszinliségi mértéket definidlunk. A Chapman—Kolmogorov egyenlet teljesiilését
azért kellett megkovetelni, mert ez biztositja, hogy a definidlt véges dimenzids eloszlasok
konzisztensek. (Példaul P(X,, € A, X, € B) = P(Xy, € A, Xy, € E, X3, € B).) A
részletek bizonyitasatol eltekintek.

Legyen adva egy diszkrét idejii Markov-folyamat, amely értékeit valamely (E, &)
téren veszi fel. A (2) reldcié szerint a Markov-folyamat P(z, A) dtmenetvaldszintiségei
teljesitik a

Pn+1,z,A) = /P(l,y, A)P(n,z, dy) minden n=0,1,... szamra. (3)
azonossagot. Ez azt jelenti, hogy ha megadjuk a P(1,z, A) dtmenetvalésziniiségeket,

akkor n szerinti indukciéval ki tudjuk szdmolni a P(n,z, A) dtmenetvaldszintiségeket
minden n = 0,1,... szamra.



Osszefoglaldsként megfogalmazom a kovetkezé &llitést.

A Markov-folyamatok tulajdonsagairdl szol6 allitasok osszefoglalasa. Legyen
adva eqy (X¢, Fi), t > 0, folytonos vagy eqy (Xn, Fn), n = 0,1,2,..., diszkrét ideji
Markov-folyamat. (Feltessziik, hogy ez a Markov-folyamat egy szép topoldgiai tulaj-
donsdgokkal rendelkezd téren veszi fel az értékeit.) Ekkor ennek a Markov-folyamatnak
léteznek olyan P .(x, A) illetve P, ,(x, A) dtmenetvaldsziniiségei, amelyek teljesitik a
3. megjegyzésben megfogalmazott a), b), c) és d) tulajdonsagokat valamint az (1') illetve
(2') formuldban megfogalmazott Chapman—Kolmogorov egyenletet is.

Igaz a fenti dllitds kovetkezd itt nem bizonyitott megforditasa is. Legyen adva
Ps(x,A), 0 < s < t, vagy Py n(z,A), < m < n, figgvényeknek egy olyan rend-
szere, amely teljesiti a 3. megjegyzésben megfogalmazott a), b), ¢) és d) tulajdonsdgokat,
(folytonos idé estén az e) tulajdonsdgot is) és az (1') illetve (2') formuldban megfogal-
mazott Chapman—Kolmogorov egyenletet. Ez igy értendd, hogy adva van egy (E,E) tér,
ahol € egy az E téren definidlt o-algebra, és a Psi(x, A) illetve Py, n(z, A) fliggvények
minden x € E pontra A € £ halmazra és 0 < s < t wvalds, illetve 0 < m < n egész
szamokra definidalva vannak. FEkkor létezik olyan X, t > 0, folytonos, illetve olyan
Xn, n=0,1,2,..., diszkrét ideji, értékeit az (E,E) térben felvevd Markov-folyamat,
amelynek a Ps (x, A) illetve a Py, n(x, A) fliggvények az dtmenetvaldsziniségei. Sét, a
0 idopontbeli Xo valdsziniiségi vdltozo eloszlasdt tetszoleges modon eldirhatjuk.

A kovetkezo definiciéban bizonyos az irodalomban elterjedt szohasznalatot vezetek
be.

Markov-lancok definiciéja. Ha egy (folytonos vagy diszkrét idejii Markov-folyamat
eqy (E,E) mérhetd téren veszi fel az értékeit, akkor ezt az (E,E) teret a Markov-folyamat
allapotterének hivijuk. Eqy olyan Markov folyamatot, amelynek dllapottere eqy véges vagy
megszamlalhatd szamossdgi halmaz (a diszkrét topoldgidval) Markov-ldncnak nevezziik.
Ha E1, Es, ... jeloli a Markov ldnc vdltozoi dltal felvett értékeket akkor képletben kife-
jezve eqy diszkrét idejii staciondrius Markov lanc olyan sztochasztikus folyamat, amely
teljesiti a
P(Xnt1 = Ej, | Xn = Ej,, ..., Xo = Ej,) = P(Xpq1 = Ej, | X0 = Ej,)
= P(X1=Ej,..| X0 = Ej,)
azonossdagot.

A tovébbiakban (stacionarius) Markov-lancokkal fogunk foglalkozni, azokon beliil
is els6sorban diszkrét ideji Markov-lancokkal. A kovetkezo jelolést fogom hasznalni.
Jelolje az allapotokat Ey, Es, ..., és legyen P(n,j, k) = P(Xyq1m = Ex| Xy = Ej),
m = 1,2,..., n = 0,1,2,... azaz P(n,j, k) annak feltételes valészintisége, hogy a
Markov-lanc az n + m idépontban az FEj, allapotba jut, feltéve, hogy az m idépontban
az E; allapotban volt. Hasznaljuk tovabbd a P(j,k) = P(1,j,k) jelolést, azaz az 1-
lépéses P(1,7,k) atmenetval6szintiségekben hagyjuk el az 1 koordindtat. Felirom a
Chapman—Kolmogorov egyenletet Markov-lancokra a fent bevezetett jeloléssel.

P(n+m,j,k)=>_ P(n,j,1)P(m,1k) (4)
l
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ahol az Osszegzés végigfut az Osszes olyan [ indexen, amelyre az F; allapot létezik.
Jeloléseink szerint vagy létezik egy olyan N pozitiv egész szam, hogy Ei,...,En az
Osszes lehetséges éllapotok halmaza, és ekkor 1 < [ < N az Osszegzés a (4) for-
mulaban, vagy megszamlalhaté sok Fq, Eo, ... a lehetséges allapotok halmaza, és ekkor
az Osszegezés 1 < [ < oo indexelésre torténik.

Lemma. Egy diszkrét idejii staciondrius Markov-lanc teljesiti a (4) formuldban megfo-
galmazott Chapman—Kolmogorov egyenletet.

A lemma bizonyitdsa.
P(n+m,j, k) = P(Xytm = Ex|Xo = Ej)
= P(Xpnym = Ex, X, = E||X, = Ej)
l

= P(Xpym = Ex,|X,, = Ei, Xo = E;)P(X,, = E||X, = E})
l
=Y P(Xpym = Ex,|X, = B)P(X,, = E|X, = E))

l
=Y " P(m,1,k)P(n,j,1).
l

(E szadmolasban felhasznéltuk a Markov tulajdonsaghdl kovetkezo
P(Xyim = Ex| Xy, = Ei, Xo = Ej) = P(Xp4m = Ex| X, = E))
azonossagot. )

Feladat: Bizonyitsuk be a Chapman-Kolmogorov egyenletet diszkrét idejii nem fel-
tétleniil stacionarius Markov-lancokra. Részletesebben megfogalmazva legyenek egy
FE, F,, ... allapotokkal rendelkez6 diszkrét idejii X, X7, ... Markov-lanc atmenetvalé-
szinliségei P, n(j, k) = E(Xy, = Ex| Xy, = Ej), n > m >0, j,k =0,1,.... Minden
m < r < n idopontra igaz a kovetkezo azonossag:

P k) =Y Ponr (5, 1) Prin (1, ).
l

Bevezettiik a (staciondrius) Markov ldncok fogalmat, és definidltuk Markov ldncok
P(n,j, k) = P(Xp+m = E| X, = Ej) atmenetval6szintiségeit. Lattuk, hogy ezek tel-
jesitik a (4) formuldban megfogalmazott Chapman—Kolmogorov azonossagot. Jegyezziik
meg, hogy a Chapman—Kolomogorov azonossag alapjan elegend6 a P(1, j, k) egy 1épéses
atmenetvaldszinliségeket megadni, mert ezek segitségével a P(n,j, k) mennyiségeket is
kiszamolhatjuk tetszOleges n = 1,2,... szamokra. A P(1,j, k) atmenet valészintiségek
teljesitik az aldbbi relacidkat:

Z P(1,j,k) =1 minden j indexre,
g (5)

és P(1,j,k) > 0 minden j, k indexre,
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mert az F; allapotbdl 1 valészinliséggel az Fj, allapotok valamelyikébe jutunk.

Legyen adva egy p(j) szdmsorozat, amelyre p(j) > 0 minden j-re, és > u(j) =

j
1, tovabba egy az (5) formuléat teljesitoP(1,j, k) szamrendszer. Ekkor létezik olyan
Xo,X1,... (staciondrius) Markov-lanc, amelyre P(Xo = E;) = p(j), és P(Xpqp1 =
Ey| X, = E;) = P(1,j,k), minden = 0,1,2,... szdmra és E;, Ej, allapotra. Valéban,
legyen

n—1

X1 =Ej, ... Xp = Ej,) = po(jo) [[ P(L i, jisr)-
=0

P(Xo = E;

0

Létezik ilyen véges dimenzids eloszlasokkal rendelkez6 sztochasztikus folyamat, és ez a
kivant tulajdonsdagokkal rendelkezé Markov lanc.

Ha adva van egy (véges sok), N allapotot felvevé Markov-lanc, akkor ennek 1-
lépéses dtmenetvalésziniiségeinek rendszerén a P(j, k), 1 < j,k < N, 1 lépéses atme-
netvaldsziniiségeinek Osszességét, n-lépéses atmenetvaldsziniiségeinek rendszerén, n =
1,2,..., pedig a P(n,j, k) valosziniiségeinek Osszességét értjiikk. Természetes médon
hozzarendelhetjiik egy ilyen véges sok, N allapotot felvevé Markov-lanc atmenetvalé-
szinliségeinek P(j, k) rendszeréhez azt az N x N méretli négyzetes I1 matrixot, amelynek
j-ik sordnak és k-ik oszlopanak a metszetében a P(j, k) szdm &ll. Hasonl6an feleltessiik
meg egy ilyen métrix n 1épéses dtmenet valészintiségei P(n, 7, k) rendszerének azt a I,
métrixot, amelynek j-ik sordnak és I-ik oszlopanak a metszetében a P(n, j, k) szdm &ll.
Erdemes bevezetni a sztochasztikus matrix fogalmat, amely leirja az ily modon létrejovo
matrixokat.

Sztochasztikus matrixok definiciéja. Egy N x N méreti; (P(j,k)), 1 < j,k < N,

mdtrizot sztochasztikus mdtriznak nevezink, ha P(j,k) > 0, 1 < j,k < N, a mdtriz
N

minden elemére, és >, P(j,k) =1,1<j < N, azaz a mdtriz minden sordsszege eggyel
k=1

egyenlo.

A kovetkezo egyszerli észrevétel nagyon hasznos véges allapotterit Markov-lancok
vizsgalataban.

Fontos észrevétel. FEgy sztochasztikus matriz és egy olyan u(j), a > u(j) = 1,
w(g) > 0 feltételeket teljesité szamsorozat, amely ugyanazon a halmazon van definidlva
mint a sztochasztikus matrix elemei meghatdroznak eqy véges dllapotteri Markov-lancot,
amelynek a 0 pontbeli eloszldasdt a pu(j) szdmsorozat, az 1-lépéses atmenetvaldsziniiségeit
pedig a sztochasztikus matrix adja meg. Megforditva, minden véges dllapotteric Markov
lanc dtmenetmdtrizainak rendszere eqy sztochasztikus mdatriz.

Tovabba, a Markov-ldncokrol szolo (4) formuldban megfogalmazott Chapman—Kol-
mogorov azonossagabol kovetkezik, hogy ha egy madtrix 1-lépéses atmenetvaldsziniiségeit
egy 11, az n-lépéses dtmenetvalosziniségeit pedig egy I1,, sztochasztikus mdtriz adja meg,
akkor 11, = II", ahol 11" a II mdtriz n-ik hatvdnydt jeloli a szokdsos mdtrix szorzas
értelmében.



A ‘Fontos észrevétel’ lehetové teszi, hogy matrix elméleti eredmények segitségével

fontos eredményeket allapitsunk meg véges allapotterti Markov-lancok viselkedésérol.
Ezt a médszert csak késobb fogom targyalni. A tovabbiakban elsésorban a mind véges
mind végtelen allapotterii (stacionarius) Markov-ldncok viselkedésérdl szolo alapvet
eredmények ismertetésére fogok koncentralni.

Mutatok néhany példat Markov-lancokra és folyamatokra.

Néhany érdekes Markov-folyamat és Markov-lanc definicidja.

1.)

Tekintstink egy véletlen bolyongast a d-dimenziés racson, azaz a
Z=A{(J1,---,7a): —00 < js < 00, js egész szam, 1<s<d}

halmazon. Ezt gy definidljuk, hogy ha a bolyongast végzo részecske az n-ik
idopontban a Z racs valamelyik pontjaban tartézkodik, akkor a multbeli viselke-
déstol fiiggetleniil egyforma, azaz 21—d valoszinliséggel atugrik valamelyik szomszédos
racspontba. Azaz, ha S,-nel jeloljiik a részecske tartozkddési helyét az n idépntban,
akkor az S, — S,_1 valészinliségi valtozdk, n = 1,2,..., fliggetlenek, és P(S,, —
Sp—1 = €j) = P(Sp, — Sn-1 = —ej) = 2—1d minden n = 1,2,..., 1 < j < d
szamra, ahol e; jeloli azt a vektort, amelynek j-ik koordinatdja 1, és az Osszes
tobbi koordinataja nulla. A definicid teljessége érdekében még definialnunk kell az
So mennyiséget is. Legyen P(Sy = ) = 1, ahol z € Z a d-dimenzids tér valamely
rogzitett racspontja.

Véletlen bolyongds a nem negativ egész szamokon, a 0-val, mint elnyeld fallal. Az
el6z6 példdhoz hasonlé modell a d = 1 esetben, amely bolyongast valamely z > 0
pontban inditunk el, azzal a kiilonbséggel, hogy amennyiben a bolyongés elér a
nullaba, akkor 6rokre ottmarad. Ez képletekben azt jelenti, hogy az atmenetvalo-
szintiségek a P(j,j+ 1) = P(j,j — 1) = %, ha j > 1, és P(0,0) = 1 képletekkel
adhatdak meg.

Véletlen bolyongds a nem negativ egész szamokon, a 0-val, mint visszaverd fallal. Az
eloz6 példahoz hasonlé modell azzal a kiilonbséggel, hogy amennyiben a bolyongés
elér a nulldba, akkor onnan visszaverddik. Ez képletekben azt jelenti, hogy az
dtmenetvaldszintiségek a P(j,j +1) = P(j,j —1) = 1, haj > 1, és P(0,1) = 1
képletekkel adhatbéak meg.

Véletlen bolyongas a modulo n csoporton. Legyen a Markov-lanc allapottere az
{1,...,n} halmaz, valamely n > 2 pozitiv egész szimmal. Legyenek a Markov-ldnc
dtmenetvaldszintiségei P(i,i + 1) = P(i,i — 1) = 1, ahol az &sszeadds és kivonds

modulo n értendé.

A diffuzio Ehrenfest modellje. Ez véges allapotterti Markov-lanc. E Markov-lanc
fiigg egy N paramétertol, amely pozitiv egész szam. Ha ez a paraméter N, akkor a

modellben N +1 éllapot van, Ey, E1, ..., En, és az &tmenetvaldszintiségek P(k, k—
1) = £ Plkk+1) = £ hal <k <N, é P0,1) =1, PIN,N — 1) =
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0. E képletek szemléletes tartalma a kovetkezd: Legyen N részecske, amelyek
mindegyike két urna valamelyikében van, és jelolje Ej azt az eseményt, hogy az
els6 urnaban k részecske, a méasodik urnaban N — k részecske van. Minden egyes
idépontban, kivalasztunk véletleniil egy részecskét, mindegyik részecskét egyforma
valoszinliséggel, és azt athelyezziik a masik urnaba. Ekkor, ha az elsé urnaban
k golyé van, akkor P(k,k —1) = % annak a valdszintisége, hogy az athelyezendo6
részecskét az els6 urnabdl valasztottuk, ezért az elsé urnaban levé részecskék szama
eggyel csokken, és P(k,k+1) = N k annak a valészintisége, hogy az dthelyezendé
részecskét a masodik urnabdl Valasztottuk, ezért az elsO urnaban levé részecskék

szama eggyel no.

Modell eqy szerkezet élettartamdra. Legyen adva egy Markov-lanc a végtelen FEf,
E5, ... allapottéren, amelynek atmenetvalészinliségeit valamely pi,po,..., 0 <
P < 1,ésqr =1—pg, k=1,2,..., szamsorozat segitségével hatarozzuk meg a
kovetkez6 médon: P(k,k+1) = px, P(k,1) = qr, k = 1,2, .... E modell szemléletes
tartalma a kovetkezo: Legyen adva egy szerkezet, amelyet minden idopontban, ha
nem romlik el, akkor tovabb haszndlunk, és életkora egy egységgel n6. Ha elromlik,
akkor kicseréljiik egy 1j szerkezetre, amelynek életkora 1. Ha a szerkezet az els6 k
idépontban nem romlott el, akkor az p; valdszintiséggel a k 4+ 1 indépontban is jo
marad. Jelolje X, azt a valdszintiségi valtozét, amely megadja azt, hogy mennyi
az n idopontban hasznalt szerkezet életkora.

A kovetkezo példa az 1. példaban szerepld bolyongas természetes altalanositasa.

Legyen X, Xs, ..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valészintliségi valtozok sorozata,

amelyek értékeiket valamely E linedris térben (példaul az R* k-dimenziés Euklideszi

térben) veszik fel. Tegyiik fel, hogy az X;, X, ..., valdsziniiségi valtozdk értékei

egy megszamlalhaté T C E, T = {t1,to,...}, halmazban vannak, azaz P(X; €
n

T) = 1. Definidljuk az S, = > X;, n =1,2,..., részletosszegeket, és jelolje S C E
j=1

a T halmaz altal generdlt (additiv) csoportot, azaz legyenek az S halmaz elemei

azok az s € F pontok, amelyek elballithatoak s = Z piti, k=1,2,...,t; € T,

1 < j <k, alakban, ahol p1, ps, ... egész szamok. Ekkor S1,82, ..., Markov-lanc az
S éllapottéren, és dtmenetvaldsziniiségeit a P(S,,+1 = §|S, = s) = P(X1 =5 — s),
5,5 € 5, képlet adja meg. Ugyancsak Markov-lancot alkotnak ugyanezen a téren és
ugyanezekkel az dtmenetvalészintiségekkel az S,, = S,, + tj, n=1,2,..., sorozatok
is, ahol t; € T tetszlleges szam.

Valéban,

P(Sn—i—l = Sn_|_1,sn = Sn,...,Sl = 81)
P(,Sn:Sn,...,Sl :81)

. P(Xn_|_1 = Sn_|_1 —Sn,Xn = Sp, _Sn—17~~,X1 :Sl)

B P(X, =58, —Sn-1,...,X1 = 51)

P(Sn+1 == Sn+1|Sn = Sn,y.- .,Sl = 81) =
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= P(XnJrl = Sp+4+1 — Sn) = P(Xl = Sp+4+1 — Sn)-

Ervényes a 7.) példa aldbbi természetes altaldnositdsa tetszéleges (nem feltétlentil
megszamldlhato sok értéket felvevd) valdsziniiségi valtozok részletosszegeire. Az éltalé-
nositas bizonyitasa annyiban nehezebb, hogy abban altalanos értelemben vett feltételes
valoszintiségekkel kell szamolni.

8.) Legyenek X7, X, ..., fiiggetlen, egyforma eloszlasu valészintiségi valtozdok, amelyek

értékeiket valamely (E, &) linedris térben veszik fel. Ekkor az S, = > X, j =
j=1

1,2,..., részletosszegek (staciondrius) Markov-folyamatot alkotnak az (E, £) téren,
amelynek 1 1épéses dtmenetvaldszintiségeit a P(1,z,A) = P(Sp4+1 € A|S, =) =
P(X; € A —x) képlet adja meg.

Nem kotelezd feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 8. példa allitasa valéban igaz.

/////

az el6zo feladat megoldasanak a lényege.

Feladat: Legyenek Xi,..., Xk, Y fliggetlen valdszintiségi valtozok, amelyek értékeiket
valamely (F, E) téren veszik fel, f(z1,...,zr11) egy k-véltozds mérhetd (korldtos) fiigg-
vény az (E, &) téren. Ekkor

E(f(Xl, e ,Xk,Y)‘Xl = T1y... ,Xk = $k) = Ef(l‘l, e ,.’Ek,Y).

Vegyiik észre, hogy az el6z6 feladat eredményébél, (amely egyébként tekinthetd a
Fubini tétel egy verzidjanak) kovetkezik a 8. példa allitasa. Valéban, ezt felhasznalva
meg lehet mutatni, hogy

P(Spy1 € A|Sy = 21,52 = x2,..., S, = xy)
:P(X1+"‘+Xn+Y€A|X1:l'l,XQZxQ_.’I:Q,...7Xn:l'n_xnfl)
=P+ (e —z1)+ -+ (xp —xpn_1)+Y €A)=P(X; € A—x,)

ahol, X1,...,X,,Y) figgetlen egyforma eloszlasu valésziniiségi véiltozdk, amelyek érté-
keiket valamely (FE, &) linedris térben veszik fel.

9.) Végiil mutatok példat valészintiségi véltozok egy olyan sorozatara, amely nem alkot
Markov-lancot. Legyen adva egy urna és benne mondjuk 5 piros és 3 fehér golyd.
Kihtzunk az urnédbdl egy golyot véletlenszertien, majd dobjuk vissza azt az urnaba
egy ugyanolyan szinli golyéval egyiitt. Folytassuk ezt a procedurat a végtelenségig,
és definidljuk az X7, Xo,... valoszinliségi valtozokat gy, hogy X,, = 1, ha a n-ik
hizaskor kihtizott golyd szine piros, és X,, = 0, ha az n-ik huzaskor kihtzott golyd
szine fehér. Ekkor nyilvdnvaléan P(X,, = 1|X; = 1, Xo =1,...,. X,-1 = 1) >
P(X, = 1/X,,_1 = 1), mert ha minden eddigi hizds eredménye piros szinli golyé
volt, akkor az urndban levo piros golyok szamét noveltiik, ezért nagyobb annak a
valészintisége, hogy a kovetkezo htizasban is piros golyot hizunk.
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Kiegészités.
Megfogalmazok és bebizonyitok egy lemmat, amelynek {6 mondanivaléja az a (B) azo-
nossag, amely szerint egy staciondrius Markov-folyamat teljesiti a Chapman—Kolmo-
gorov egyenletet. Valdjaban ez egy altaldnosabb valtozata a Chapman-Kolmogorov
egyenletnek, amely nem feltétleniil stacionarius Markov folyamatokra is érvényes.
Staciondrius Markov-folyamatok esetében Pj(z,A) = Pi_s(z,A), Pu.(y,A) =
P_(y,A), Ps u(x, dy) = Py_s(x, dy), és a (B) relacié megegyezik a Chapman-Kolmo-
gorov egyenlettel.

Lemma. Legyen (X, F), t > 0, Markov-folyamat valamely a (E,E) mérhetd téren
valamely Py (z, A) a 3. megjegyzésban szerepld a), b), c) és d) tulajdonsdgot teljesitd dt-
menetvalosziniségekkel. Legyen f(y), korldtos, mérhetd figgvény az (E, &) téren. Ekkor

B(f(X,)|X. = z) = / f)Pou(z,dy) hau>s ()

és
Py i(2, A) = / Pus(ys A)Ps(, dy) has<u<t (B)

Bizonyitds: Ha az f fliggvény egy A halmaz indikator fiiggvénye, akkor konnyen lathato,
hogy az (A) formula érvényes. Mivel a kifejezés mindkét oldala linedris funkciondl az
(E, E) téren definidlt korldtos és mérhetd fliggvények terén, ezért az azonossag érvényes
halmazok indikator fiiggvényeinek linearis kombindcidira is. Ezutan ilyen fiiggvényekkel
végrehajtott kozelitések segitségével kapjuk, hogy az (A) relacio tetszbleges f fliggvényre
érvényes. Az (A) formula szemléletesen azt mondja ki, hogy feltételes varhat6 értéket
ugy szamolhatunk ki feltételes eloszlasfiiggvények segitségével, mint varhatd értéket
eloszasfiiggvények segitségével.

A (B) formula bizonyitdsaban felhaszndlhatjuk, hogy a Markov tulajdonsag és a
feltételes varhato érték tulajdonsdgai miatt

Psyt(:c,A) = P(Xt S Ale = iL‘) = E(I{Xt(w)eA}‘Xs(w) = .Z’)
= E(E(I1x,(w)ea| Xs(w), Xu(w))[Xs(w) = )
= E(E(I1x,(w)ea| Xu(w))|Xs(w) = 2) = E(Py¢(Xu(w), A)[ X (w) = ),

ahol T4 egy A halmaz indikatorfiiggvényét jeloli. A fenti szamoldsban kihasznéltuk a
Markov tulajdonsagot, amely szerint

E(I{XteA}’Xsa XU> = E<I{Xt€A}|XU) = Puyt(Xu(w% A)?

ha u > s.

Vezessiik be az f(y) = P(X; € A|X, = y) = P,.(A,y) figgvényt. Az el6z6
azonossag és az A) reldcié alapjan

Ps,t<xa A) = E(E(f<Xu)|Xs = (E) = /Pu,t(Av y)Ps,u(dyax>a
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amint allitottuk.
Kimondom e tétel diszkrét idejii megfelel6jét, amelyet hasonléan bizonyithatunk.

Lemma. Legyen (X,,,F,), n = 0,1,..., Markov-folyamat valamely a (E,E) mérhetd
téren valamely Py, n(x,A) a 3. megjegyzésban szerepld a), b), c¢) és d) tulajdonsdgot
teljesitd atmenetvaldsziniségekkel. Legyen f(y), korlatos, mérhetd figgvény az (E,E)
téren. Ekkor

E(f(Xn)|Xm=1) = /f(y)Pmm(x,dy) han >m (A")

és
Pz, A) = /Pk,n(y,A)Pm,k(:v, dy) ham <k<n. (B)
Feladat: Ha (Xo, X1,...) olyan a természetes szdmokkal indexelt sztochasztikus folya-

mat egy megszamlilhaté szamossagu (F, E) dllapottéren, amely teljesiti az

P(Xpt1 = Ej, | Xn = Ej,,..., Xo = Ej,) = P(Xp41 = Ej,,, [ X0 = Ej,)
= P(X1 = Ej,,,| X0 = Ej,)

azonossagot, akkor (Xo, X1,...) (stacionarius) Markov-lanc, amelynek egy 1épéses at-
menetvaldszinliségeit

a P(j, k) = P(X1 = E;|Xo = Ex) képlet adja meg.

(A feladat tartalma minddssze annyi, hogy a feltételes valdszintliségekre a Markov-
folyamatok definicidjaban kir6tt feltétel az adott esetben ezt az azonossagot jelenti.)

Bizonyitas nélkiil kozlom a kévetkezd eredményt.

Tétel. Legyen adva egy a 3. megjegyzésben felsorolt a), b) és c) tulajdonsdgokat
teljesitd Py i(x, A) illetve Py, n(z, A) figgvény amely teljesiti az (e) illetve (¢') tulaj-
donsagot is. Legyen tovabbd adva valamely Py wvaldszinidségi mérték az (E,E) téren.
Ekkor létezik olyan idében folytonos Markov-folyamat, amelyre P(Xg € A) = Py(A) és
P(X; € A|Xy = z) = Psy(x,A), z € E, A € &, m < n vdlasztdssal. Létezik olyan
idében diszkrét Markov-folyamat, amelyre P(Xo € A) = Py(A), és P(X,, € A|X,, =
x) = Ps4(x,A) minden x € E, A€ &, 0 <m < n vdlasztdssal.
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