A szeptember 28-i gyakorlat anyaga.

A szeminariumon a fiiggetlenségrol szolo legfontosabb fogalmakat és eredményeket te-
kintettiik at.

Elézetes megjegyzés: A szovegben AB-vel és nem A N B-vel jelolom a metszetet A 4+ B-
vel és nem A U B-vel az uniét. Mint értesiiltem rola, az az eléadason az A N B illetve
A U B jelolést hasznaljak. Mivel az irodalomban mind a két jelolés gyakran el6fordul,
helyes, ha mind a két jelolésmdédhoz hozzaszoknak.

Mint arrdl szé volt eseményeknek egy (2,4, P) valészinliségi mez6 (mérhetd) hal-
mazait nevezziikk. Egy A és B esemény (halmaz) akkor és csak akkor fliggetlen, ha

P(AB) = P)A)P(B). Altaldnosabban:

Események fliggetlenségének definiciéja: Az Ay,..., A, események akkor (telje-
sen) figgetlenek, ha az {1,...,n} indezhalmaz minden {j1,...,5k} C {1,...,n} rész-
halmazdra

P4, -+ Aj) = P(4;,) - P(4;,).

Események végtelen Ay, Ao, ... sorozata akkor és csak akkor fiiggetlen, ha tetszdleges
pozitiv n egész szamra az A1, ..., A, események fiiggetlenek.

Néhany fontos tény a fiiggetlenséggel kapcsolatban:
1. Adva egy A esemény vezessiik be az A% jelolést, ahol ¢ = £1, ¢ = 1 estében A! = A,

e = —1 esetében A7l = O\ A az A halmaz komplementere. (Gyakran hasznéljak az
O\ A= A jelolést is.) Ha Ay,..., A, figgetlen események, akkor az A7',..., A5
események az ¢, = +1, k = 1,...,n tetszoleges értékei esetén fliggetlenek.

2. Ha Ay, As, A3, ..., A, figgetlen események, akkor A, 4+ As, Az, ..., A, is fliggetlen
események.

3. Igaz az el6z6 allitas alabbi altalanositasa is: Legyenek Aq, ..., Ak, Aky1, ..., An
fliggetlen események. Ha a B esemény egy az Ay, ..., Ar események segitségével

metszettel, unidval és komplementerképzéssel kifejezheté halmaz, akkor a B, A1,
..., A, halmazok fiiggetlenek egymastdél. Pontosabban megfogalmazva: Definial-
juk tetszoleges j, = 0 vagy js =1, s =1,..., k szdmokra a

B(j1,---s k) = AP AT

halmazt. (Ugyanazt a jelolést hasznaljuk mint az 1. megjegyzésben.) Ha B =

U B(j1,...,jk), ahol C az Gsszes lehetséges k hosszisdgi 0—1 sorozatbdl
(jl,..,,jk)GC
all6 halmaz tetszoleges részhalmaza, akkor a B, Ag.1, ..., A, események fiigget-
lenek.

4. Lassunk példat arra, hogy példaul k = 3 esetében egy A, B és C halmaz esetében
a P(ABC) = P(A)P(B)P(C) feltétel teljesiilése nem elegendé az A, B és C
események fiiggetlenségéhez. Legyen Q = {1,2,3,4,5}, A ={1,2,3}, B ={1,2,4},
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C = {2.3.4). P({1}) = P(2}) = PU3}) = PUaY = 5= PUSH = 1- ==
1

1

Ekkor ABC = {2}, P(ABC) 33 P(A) = P(B) = P(C) 75 P(AB)

P({2,3}) = 3ix/§ Ezért P(ABC) = P(A)P(B)P(C), de P(AB) # P(A)P(B).
Az 1. allitas bizonyitisdnak vdzlata: Belatjuk, hogy ha A és B filiggetlen események,
akkor az A és B események fiiggetlenek. Ekkor P(AB) = P(A\ B) = P(A) —
P(AB), mert AB C A. Innen P(AB) = P(A) — P(A)P(B), mert A és B fiiggetlen
események. Ezért P(AB) = P(A)[1— P(B)] = P(A)P(B). Innen, illetve a fiiggetlenség
definicigjabdl kovetkezik, hogy ha Aq,... A, események fliggetlenek, 1 < 5 < n, akkor
az A1, ..., Aj_lf_lj, Ajii, ..., Ay események is fliggetlenek. Valdban, tekintsiink valami-
lyen A;,, ... A, eseményeket, melyekre teljesiil a {j1,...,js} C {1,...,n}\{j} feltétel,
és vezessitk be az A = A, --- A, B = Aj eseményeket. Ekkor P(AB) = P(A)P(B),
mert a fliggetlenség definiciéja alapjan mind a két oldal a P(A;)P(A;,)--- P(A;,) kife-
jezéssel egyenls. Ezért az elébbiek alapjan, P(AB) = P(A)P(B). Tovabb4,

P(Aj, -+ Aj,) = P(Aj,) -+ P(A;,),

ezért

P(AA;, -+ Aj,) = P(AB) = P(A)P(B) = P(4;)P(4;,) - P(4;,),
ésaz Aq,... ,Aj_lf_lj, Ajii1,..., A, események is fliggetlenek. Innen indukciéval kovet-
kezik, hogy az Ay, ..., A, események koziil valamely A; , ... A;, eseményeket kicserélve

ezek komplementerével az igy kapott események fiiggetlenek maradnak.

Ugyancsak fontos fogalom valdszintliségi valtozok fiiggetlensége. Idézziik fel el6szor
a valdsziniiségi véaltozé fogalmét. Legyen adva egy (€2,.A, P) valdszintiségi mezd. Azt
mondjuk, hogy £ = £(w), w € €, valdszinliségi valtozé ezen a téren, ha £ = {(w) ezen a
téren definialt (mérhetd) valds értékii fiiggvény. (Az, hogy a £ fiiggvény mérhets azt je-
lenti, hogy a szdmegyenes tetszoleges Borel mérheté B halmazara az {w: {(w) € B} hal-
maz mérhetd halmaza az (2, A, P) térnek, azaz eleme az A o-algebranak. Ez technikai
jellegti feltétel. Bar a részletek kidolgozasa bizonyos mértékelméleti ismereteket igényel,
a mérhetoség kovetelése nem jelent igazi megszoritast. Ugyanis minden definidlhato
fliggvény, tehat olyan fliggvény mely gyakorlatban el6fordul, mérhetd.)

Valészintiliségi valtozdk fiiggetlenségének definicidja: A &1, ...,&, valdsziniiségi
vdltozok akkor és csak akkor (teljesen) fiiggetlenek, ha a szdmegyenes tetszéleges Borel
mérheté By, ..., B, halmazaira

P(& € B1,6§2 € Ba,...,§, € By) = P(§1 € B1)P(§2 € Ba) -+ P(§n € Bn).

Azt mondjuk, hogy valdsziniségi valtozok, £1,&a, ... végtelen sorozata fiiggetlen, ha
a &1,&, ..., &, valdsziniségi vdltozok figgetlenek tetszoleges n = 1,2, ... szamra.

Néhany fontos tény valdszintiségi valtozok fliggetlenségével kapcsolatban:
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Ahhoz, hogy fiiggetlen valdszintiségi valtozokrdl beszélhessiink sziikséglink van an-
nak ellenorzésére, hogy a tekintett valdsziniiségi valtozok valéban fiiggetlenek-e. Ha
a definiciét hasznaljuk, akkor nehézséget okozhat az, hogy minden Borel mérhet6é By,
k = 1,...,n halmazt tekinteniink kell. Be lehet latni, hogy valéjaban elég bizonyos
specidlis Borel mérheté halmazokat tekinteni, ha a fiiggetlenséget akarjuk ellendrizni.

1. Tétel. A &y, ..., &, valdszinidségi vdltozok akkor és csak akkor (teljesen) fiiggetlenek,
ha tetszéleges x1, ..., x, valos szdamokra

P& < 1,8 <@z, &n < @p) = P& < 1) P(§2 <22) -~ P(§n < ).
Ugyanezt a tényt kifejezhetjik az eloszldsfiigguények nyelvén is. Jelolje
F(zy,...,2n) = P(& < 21,...,&n <), —o0o<z<o00, k=1,...,n

a &1, ..., & waldsziniségi vdltozok egyiittes eloszldsfiggvényét. A &, ..., &, va-
[6szintiségi valtozok akkor és csak akkor figgetlenek, ha azok F(xq,...,x,) egyiittes
eloszldsfiiggvénye F(x1,...,x,) = Fi(z1) -+ Fp(x,) alakid. Ebben az eseetben Fy(z) =
P& <x), k=1,...,n, a & valdszinilségi vdltozo eloszlasfligguénye a fenti faktorizd-
ctoban.

2. Tétel. Ha &,..., &, fuggetlen valosziniségi viltozok, akkor szorzatuk varhato értéke
megegyezik az egyes vdltozok vdrhato értékének szorzatdval. Azaz, képletben kifejezve

E§ &&= E§ B -+ - EE,

Valéjaban némi megszoritast kell tenniink a fenti tételben. Tegyiik fel, hogy E|s| < oo
minden 1 < s < n esetén. Ez a feltétel biztositja, hogy nem lép fel konvergencia
(értelmezési) probléma a 2. tételben.

3. Tétel. Ha &,...,&, figgetlen valdsziniségi valtozok, gi(x), ..., gn(x) (mérhetd)
fiigguények, akkor azm = g(&1), .. , 1 = g(&n) valdszinidségi vdltozok is fiiggetlenek.

Kissé dltalanosabban: Legyenek

517 s agll ) fll—i—l s agll—l—lg s agll—‘r-u—‘rlk_l—‘rlv B 7£l1—|—~~-+lk

fiiggetlen valdsziniségi vdltozok, ahol lq, ..., 1l pozitiv egész szamok. Ha gs(x1,...,x1,),
1 < s <k (mérhetd) az R I, dimenzids Euklidesi téren értelmezett fiigguények, akkor
azns = gs(&._1+1,---,8.), 1 < s <k, (lo =0) valdsziniiségi vdltozdk figgetlenek.

Kovetkezmény: Ha &1,...,&, figgetlen valdsziniiségi valtozok, és gi(x),...,gn(x)
(mérhetd) fiigguények a szamegyenesen, akkor

Eg1(§1) - gn(&n) = Eg1(&1) -+ Egn(&n)-

3



k valészinliségi valtozdk

Valéban, a 3. tétel eredménye alapjan az ns, = g(&s), 1 < s
s < valoszinliségi valtozdkra

(
fiiggetlenek, és a 2. tételt alkalmazva az ng, 1 <
megkapjuk a Kovetkezmény allitasat.

<
k

Adva egy A esemény (azaz halmaz) egy (€2, A, P) valésziniiségi mez6n, vezessiik be
ennek az A halmaznak y 4 = xa(w) indikator fiiggvényét a

1, hhweA

XA:XA(M):{O hawd¢ A

képlet segitségével.

Allitas: Legyenek adva valamilyen A, ..., A, események egy (Q, A, P) valésziniségi
mezon. Az Aq,..., A, események akkor és csak akkor figgetlenek, ha ezek xa,,...,XxA,
indikdtor fliggvényei figgetlen valdsziniségi vdltozok.

Ennek az allitasnak a bizonyitasa lesz az egyik megoldasra kitiizott feladat.



