A szeptember 14-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

A szeminarium 6 célja az volt, hogy néhany feladat megtargyalasaval példat mutas-
sunk arra, hogy a valdszinliségi mezok “absztrakt fogalménak” felhasznalasa lehetévé
teszi bizonyos feladatok egyszerii megoldasat, heurisztikus érvelések egyszerii, preciz
megfogalmazasat. A késébbiekben is igyeksziink ilyen példédkat vizsgdlni.

Az els6 vizsgalt kérdés a kovetkezo volt:

Legyen egy urndban 70 piros és 30 fehér goly6. Huzzuk ki a golydkat visszatevés
nélkiil.

a.) Mi a valdszintisége annak, hogy az els6 kihtuzott goly6 szine piros, a masodiké pedig
fehér?

b.) Mi a valdszintlisége annak, hogy a 13. kihdzott goly6 szine piros, a 29. kihizott
goly6 szine pedig fehér?

Szamunkra a feladat b.) része volt érdekes. Elhangzott az a heurisztikus érv, hogy
az a.) és b.) kérdésre ugyanaz a valasz. E (helyes) heurisztikus érv indoklasa érdekében
megfogalmaztuk a feladatot formalisan egy (2, A, P) valdsziniiségi mez6 bevezetésével.

A kovetkez6 modellt definidltuk: Tekintsiik az 6sszes w = (F, P, F,F,...) széz
hosszisdgi 30 F (fehér) és 70 P (piros) jelb8l allé sorozatot. Legyen Q) az Osszes
ilyen w sorozatdl allé halmaz, A a (mérhetd) halmazok rendszere (o-algebraja) Q Gsszes
részhalmaza, azaz minden lehetséges fent definidlt w (elemi eseményekbdl) 4116 halmaz.

Legyen minden w elemi esemény valoszintisége —55-- Egy A halmaz valdészintisége pedig

(30)

az A halmaz altal tartalmazott elemi események valdszinliségének Osszege. Ebben a
modellben az a.) feladat valészinlisége azon A esemény valdsziniisége, mely azokat az w
sorozatokat tartalmazza, melyek els6 eleme P masodik eleme pedig F'. A b.) feladatban
annak a B eseménynek a valdszintiségét vizsgaljuk, melyek olyan w sorozatokat tekint,
melyek 13. jele P 29. jele pedig F'. Belattuk természetes megfeleltetéssel, hogy P(A) =
P(B).

Valéjaban a fenti targyalas nem teljesen kielégité. Latnunk kell ugyanis, hogy nincs
jelent6sége annak, hogy a minket érdekl6 valdszintiségeket milyen a feltételeket kielégito
modellben tekintjiik. Ezért érdemes a fenti gondolatmenetet gy mddositani, hogy az
érvelés ne fiiggjon attol, hogy milyen modellt tekintiink.

Legyen adva egy (€2, A, P) valdszinliségi mez0, mely tartalmazza az Osszes olyan
eseményt, hogy egy huzassorozat eredménye valamilyen (F, P, F, F ... ) sziz hosszisagu
30 F (fehér) és 70 P (piros) jelbdl all6 sorozat. (Nem tessziik fel, hogy ezek az események
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elemi események.) Minden ilyen esemény valészintlisége legyen T())' Vegyiik észre,
30
hogy ilyen médon a valdszintiségi mezé egy particidjat kapjuk. (Diszjunkt eseményeket
definidltunk, melyek Osszvalészintisége 1.) Definidljuk a kévetkezd &;, 1 < j < 100,
valoszinliségi valtozokat: §; = 1, ha a j-ik huzas eredménye piros, §; = 0, ha a j-ik
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hizas eredménye fehér. (Azaz, ha az elébb definidlt particié olyan sorozatot tartalmaz,
melynek j-ik jele P illetve F'.) Ekkor a minket érdekl6 kérdés a P(&; = 1,& = 0) (a.)
feladat), illetve a P(&13 = 1,&29 = 0) valdszintiség (b.) feladat) kiszdmitésa.

Be lehet 1atni, hogy a fenti jelolésekkel

P& =e1,6 =€2,...,&100 = €100) = P(§r1) = €1,&x2) = €2, - {r(100) = €100),

ahol (7(1),...7(100)) az (1,...,100) szamok tetszéleges permutécidja, €;, 1 < j < 100
vagy nullla vagy egy. Ez az azonossag lehetévé teszi annak bizonyitasét, hogy az a) és
b) feladatban szerepl6 valészintiségek megegyeznek.

Tovabbi targyalt feladatok:

1.) Feldobunk egy szabélyos dobdkockat 100-szor egymds utan. Tekintsiik a dobdsok
eredményeinek Osszegét. Szamitsuk ki ennek az Gsszegnek

a.) Varhatoé értékét,
b.) Szérasnégyzetét.

A feladat jobb megértése érdekében definidljunk egy valdszinliségi mezot és rajta
valoszinliségi valtozokat, melyek segitségével ezt a feladatot precizen meg lehet
fogalmazni.

2.) Legyen egy urndban 70 piros és 30 fehér golyé. Huzzuk ki a golydkat visszatevés
nélkil. Szamitsuk ki az els6 10 huzasban kihizott piros golydk szamanak

a.) Vérhaté értékét,

b.) Szérasnégyzetét.

Az el6bbi feladatokban szereplé varhaté értéket és szordst kiszamithatnank a var-
hato érték és szérasnégyzet definicidjanak segitségével. Ez azonban nagyon faradsagos
lenne. Ehelyett egyszeriibben eredményre jutunk a kovetkezé modon:

Az els6 feladat a megfelel6 valdsziniiségi modell kidolgozasa utan a kovetkezé mddon

fogalmazhaté at. Legyen ny, ..., n100 figgetlen valészintiségi valtozok sorozata, melyekre

P =k) = é, 1 <45 <100, 1 <k < 6. Ekkor a kiszamitandé varhaté érték és
100 100 100 100

szérdsnégyzet E > n; = > En;, D* > n; = Y D?n;. A mésodik relacié felhaszndlja
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

a tekintett valészintiségi valtozok fiiggetlenségét.

Hasonlban targyalhaté a mésodik feladat. Ekkor megfelel6 modellben a vizsgalt
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feladat az E Y & és D? 3~ &, kiszdmitésa, ahol £; = 1, ha a j-ik htizds eredménye piros,
j=1 j=1
20 20
¢; = 0, ha a j-ik hizds eredménye fehér. Ekkor E )" & = > E;. A szérasnégyzet
j=1 j=1



kiszamitasa kissé bonyolultabb, mert a tekintett valészintiségi valtozék nem fiiggetlenek.
Viszont, mint megtargyaltuk

20 20 20
DY &= DX+ Y (E&é — BGEG).
j=1 j=1

1< <k<20

Tovabbd, mint beldttuk D?¢; = D?¢; minden 1 < j < 20 és E¢;&, — E&GEE, =
FE& &y — EE EE minden 1 < j < k < 20 szamra.

Ezenkiviil annak érdekében, hogy megértsiik miért fontos fogalom a varhaté érték
és széras a valészinliségszamitasban felidéztiik a centrélis hatareloszlastétel megfogal-
mazasat.



