Az oktéber 5-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

A szeminarium témaéja a kovetkezé feladatok, illetve azok vizsgalata soran felmeriilé
valoszinliségszamitasi és mértékelméleti kérdések megtargyaldsa volt.

1. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk egymas utan. Addig folytatjuk a pénz fel-
dobasat, amig 6todszor jelenik meg a dobas eredményeként fej. Mi a valdszintlisége
annak, hogy az utolsé dobast kettével megel6zé dobas eredménye fej?

a.) Mi az el6z6 esemény feltételes valdszintisége azon feltétel mellett, hogy a do-
bassorozat 20 dobasbdl all?

2. Egy pénzdarabot feldobunk egymas utan gy, hogy elészor feldobjuk szazszor, majd
egymas utan addig mig el6szor megjelenik egy fej dobas. Mi annak a valdszintisége,
hogy az utolsé el6tti dobés eredménye fej?

Az els6 feladat vizsgdlatdaban lassuk be elOszor azt az allitdast, hogy egy valdszi-
niséggel véges sok 1épésen beliil egy valdszintiséggel bekovetkezik az, hogy megjelenik
ot fej-dobds, azaz a dobéassorozatot egy valdszintliséggel befejezziik. Viszont nem lehet
rogziteni olyan véges szamot 1gy, hogy ennyi lépésen beliil biztosan megjelenik 6t fej-
dobas. Megtargyaltuk, hogy ha tekintiink egy végtelen fej-irds dobds sorozatot, és
vesziik az egymas utan kovetkezo 6t hossziusaga blokkokat, akkor annak valdszintisége,
hogy az els6 n blokkban megjelenik egy 0t hosszisagu fej sorozat az 1 — (1 — 3%)”
szammal egyenld, és ez a mennyiség tart egyhez, ha n — oo. Innen kovetkezik, hogy
valéban egy valészintiséggel bekovetkezik véges sok 1épésen beliil 6t fej dobas. Az, hogy
ez nem kovetkezhet be rogzitett szamu 1épésen beliil lathaté onnan, hogy n 1épésen beliil
27" valészintiséggel csupa iréds lesz a dobas végeredménye.

Valgjaban, az el6z6 gondolatmenet hallgatélagosan felhasznéalta a mértékelmélet
illetve az eloadason szerepld tananyag egyik fontos, de korantsem konnyli eredményét.
Nevezetesen azt, hogy beszélhetiink a valdszintiségszamitasnak az eléadéson ismertetett
modelljében szabdlyos pénzdarabok fliggetlen végtelen fej-iras sorzozatarol. Ez az ered-
mény ekvivalens a kovetkezo allitassal: Lehetséges megadni egy (2,4, P) valészintiségi
mezot, és azon definialni fliggetlen valdszintiségi valtozok olyan &q,&s, ..., sorozatat,
mely sorozat elemeire P(§, = 0) = P(§, = 1) = 1. (Valéban, definidljuk a &,, n =
1,2,... valészinliségi valtozét gy, hogy &, = 1, ha az n-ik dobas eredménye fej, és
&, = 0, ha az n-ik dobds eredménye iras. Ez a definicié megmutatja,hogy a fenti két
probléma ekvivalens.) Megadjuk bizonyitds nélkiil egy valdsziniiségi mezének és rajta a
kivant tulajdonsagui valdszinliségi valtozok sorozatanak konstrukcidjat.

Egy természetes konstrukcié a kovetkezo: Legyenek az elemi események a végtelen
fej-iras sorozatok, tehat egy elemi esemény egy w = (F, F, I,...) sorozat, ahol mindegyik
koordinata vagy F' vagy I. Legyen (2 az Osszes lehetséges végtelen fej—iras sorozatok
halmaza. A kovetkezd 1épés a mérheté halmazok A o-algebrijanak a definicidja. Ezt
a kovetkez6 médon tessziik: Rogzitsiink egy tetszoleges n pozitiv egész szamot és egy
n hosszisagu fej—iras sorozatot. Definidljuk azt a végtelen fej—iras sorozatokbdl allé
halmazt, melynek elsé n jele ez az n hosszisigu fej-iras sorozat. Az ilyen halmazok

1



elemei az A o-algebranak, és az A o-algebrat ugy definidljuk, mint a legsziikebb ilyen
tipusi halmazokat tartalmazé o-algebrat. Be lehet litni (és a bizonyitds egyszerti),
hogy ez a definici6é értelmes, azaz 1étezik az el6bbi halmazokat tartalmazé legsziikebb
o-algebra. Jegyezziik meg, hogy ez a definicié csak implicit médon definidlja az A
o-algebrat. Madésrészt ez a o-algebra nem tartalmazza az {2 halmaz Gsszes lehetséges
részhalmazat. Ez mutatja a kiillonbséget a véges és végtelen sorozatokat tartalmazo
valoszinliségi mezok kozottt.

Végiil definidlnunk kell a P val6szintiségi mértéket az (€2, A, P) val6sziniiségi mezén.
Ezt gy definialjuk, hogy egy olyan halmaznak, mely az Osszes olyan sorozatokbdl
all, melynek els6é n jegye eloirt fej vagy irds a tovabbi jegyek pedig tetszolegesek a
valoszinlisége 27", Be lehet latni, hogy létezik egyetlen olyan valdszinliségi mérték az
A o-algebran, mely az el6bbi halmazfliggvény kiterjesztése. Az, hogy ez valoban igy
van a mértékelmélet mély eredményeibdl kovetkezik. Megjegyezziik, hogy az (2, A, P)
valésziniiségi mezonek ez a kissé komplikaltnak tiné definiciéja azért sziikséges, mert
nem tudnank az el6z6 specidlis halmazokon definialt halmazfiiggvényt kiterjeszteni egy
(o-additiv) valészintiségi mértékké ) Gsszes lehetséges részhalmazéra. Viszont ahhoz,
hogy jol tudjunk szamolni egy valdszintiségi problémaban sziikséges feltenni, hogy a
valészintiségi mérték o-additiv. Masrészt az, hogy csak a fent definialt A o-algebrat
tekintjiik, csak az ebben a c-algebraban levé halmazoknak beszéliink valészintiségérol
nem jelent kellemetlen megszoritast. Ugyanis minden természetes, “definialhaté” hal-
maz eleme ennek a o-algebranak.

A kivant tulajdonsagu, fiiggetlen &,,, n = 1,2, ..., valészinliségi valtozdkat, melyek-
re P(&, = 0) = P(§, = 1) = 1 egyszerlien definidlhatjuk ezen a valdszintiségi mezén.
Ha az w = (F, F,I,...) sorozat n-ik jele F', akkor legyen &, (w) = 1, ha pedig I akkor
legyen &, (w) = 0.

Az el6bb targyalt probléma egy masik lehetséges megoldasat adja a kovetkezo fel-
adat megoldasa, melyet nem kotelezd héazi feladatként kitiiztem:

Definidljuk az 2, A, P) valdészinliségi mez6t a kovetkezd médon: 2 = [0,1], Aa [0, 1)
intervallum Borel mérheté részhalmazainak a o-algebraja, P a Lebesgue mérték,
azaz P(la,b)) =b—a, ha0<a<b< 1 Advaegy z € [0,1) pont (azaz elemi

X €
esemény), frjuk fel ezt a szdmot © = 0.e1e0e3--+ = > 2—Z végtelen “kettedes”-
k=1

tort alakban, ahol e = 0 vagy e, = 1, k = 1,2,.... (Az egyértelmi felirds
érdekében abban az esetben, ha egy szamot kétféleképpen irhatunk fel, a sorozat
végén vagy csupa 0-val vagy csupa 1l-gyel, akkor irjuk fel ezt a szdmot a végén
csupa egyessel.) Definidljuk a &, = &,(z), n = 1,2,..., valészinliségi véltozdkat a
kovetkez6 moédon. Legyen £,(x) = 0, ha az x = 0.e1e2e3 ... “kettedes-tort” n-ik
szamjegye 0, &,(z) = 1, ha ez a szamjegy 1. Léssuk be, hogy &,, n = 1,2,...,
fiiggetlen val6szinfiségi valtozdk, és P(&, = 1) = P(&, = 0) = 3.

Megjegyzés: Annak, hogy a végtelen szabdlyos fej-iras sorozatok létezését a fenti fel-
adat segitségével latjuk be az a szépséghibdja, hogy a felhasznalt mdédszer csak ebben a
specidlis esetben miikodik. Masrészt ez a kérdés része egy sokkal dltalanosabb probléma-
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nak, nevezetesen annak a kérdésnek, hogy lehet-e konstrualni végtelen sok valdszintiségi
valtozét eldirt (véges dimenzids) eloszlasokkal alkalmas valészintiségi mezén. Megje-
gyezziik, hogy a valdsziniliségszamitas egyik eredménye, melyet a valdsziniiségszamitas
alaptételének neveznek informalisan gy interpretalhatd, hogy minden értelmes esetben
lehetséges ilyen konstrukcié.

Az la.) feladat megoldasa egyszerii. Definidljunk egy A eseményt mint azt az
eseményt, hogy a 20. dobds eredménye az 6todik fej dobas, azaz a 20. dobés eredménye
fej, az els6 19 dobas kozott pedig pontosan 4 darab fej dobas van, a B eseményt pedig
P(AB)

P(4)

mint azt az eseményt, hogy a 18. dobas eredménye fej. Ekkor a kifejezést kell

18

3
kell kiszamolnunk, hogy a 18. és 20. dobas eredménye fej, az els6 hisz dobas maradék

18 helyen 3 fej és 15 iras dobés eredmény fordul el6. Hasonl6 érveléssel lathatd, hogy
19
P = )z

Az 1. feladat megolddsa hasonléan szamolhaté. Az ebben a feladatban kiszami-
tandé valdszintiség kifejezheté mint

2—20

kiszamitani. Viszont P(AB) = , mert annak az eseménynek a valdsziniiségét

o0
Z P(az n-ik és n — 2-ik dobés eredménye fej, az els6 n dobasban

n=>5
pontosan 5 fej fordul el6) = Z P(A,).
n=>5
. s n—2\,_ e
Kénnyen lathaté, hogy P(A,) = 3 27", Innen kiszamithaté a kivant valészini-

ség. Viszont egyszerlibb ennek a valdszinliségnek a kiszamitasa, ha észrevessziik hogy
annak a valdszintiségét, hogy az elsé dobas eredménye fej, megegyezik a fenti 6sszeggel,
mert

P(az els6 dobas eredménye fej)

= Z P(az els6 dobéas eredménye fej, az n-ik dobédsban jelenik meg az 6t6dik fej).

n=>5

Masrészt ennek az azonossiagnak a jobboldalan szereplo valdoszintiségek értéke megegye-
zik az el6z6 proobléma vizsgalatdban bevezetett P(A,,) szamokkal. Tehat az 1. feladat-
ban vizsgdlt esemény valdszintisége %

A masodik feladat megoldasa: A kiszamitandé esemény azt jelenti, hogy a 100. és 101.
dobas eredménye fej, igy ennek valészinlisége i.

Az el6z0 két példaban egy szabalyos pénzdarab dobas sorozat véletleniil kivalasztott
tagjat tekintettiik, és kiszdmoltuk annak a valdszinliségét, hogy ennek a dobasnak az
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eredménye fej. Az els6 esetben ez a valdsziniliség megegyezett annak a valdészintiségével,
hogy az n-ik dobas eredménye fej, ahol n fix szdm, a masodik esetben az eredmény
kiillonbozott attol. A kovetkezo allitas bizonyitasa hazi feladat.

Legyenek &1, &, ..., olyan fliggetlen valészintiségi véltozok, melyekre P(§, = 0) =
P, =1) = 3 Legyen tovabba 7 a &,, n = 1,2,..., valoszinliségi valtozoktol

fliggetlen valdszintiségi valtozo, amelyik pozitiv egész értékeket vesz fel. Lassuk be,
hogy a véletlen indexti &, valésziniiségi valtozé teljesiti a P({, =0) = P(&, = 1) =
% relaciot.

Tovabbi kitlizott, de nem kotelezé hazi feladat az els6 feladat algebrai megoldésa,
azaz a valoszintiséget kifejez6 6sszeg direkt, nem valdsziniiségi meggondolasokon alapuld
kiszamolasa.



