Az oktéber 19-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

Elészor megtérgyaltuk az els6 kitiizott feladat megolddsat (ldsd oktéber 12-i gyakorlat
6. oldala) és a kovetkezd feladatot tiiztem ki.

Egy szabélyos dobokockat feldobunk egymas utan 10 alkalommal. Kiszamitjuk a
10 dobés eredményének az osszegét. Mi ezen véletlen Osszeg négyzetének a varhato

értéke?
Legyenek &1, ..., &, egész értékil valdszinliségi valtozok, melyek tetszoleges k1, ... ,
k, egész szamokra, és az 1,...,n tetszoleges permutacidjara teljesitik a

P(El =ki,...,&n :kn) :P(gﬂ(l) :klv--'7£7'r(n) :k’n)

azonossagot. Ekkor tetszéleges 1 < i < j < n szamokra a (£1,&2) illetve (&;,&;)
vektorok eloszldsa megegyezik. Ezért E§;§; = F&1&2, E§1 = FE;.

Egy valészintiiségii, sztochasztikus és eloszlasban valé konvergencia

Az elébb felsorolt konvergenciafogalmak a legfontosabbak a valdsziniiségszamitasban.
Ezért idézziik fel e fogalmak definiciéit, és beszéljiik meg azok kapcsolatat, legfontosabb
tulajdondsagait. Megjegyezziik, hogy az egy valdsziniiségii konvergenciat majdnem min-

deniitt valé a sztochasztikus konvergenciat pedig mértékben valé konvergencidnak is
hivjak.

Az egy valdsziniliségii konvergencia definicidja: Valdszinidségi vdltozok &,, n =
1,2,..., sorozata akkor konvergdl eqy wvaldsziniséggel eqy & wvaldsziniségi vadltozohoz,
ha (egyrészt ezek a valdszinidségi vdltozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniiségi mezdn
vannak definidlva, mdsrészt)

P <w: lim &,(w) = 5(w)> =1.

n—oo

A sztochasztikus konvergencia definicidja: Valdsziniségi valtozok &,, n =1,2,...,
sorozata akkor konvergdl sztochasztikusan egy & wvalosziniiségi vdltozéhoz, ha (egyrészt
ezek a valdsziniiségi valtozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniségi mezén vannak defi-
nidlva, mdsrészt) minden € > 0 szamra

lim P (Jn(w) — €@)| > ) =0,

Az eloszlasban valé konvergencia definicidja: Valosziniségi vdltozok &,, n =

1,2,..., sorozata akkor konvergdl eloszlasban egqy F(u) eloszlasfigguényhez vagy az ezen

eloszlasfigguény dltal meghatdrozott eloszlishoz, ha lim P(§, < w) = F(u) minden
n—oo

olyan u szamra, ahol az F'(-) eloszlasfiiggvény fliggvény folytonos. (Azt mondjuk, hogy a
Ens,n=1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata eloszlasban konvergal eqy & valosziniiségi
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vdltozohoz, ha ez a sorozat eloszldsban konvergdl az F(u) = P(§ < u) eloszldsfiggvény-

hez.)

FEloszlasfigguények F,(u) sorozata akkor és csak akkor konvergdl eqy F(u) elosz-
lasfiigguényhez, ha valdsziniiségi vdltozok olyan &,, n = 1,2,..., sorozata, melyekre &,
eloszlasa Fp,(u) eloszldsban konvergdlnak az F(u) eloszldsfiggvényhez. Mds szavakkal ez
azt jelenti, hogy nh—{r;o F,(u) = F(u) az F(-) fiiggvény minden folytonossdgi pontjiban.

A tovébbiakban targyalni fogjuk
a.) A kiilénb6z6 konvegenciafogalmak kozotti kapcesolatot.

b.) Az eloszlasban valé konvergencia pontosabb tartalmét. Kiilon targyaljuk azt, hogy
miért csak az F'(-) hatdreloszlas folytonossagi pontjaiban kéveteljiik meg a P(&,, <
u) — F(u) konvergenciat.

Igaz a kovetkezo kapcsolat: Egy valdszintiségi konvergencia = Sztochasztikus konver-
gencia = Eloszldsban valé konvergencia.

Valéban, ha &, (w) — £(w) egy valésziniiséggel, akkor definidlva az A,, = A, (e) =

{w: sup [€g(w) — &(w)| < 5} halmazokat kapjuk, hogy az egymaésba skatulydzott A,
k>n

n=1
{w: [€n(w) —€(w)[ < e} D An, P(|6n(w) —&(w)| < &) — 1, azaz P(|§n(w) —¢§(w)| = €) —
0, ha n — oco. Ez azt jelenti, hogy az egy valdsziniiségii konvergencidbol kovetkezik a
sztochasztikus konvergencia.

halmazokra, (azaz A;(w) C Ao C---), P ( U An> = 1. Ezért lim P(A,) = 1. Mivel

Nem kotelezé hazifeladat:

Valoszintiségi valtozok &, n = 1,2, ..., sorozata, akkor és csak akkor konvergal egy

valésziniiséggel egy & valdsziniiségi valtozdhoz, ha az n,, = sup |{, — | valdszintliségi
k>n

valtozok sorozata sztochasztikusan konvergal nulldhoz, azaz minden € > 0 szamra

P(lim sup |£, — ¢ >£) = 0.
n—>ook2n

Léassunk példat arra, hogy lehetséges olyan &,, n = 1,2,..., és £ valdszinliségi
valtozokat konstrudlni, melyekre a &,,, n = 1,2, ..., sorozat sztochasztikusan tart &-hez,
de a &, sorozat nem konvergal egy valészintliséggel a & valészintiségi valtozéhoz.

Tekintsiik a kovetkezd (€2, A, P) valdsziniiségi mezot: €2 a [0, 1] intervallum, A a
Borel mérheté halmazok o-algebrija a [0, 1] intervallumon, a P valészin{iségi mérték a
Lebesgue mérték. Legyen

1 haze [(n—2F)27% (n+1-2F)27F]
&n(@) = k\o—k k\o—k
0 haz¢[(n—2%)27" (n+1-2%)27"]
akkor ha 28 <n < 281 k=12 ...,
és £(x) = 0 minden 0 < z < 1 szdmra. Ekkor P(|¢, — &| > ¢) = 27% minden £ > 0

szamra, ha 2F <n < 21 Tehat a &,, n =1,2,..., sorozat sztochasztikusan konvergél
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a & valdszintliségi valtozéhoz. Viszont mivel limsup &, (z) = 0 minden 0 < z < 1 szamra,
n—od
ezért a &, sorozat nem konvergdl egy valoszinliséggel a & valdoszinliségi valtozéhoz.

Miésrészt a Borel-Cantelli lemmabdl kovetkezik, hogy amennyiben minden ¢ > 0
oo
szadmra . P(|¢, —&| > ) < oo, akkor a &, sorozat egy valdszziniiséggel konvergdl a £
n=1
valoszinliségi valtozéhoz. Miért?

Ez a megjegyzés azt mutatja, hogy ha a P(|§, — &| > €) valésziniiség minden
rogzitett € > 0 szamra olyan kicsi, hogy nemcsak nulldhoz tart, hanem az ezekbdl a
valoszinliségekbol, n = 1,2, ..., készitett Osszeg konvergens, akkor a &,, n = 1,2,...,
valoszinliségi valtozok egy valdszintiséggel konvergalnak a & valdszinliségi valtozéhoz.
Viszont lehetséges, hogy valdszintiségi valtozok &,, n = 1,2, ..., sorozata egy valészini-
séggel tart nulléhoz, noha a P(|¢,| > 1) valészintiségek lassan tartanak nulldhoz. Példa:
Legyen (2, A, P) = ([0,1], B, \), ahol A, a Borel mérheté halmazok o-algebréja a [0, 1]
intervallumon, és A a Lebesgue mérték. Definidljuk a &, (z) valésziniiségi valtozdkat a
kovetkezOképpen: &,(z) =1, ha 0 < o < %, és &,(x) = 0, ha =+ < 2 < 1. Ekkor

oo oo
nh_)ngo &n(z) = 1 minden 0 < z < 1 esetében. Viszont > P(§, > 1) = 3 L =o0. S6t
a fenti példat tudjuk élesiteni. Hasonld példat kapunk, ha a &, valészinfiséei viltozot
ugy definidljuk, mint a [0,e,] intervallum indikdtorfliggvényét, ahol €,, n = 1,2,...,
tetszoleges nullahoz tarté sorozat.

A fenti példa mutatja, hogy a Borel-Cantelli lemmaban a >  P(A,) = oo feltétel

nem elegendd ahhoz, hogy egy valdsziniiséggel végtelen sok A, egemény kovetkezzék be.
Az ok a tekintett példaban az, hogy a kiilonb6zé A, események majdnem ugyanazt a
halmazt fedik le, igy lehetnek olyan w € €) elemi események, melyekre azon n indexek,
melyekre w € A,, stirlien vannak, mig mas w € ) elemi eseményeket ritkan fednek le
az A, események. Megjegyzem, hogy az A, események fliggetlensége a Borel-Cantelli
lemma&aban arra szolgal, hogy érvényes legyen egyfajta nagy szamok torvénye, az A,
halmazok egyenletesen fedjék le az {2 halmazt.

Lattuk, hogy lehetséges az, hogy valdszintiségi valtozok sztochasztikusan konvergal-
nak, de egy valdszintiséggel nem. Felmeriilhet a kérdés, lehetséges-e az, hogy fiiggetlen
egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok részletosszegei teljesitik a nagy szamok gyenge
torvényét, de nem teljesitik a nagy szamok erds torvényét. A valasz igen, de ennek
bizonyitasa jéval nehezebb, mint az eddig targyalt dllitdsoké. Az altalanos elméletben
meg tudjék adni mind a nagy szamok gyenge mind a nagy szamok erds torvényének
sziikséges és elégséges feltételét, és ezek Osszehasonlitdsa segit a feladat megoldasaban.
Bar bizonyos fontos részletek bizonyitasat nem kotelez6 hazifeladatnak fogunk tekinteni,
meg fogunk adni egy példat arra, mely olyan példat mutat, amelyikben a nagy szamok
gyenge torvényét teljesiti, de a nagy szamok gyenge torvényét nem. Eloszor idézziik fel
a kovetkez6 eredményt.

Tétel. Jelolje eqy & valdsziniiségi valtozo eloszldsfligguényét F(u), sidriségfigguényét
pedig (amennyiben ez létezik) f(u). Legyen g(u) mérhetd figguény a szamegyenesen,
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melyre g(§) integrdlhatd, azaz E|g(§)| < oco. Ekkor

£o(©) = [ swarw) (= [ gwsi).

Tovdbbd az E|g(£)| < oo dllitds akkor és csak akkor érvényes, ha [ |g(u)|dF(u) < oc.
A zarajelben megfogalmazott relacio akkor érvényes, ha a & valdsziniségi valtozo elosz-
ldsanak létezik f(u) stiriségfiggvénye. Specidlisan,

B¢ = /_o:oudF(u) - /_O;uf(u) du.

Léassuk be ennek az eredménynek a segitségével azt, hogy F|¢| < oo akkor és csak

akkor, ha > P(|¢| > n) < occ.
n=0

E|¢] < oo akkor és csak akkor, ha [ |u|dF(u) < oo, és ez akkor és csak akkor
teljestil, ha > nP(n < |§] <n+1) < oo. (Miért?) Ezt az Osszeget dtrendezve

n=0
Y nPn <[ <n+1)) = n(P(¢>n) = P& >n+1))
n=0 n=0
—ZP|§|>n)[n— (n—1)] ZP|§|>n
n=0

Innen kovetkezik az allitas.

Feladat. (Nem kotelezd)
A £ valészinliségi valtozonak akkor és csak akkor 1étezik véges méasodik momen-

tuma, ha > nP(|¢| > n) < oo. Altaldnosabban E|¢|* < oo valamilyen k =

n=1

1,2,..., szdmra akkor és csak akkor, ha > n*~1P(|¢| > n) < .

n=1

Belatjuk az el6z6 eredmény és a Borel-Cantelli lemma segitségével, hogy ha a

£1,&, ..., fiiggetlen egyforma eloszlasi valdszinliségi valtozdk sorozata olyan, hogy
Sn(w S

E|&1] = oo, akkor az w) sorozat egy valdszintliséggel divergens, ahol S,, = > .
n —

Tehat ebben az esetben nem teljesiil a nagy szamok erés torvénye.
oo oo
Vegyiik észre, hogy amennyiben E|;| = oo, akkor Y P(|€,| > n) = > P(|&] >
=0 =0

n= n=
n) = oo, az {w: |&(w)| > n} események fliggetlenek, ezért a Borel-Cantelli lemma
szerint majdnem minden w € Q esetén |, (w)| > n végtelen sok n indexre.
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Sn(w)

Ha w € 2 olyan pont, melyben az ,n=1,2,..., sorozat konvergens, akkor
n
Sh Shn Sn )
ebben az w pontban sup Sn(w) < K(w), és lim ( n(w) (w)) = 0. Vi-
1<n<oo n n—00 n—+1 n
szont, Snt1(w) — Sn(w) = Ent1(w) Sn(w) , s Sn(w) — 0. Innen kovetkezik,
n+1 n n+1 n(n+1) n(n+1)

hogy |{n+1(w)| < n+1minden n > np(w) szdmra alkalmas ng(w) kiiszobindex-szel, ha az

w
n ’ . 3 s s ’ ’
sorozat konvergdl. Ez viszont csak nulla valésziniiségli w € €2 halmazra érvényes.

n
Megjegyezziik bizonyitas nélkiil, hogy érvényes ennek az &llitasnak a megforditasa is,
nevezetesen a kovetkezo tétel.

Tétel. Legyen &1, &, ..., fiuggetlen egyforma eloszldsu valosziniségi valtozok sorozata,
n S, (w
és definialjuk az S, = > &, n = 1,2,..., részletosszegeket. Az n ), n=12,...,
k=1 n

sorozat akkor és csak akkor konvergdl pozitiv valdsziniiséggel, ha E|&1| < co. Ha El&] <
00, akkor ez a sorozat teljesiti a nagy szdmok erds torvényét, azaz

lim Sn(w)

n—oo n

= FE&  majdnem minden w € Q-ra.



