Az oktéber 12-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

El6szor a kovetkezo problémat targyaljuk:

1. Tekintsiink egy végtelen fiiggetlen, szabalyos pénzfeldobas eredményeként keletkezo
végtelen fej-irdas sorozatot. Azt az eseményt akarjuk vizsgalni, hogy mi annak a
valészintisége, hogy a fej-dobasok relativ gyakorisdga tart valamilyen ¢ szamhoz,
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ha a dobdsszdm tart végtelenhez. (A legérdekesebb eset az, ha c = 3.)

El6szor azt akarjuk tisztdzni, hogy ez a kérdés értelmes, a valdszinliségszamitas
keretein beliil targyalhaté. Azaz azt allitjuk, hogy ennek az eseménynek van
valészintisége. Ennek az allitdasnak az igazoldsdhoz azt kell beldatnunk, hogy egy
olyan (€2, A, P) val6szinliségi mezén, ahol mérhetéek azok az események, hogy az
n-ik dobds eredménye fej vagy iras, n = 1,2, ..., — azaz ezek az események elemei
az A o-algebranak — az az esemény, hogy a fej-dobasok relativ gyakorisaganak
van hatarértéke, és ez a hatarérték egy eldirt ¢ szam szintén mérheto, azaz szintén
eleme az A o-algebranak.

Ez az allitds megfogalmazhato a kovetkezd ekvivalens médon. Tekintsiik (fiiggetlen)
valésziniiségi valtozdk &1, &, ..., olyan sorozatat valamely (2,4, P) val6szintiségi
mez6n, melyekre P(§; = 0) = P(§ = 1) = 3, 1 < j < n. Valdjdban csak
azt fogjuk kihaszndlni, hogy a &; valdszinliségi véltozok mérhetdek, és két értéket
vesznek fel, az egy és nulla értéket. Mutassuk meg, hogy van értelme arrél beszélni,
hogy a +1-ek relativ gyakorisdga ¢, ahol 0 < ¢ < 1 tetszdleges szdm. Formalisan

megfogalmazva: Lassuk be, hogy az

A= Alc)
{ . azon j indexek szdma, melyekre £;(w) =1, és 1 < j<n }
=Jw: lim =c

n— 00 n

esemény eleme az A o-algebranak. Tehat van értelme arrdl beszélni, hogy mi annak
a valdsziniisége, hogy a fej dobédsok relativ gyakorisdgédnak limesze ¢ (példdul %),
ha a dobéasszam tart a végtelenhez.

A vizsgédlandé A(c) esemény atirhatd, mint

Al — {w: (@)t 6 w) :C}

n— 00 n

e ’ P, w)+ -4+ w ,

El6szor megtargyaltuk azt az allitast, hogy a < w: Sw) (@) € B ; esemény
n

mérheté minden rogzitett n szdmra és a szamegyenes (mérheté) B halmazara. Ennek

bizonyitasahoz el6szor azt mutatjuk meg, hogy teszoleges x szamra az

{w: §(w) 4+ &n(w) :x}

n
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esemény mérheto. Valoban ez az esemény iires, ha x # kn valamely egész 0 < k < n
szammal, ha pedig x = %, akkor ez az esemény felirhaté mint véges sok (pontosabban
(Z)) mérhet6 halmaz uniéja. Nevezetesen egy ilyen esemény olyan események unidja,
melyekben el6irjuk minden §;(w), 1 < j < n értékét, mégpedig gy, hogy pontosan k
§j(w) értéke 1 és n — k &;(w) értéke 0.

Megjegyezziik, hogy a fent targyalt allitasnak érvényes a kovetkezd altalanositasa
is, melyet gyakran hasznalnak. Ha &q,...,&, valdszintiségi valtozok, azaz mérheto
figgvények az (2, A, P) téren, g(x1,...,x,) (Borel) mérhetd fliggvény az R™ n-dimen-
zi6s Euklidesi térben, akkor g(&1, .. ., &, ) is valdsziniiségi véltozo, azaz mérhetd fiiggvény
az (2, A, P) téren. Specidlisan g(z1,...,2,) = % véalasztassal kapjuk meg innen
az elébb targyalt allitast (kissé altalanosabb formaban).

Az 1. feladat megoldasanak érdekében vegyiik észre, hogy

et &, 1 = (. " 1
| |{hmsup+—+§<c+z}ﬁ| |{11m1nfu>c—g}.
n n—0o0 n

k=1 n— o0 k=1

Tovabba,
1 = 1
{limsup €n<c+—}: ﬂ{sup SR <c+ }
n—o0 k N=1 n>N n k
o0 oo
n 1
= ﬂ sup &1 & <c+ - — =
N=1 | j=1 n>N n k

és hasonldéan

&4 +& 1 1
:ﬂ U ﬂ{—l - >C_E+3} €A,

N=1 \j=1 \n>N

Kitiizott feladat: (Nem kotelezo)

Legyen &1, &2, . .. valdszintiségi valtozdk sorozata egy (€2, A, P) valdszintiségi mezon.
Ekkor az

A= Aa) = {w: lim sup &, (w) = a}

n—oo

esemény eleme a A o-algebrdanak, tehat létezik a P(A) valdszintiség.
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Nagy szamok gyenge és eros torvénye
Legyen &1, &, ..., fliggetlen egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozdk sorozata egy

m
(Q, A, P) val6szintliségi mezon. Definidljuk az S,, = > &, n=1,2,..., Osszegeket.
k=1

Definicié 1. Azt mondjuk, hogy az elébb tekintett valosziniiségi vdltozok sorozata tel-

. sy . ’ . Ve Ve S ’ .
jesiti a nagy szdmok gyenge torvényét, ha az — dtlagok sztochasztikusan tartanak al-
n

kalmas a valos szamhoz, azaz minden € > 0 szdmra
lim P ( > 6) =0
n—oo

Definicié 2. Azt mondjuk, hogy az elébb tekintett valosziniiségi vdltozok sorozata tel-

n
— —a
n

S
jesiti a nagy szdmok erds torvényét, ha az — dtlagok eqy valdszindiséqggel tartanak al-
n

kalmas a valos szamhoz, azaz

P (w: lim Sn(w) a> = 1.
n—oo n

Ez a relacio azt jelenti, hogy azon w € () elemi események halmaza, melyekre étezik
a lim Sn(w)

n— o0 n
szdmtol egy 1 valosziniiségi halmaz, azaz ez az dllitds eqy null mértékid halmaz kivételével

minden w € ) elemi eseményre érvényes.

limesz, és ez a limesz megegyezik eqy az w elemi eseménytol fuggetlen a

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy alkalmas eléggé altalanos feltételek mellett
érvényes a nagy szamok gyenge és erOs torvénye, tovabba megtargyaljuk a nagy szamok
gyenge és erds torvényében szereplo sztochasztikus és egy valdszintiiségi konvergencia
kapcsolatat.

A nagy szamok gyenge torvényének vizsgilatdban hasznos az aldbbi Chebisev
egyenltlenség:

Chebishev egyenl6tlenség: Ha a & valdszintségi vdltozé mdsodik momentuma EE? =
m?, akkor tetszéleges x > 0 szdmra

P(l¢ > =) < =5

Innen kivetkezik, ha ezt az eqyenldtlenséget o &€ = & — E€ valdszindségi vdltozdra alkal-
mazzuk, hogy

Var

P(g— B¢l > 2) < 5,

Megjegyzés: A Chebishev egyenlétlenség a Markov egyenlétlenség kévetkezménye, mely

E
szerint P(|¢] > z) < ﬂ Alkalmazva ezt az allitdst a £2 valészintiségi valtozéra kapjuk
x



a Chebishev egyenl6tlenséget. Hasonlé moédon, alkalmazva a Markov egyenlGtlenséget a
€2k valdszintiségi valtozora, ahol k tetszdleges pozitiv egész szam, = > 0, kapjuk, hogy

E 2k
Pl > ) < o

Vizsgéljuk meg, hogy milyen becslést adnak a fenti eredmények fiiggetlen, egy-
forma eloszlasu valdszintliségi valtozdk atlaganak eltérésére a valtozdk varhatéd értékétdl.
Legyenek &1, &s, . . ., fiiggetlen, egyforma eloszlasi valészintiségi valtozok, S, = & +-- -+
& Tegyiik fel, hogy E&; = 0, és vizsgaljuk az

2 4
E(&) E(&) & p(@>5):p(’&_E&
n n n n

kifejezéseket. Az utolsé valésziniiség vizsgalatdban nem jelent megszoritast az F§ = 0
feltétel, mert helyettesitve a & valdszintiségi valtozot a & — EE valdszinliségi valtozdval
az altalanos esetet erre a specidlis esetre redukalhatjuk.

>€>,6>0

S,

n ]' n
Var — = —VarS = —2Var§1 = ﬁVarfl, P< 5

n

n n? ne?

> 6) S VaI'€1.

Innen kovetkezik, hogy lim P ( &

n— o0 n

> €> = 0, tehat érvényes a nagy szamok gyenge

torvénye.

n

S\t 1
E (—) =BG+ + &)

B(& + -+ &) ZE£k+6 Y EGEG+4 ) EEEg

1<4,k<n 1<4,k<n I
j#k J#k =0
2
+4 E Egj B¢ EE
1<j,k,I<n S
j,k,1 kiilénb6z8 szdmok =0
+ E¢EEEEES,
J
1<j,k,l,m<n ~;

7,k,l,m kilonb6z6 szdmok

— nEfiL + 6n(n — 1)(E€%)27

ezért

Sn

n

LE+6(1— 2)(B&)?)  const.
8) n2et = n2et

(

Innen kovetkezik, hogy > P (’&

n=1 n
Cantelli lemma (kénnyebbik felébél) kovetkezik, hogy minden & > 0 szamra és majdnem

> 6) < oo minden £ > 0 szamra, és a Borel-
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Sn,
minden w €  pontban teljesiil, hogy ’ﬂ‘ < e, han > ng(w). Alkalmazva ezt a
n

relaciét minden € = % szamra k = 1,2,..., kapjuk a nagy szamok erds torvényét.

Valéjdban a nagy szamok erds torvényét csak abban az esetben lattuk be, ha teljesiil
az B¢} < oo feltétel. Finomabb vizsgélatok sziikségesek a nagy szamok erés torvényének
bizonyitasahoz, ha nem akarunk a tétel feltételei kozott elhagyhato feltételeket is szerpel-
tetni. Annak érdekében, hogy beldssuk az F¢F < oo feltétel nem teljesiil automatikusan,
oldjuk meg a kovetkez6 feladatot.

Konstruédljunk olyan £ valdszintiségi valtozot alkalmas (€2,.4, P) valdszintiségi me-
z6n, melyre EE2 < oo, de B¢ = oo.

Roviden megemlitjiik milyen jellegii vizsgalatokat kell tenni akkor, ha a nagy sza-
mok torvényének élesebb, gyengébb feltételek mellett is érvényes valtozatat akarjuk bi-
zony{tani. Egyrészt érdemes észrevenni, hogy tipikusan |S,, — S| < |Sp|, ha |[m —n| <
Pni\W)

ny
konvergdl egy valdszinliséggel egy a szamhoz, azutan azt mutatni meg, hogy majdnem

n, ezért érdemes azt bizonyitani, hogy az atlagok egy alkalmas részorozata

minden w € -ra az atlagok olyan keveset fluktualnak az np_1 < m < ng

intervallumokban, hogy ?;Jmen kovetkezik a nagy szdmok erGs torvénye. Maésrészt,
érdemes az el6bbi érvelésben felhasznalt valdsziniiségi egyenlétlenségek helyett élesebb,
jobban hasznédlhaté egyenlétlenséget bizonyitani. Jobb eredményeket lehet bizonyitani,
ha fiiggetlen valdszintiségi valtozéknak nemcsak részletosszegeire, hanem ezen részlet-
osszegek maximumara is jo becslést tudunk bizonyitani. Vannak ilyen becslések a valo-
szintiségszamitasban, és ezek koziil kiilon kiemelendé a Kolmogorov egyenlétlenség. Ha
&1,&9,. .., figgetlen nulla varhato értékl valdszintiségi valtozok, és S, = & + -+ + &,
n = 1,2,..., jeloli ezen valdszintiségi valtozok részletosszegeit, akkor a Kolmogorov
egyenldtlenség ugyanazt a fels6 becslést adja a P mex |Sm| > x| valdszintiségre,
mint a Chebishev egyenlStlenség a P(|S,| > x) valészintiségre.

Erdemes megvizsgalni, hogy milyen pontos becslést ad a Chebishev egyenl6tlenség
bizonyos konkrét esetekben. Tekintsiik egy szabalyos pénzdarab feldobasat 10 000 al-
kalommal. Ekkor tudjuk, hogy nagy valdszintiséggel koriilbeliil 5000 fej és 5000 iras
lesz a dobéassorozat eredménye. De mit tekinthetiink ettdl az atlagtol valo szignifikans
eltérésnek? A Chebishev egyenl6tlenség segitségével felsé becslést kaphatunk arra, hogy
milyen valdszintiséggel tér el a fejdobasok aktudlis szama egy adott szamnal jobban a
varhatd 5000 értéktol. De ez csak egy felsd becslés, és érdekes lehet Osszehasonlitani
ezt a becslést a pontos értékkel. Ezt a pontos értéket kozelitdleg meghatarozhatjuk a
centralis hatareloszlas segitségével. Ilyen Gsszehasonlitast tesziink a kovetkezo feladat-
ban.

Tekintsiink egy szabélyos pénzdarab egymas utani (fliggetlen) feldobasabdl szarma-
z6 10 000 hosszisagu fej-iras sorozatot. Adjunk becslést a Chebishev egyenlétlenség
segitségével annak valdszintiségére, hogy a fej-dobasok szamanak eltérése a vart
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5000 szamtdl legalabb 100-zal, illetve legaldbb 200-zal eltér! Milyen becslést ad
ezekre a valészintiségekre a centralis hatareloszlastétel? (Hasznédljunk normalis
eloszlas fliggvény tablazatot! Ilyen tablazat talalhaté példaul Rényi Alfréd Va-
l6szinliségszamitas cimi konyvének a végén, de valdsziniileg a statisztika jegyzet is
tartalmaz ilyen tablézatot.)

Kiegészités
Az elsé kitizott feladat megolddsa.

A feladat:

Adott egy urna, és abban 7 piros és 3 fehér golyé. Egymas utan huzunk ebbél
az urnabdl. Minden htuzas utan a kihuzott golyoét visszadobjuk egy masik azonos
szinl golyoval egyiitt. Mi az els6 tiz huzas soréan kihuzott piros golydk szaméanak

a.) varhaté értéke,
b.) szdrasnégyzete.
Jelolje &;, 7 = 1,...,10, a j-ik huzas eredményének a hozadékat a vizsgalt osszeg-

hez, azaz legyen §; = 1, ha a j-ik huzds eredménye piros, és §; = 0, ha a j-ik huzds
eredménye fehér. Ekkor a kihuzott piros golydk szédma S = &1 + - - - + &1, ezért

ES =E& + -+ Eéyg

9 10
Var S = Varé&; +--- Varéyo + QZ Z Cov (&,&5)
i=1 j—i—l—l
10
Z B — (B)) +2 Z Z (Bé&i€; — B&EE).
j=1 1=1 j=1i+1
Masrészt, mint azt egy korabbi gyakorlaton megbeszéltiik, az 1,...,10 indexek tetszo-

leges (m(1),...,7(10)) permutécidjara és tetszbleges e; = 0 vagy ¢; =1, j =1,...,10
sorozatra P(§1 = €1,...,8§10 = €10) = P({r(1) = €1,---,&x(10) = €10). EbbAl kovetkezik,
hogy E¢; = E&, B2 = B¢ = E¢? minden 1 < i < 10 indexre valamint F¢;&; =

E&é, hal <i < j <10. Mivel B¢ = BE? = 10, E&1& = 15 181, innen kovetkezik,
hogy
7
ES =10K¢ =1
S=10E¢ =10- 10 =1,
és

Var S = 10(E¢; — (E£1)?) + 90(E& & — E& ES)

749 7 8 49 42
=10 — — — B
0(10 100>+90<10 11 100) 11



