Az november 9-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

Poisson eloszlds karakterisztikus figguénye. Hatdreloszlastételek Poisson eloszlasu ha-
tarértékkel.

Legyen £ A paraméterii Poisson eloszlasi valésziniiségi valtozd, azaz P({ = k) =

A
ge_)‘, k=0,1,2..... Szamitsuk ki & karakterisztikus fliggvényét.
Feité — = i A “X _ A = ()‘eit)k _ {)\( it 1)}
et = ,;:06 e =e kE:O o = exPAle .

Innen kiolvashaté az az egyébként ismert eredmény, mely szerint két fiiggetlen A és
1 paraméterti Poisson eloszlasi valdszinliségi valtozd osszege Poisson eloszlasi A + p
paraméterrel.

Megfogalmazunk és bebizonyitunk egy hatareloszlastételt, melyben a hatareloszlas
a Poisson eloszlas.

Legyen adva minden n = 1,2,..., szdmra n fliggetlen, &; », ..., &y, n valésziniiségi
véltozé, melyek mindegyike 0 vagy 1 értéket vesz fel, P({, = 1) = 1 — P(&kn =
0) = Mg, 1 < k < n. Tegyiik fel, hogy ezek a Ay, értékek egy rogzitett nagy n
szamra egyenletesen kicsik, Osszegiik pedig kortilbeliil A\, azaz nh_r)noo sup Agn, = O,

. . / 1<k<n
és lim > Mg, = A Legyen S, = > & Allitds: Az S, valdszintiségi véltozdk
N0 k=1 k=1

eloszlasban konvergalnak a A\ paraméterti Poisson eloszlashoz.

Bizonyitds: Szamitsuk ki az S, valdszintiségi valtozo karakterisztikus fiiggvényét.

n

n
EeitSn = H Eeit{k’n = H (1 - )\k’n + Ak,neitkk’n) .
k=1 k=1

Viszont 1— M\ 5 +Ag n€%m = 14 Xk (e“ — 1) = exp {)\k,n (eit — 1) + a(k;,n,t))\i’n)}
rogzitett t-re, ahol |a(k,n,t)| < const., mely konstans fiigghet a t valtoz6tdl, de nem
fiigg n-t8l és k-t6l, mert 1+ = e®+ax?, ahol @ = a(x) < const. egy olyan konstanssal,
mely egyenletes, ha = egy rogzitett véges intervallumban van. Ezt az aszimptotikat
alkalmazzuk = = A, (e“ — 1) valasztassal, és megjegyezziik, hogy = < const. Ay,
rogzitett t-re. E képleteket felhasznédlva kapjuk, hogy

Ee'Sn = exp {Z Nen (eit — 1) + a(k,n, t))‘i,n} — exp {—)\(eit — 1)} ,
k=1
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mert lim > Mg, (e — 1) = (e — 1), és

n

Za(k,n, t)A%.,, < const. Z A < const. < sup )‘k:,n) ZA’“’” — 0,

k=1 k=1 1<k<n k=1

ha n — co. Ez viszont azt jelenti, hogy az S,, valészintiségi valtozé E*S» karakteriszti-
kus fiiggvénye konvergdl a \ paraméterti Poisson eloszlas karakterisztikus fliggvényéhez,
ha n — oo. Tehat igaz a megfogalmazott hatareloszlastétel.

Megfogalmazzuk a fent bebizonyitott allitds egy élesitését, mely hasonléan bi-
zonyithaté. A bizonyitast azonban nem targyaljuk, hanem az nem kotelez6 héazi feladat.

Legyen & 5, 7 = 1,...,ny valdszinliségi valtozdk szériasorozata, melyek rogzitett
k-ra fliggetlenek. Tegyiik fel ezenkiviil azt, hogy
(i) A &,; valoszintliségi valtozok nem-negativ egész értékeket vesznek fel, P(&y ; =
1) = Aj, P(€; > 2) =0(Mk,j5), 1 < j < ny, és az o(-) egyenletes j-ben.

(ii) lim sup Ax; =0
=0 1< <ny

n
(iii) lim Mg — A>0
k—oo j:1
n
Ekkor az Sy, = ) & ; val6szintiségi véaltozok eloszlasban konvergalnak egy Poisson
j=1

eloszlasu valészintliségi valtozohoz \ paraméterrel,

Egy masik hazi feladat

Lassuk be a (karakterisztikus fiiggvény mddszer felhasznalasadval), hogy ha &) A

paraméterii Poisson eloszlasi valdszinliségi valtozo, akkor a valoszinliségi

valtozok eloszlasban konvergdlnak a standard normalis eloszldshoz A — oo esetén.

Erdemes megjegyezni, hogy nem véletlen egybeesésrdl van szé, amikor azt latjuk,
hogy mind az el6z6 feladatban mind a centrélis hatareloszlastételben ugyanaz a limesz
jelenik meg. Ugyanis abbdl, hogy fiiggetlen A\ és u paraméterit Poisson eloszlasu va-
16szintiségi valtozok Osszege A + u paraméterii Poisson eloszlas, kovetkezik, hogy nagy
paraméter(i Poisson eloszlasu valészintiségi valtozdk eléallithatéak mint fiiggetlen (Pois-
son) eloszlasi valdszintiségi valtozdk Gsszegei.

Megfogalmazok néhany tovabbi hazi feladatot, melyben néhany ismert eloszlas
karakterisztikus fiiggvényét kell kiszamitani.

Ha a & valdészintliségi valtozd exponencidlis eloszlasi A > 0 paraméterrel, azaz
stirtiségfiiggvénye f(u) = Ae™™*, ha u > 0, f(u) = 0, ha u < 0, akkor ¢ karak-

A
terisztikus fliggvénye p(t) = P
— 1



Ha a ¢ valdszintiségi valtozo negativ binomialis eloszlasi n = 1 és p paraméterrel,
0<p<1,azaz P(¢ = k) = p*(1 —p), k = 0,1,2,..., akkor ¢ karakterisztikus
— D

A kovetkezo feladat az elobbi allitas altalanositdasa. Ennek bizonyitasahoz jobban
kell érteni a negativ binomidlis eloszlas valdszintiségi tartalmat, ezért ez nem kotelezd
hézi feladat.

Ha a £ valdszintiségi valtoz6 negativ binomidlis eloszlast n és p paraméterrel, ahol

<n+k—1)pk(1_p)n7 o

n > 1 egész szam, 0 < p < 1, azaz P({ = k) = f

1 o n
0,1,2,..., akkor & karakterisztikus fiiggvénye ¢(t) = (%) :
— pel
Erdemes kiilon targyalni az igynevezett Cauchy eloszlast. Ennek stirtiségfiiggvénye,
1 1 eitm n
- dr = e .
w1+ x? v

. Be lehet 1atni, hogy ennek karakterisztikus fliggvénye / —_
(1 + x2)

Ennek az integralnak a kiszamolasa nem trivialis, bizonyos komplex fiiggvénytani is-

mereteket (rezidium szamitds) igényel, ezért még nem kotelezé hazi feladatként sem

targyaljuk. Viszont érdemes észrevenni ennek a feladatnak a kovetkezo kévetkezményét:

Legyen &1, ..., &, fiiggetlen Cauchy eloszlasu valdszintiségi valtozok sorozata, és tekint-
n

1
stk ezen 1, = — > & valtozdk atlagat. Szamitsuk ki 7, karakterisztikus fiiggvényét.

N k=1
Egyszerti szamolés adja, hogy n, karakterisztikus fiiggvénye e~ '*!, tehat az 7, atlag
eloszlasa megegyezik a &, k = 1,2,..., Osszedandok eloszlasaval. Ez azt is jelenti,

hogy ebben a példaban nem teljesiil a nagy szamok torvénye. Megjegyzem, hogy a fenti

/////

||
)

is bizonyithato, ez azonban igen faradsigos. Vegytik észre, hogy a sztochasztikus kon-
vergencia sziikséges és elégséges feltételét kimondd tétel feltételeit a Cauchy eloszlas
nem teljesiti. Valéban, ha F' jeloli a Cauchy eloszlas eloszlasfiiggvényét, akkor

> 1 2
lim z[1 — F(z) + F(—z)] = lim 2:(3/ (7du:—>0.
e T

T—00 T—00 1+ u2) L

Valosziniiségi valtozok osszegének szorzatdnak a vdrhato értéke.

Tekintsiink &1, ..., &, valdszintliségi valtozokat egy (2,4, R) valészintiségi mezén.
Mint azt mar t6bbszor hivatkoztunk ra, ekkor E (&1 +- -+ &) = E& + Eés + - - - + E€j,.
Tovabba, ha &, ..., & fiiggetlen valdszintiségi valtozok, akkor F&y --- & = F& - - - EEy.
A bevezet6 eléaddsban szerepelt ez az eredmény abban a specidlis esetben, ha a ¢;,
7 =1,..., kvalésziniiség valtozok diszkrétek, azaz legfeljebb megszamlalhaté sok értéket
vehetnek fel. Az dltalanos eset visszavezetheto erre az esetre alkalmas hatdaratmenettel.
Erdemes targyalni, hogyan lehet ezt a hataratmenetet elvégezni. Felsoroljuk a leg-
fontosabb eredményeket, melyek segitenek az ilyen hataratmenet végrehajtasdban. Ezek
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az ugynevezett Lebesgue (dominated convergence) tétel, a Beppo—Levy tétel és a Fatou
lemma.

Lebesgue tétel. Legyen f,, n = 1,2,..., mérhetd figgvények sorozata egqy (X, X, p)

mértéktéren. Tegyik fel, hogy lim f,(x) = fo(z) a p mérték szerint majdnem minden
n—oo

x € X pontban, és létezik olyan “domindns” g figgvény az (X, X, u) téren, melyre

|fn(2)] < g(x) a p mérték szerint majdnem minden x € X pontban mindenn = 1,2, ...,

indezre, és [ g(z)du(x) < co. Ekkor nllngoffn(x) dp(z) = [ fo(z) du(z).

Beppo-Levy tétel. Legyen f,, n =1,2,..., mérhetd fiiggvények sorozata egy (X, X, 1)
mértéktéren. Tegyiik fel, hogy az f,(x) sorozat monoton novekszik, azaz fi(x) < fo(z) <
fa(x) < -+ majdnem minden x € X pontban. Legyen lim f,(z) = fo(x) az fn
figgvények limesze. Tegyiik fel, hogy teljesil az [ fi(x)du(x) > —oo feltétel. Ekkor
lim [ fo(x)du(z) = [ fo(z)du(z). Ez dgy értendd, hogy amennyiben lim [ f,(z) =
oo, akkor [ fo(z)du(z) = cc.

Fatou lemma. Legyen f,, n = 1,2,..., mérhetd figgvények sorozata egy (X, X, )
mértéktéren. Tegyik fel, hogy lim f,(x) = fo(z) a p mérték szerint majdnem minden

x € X pontban, és létezik olyan “alsé korlat” g figgvény az (X, X, u) téren, melyre
fu(z) > g(x) a p mérték szerint majdnem minden x € X pontban minden n =1,2,...
indezre, és [ g(x)du(x) > —oo. Ekkor liminf [ f,(x)du(x) > [ fo(z)du(z).

A fenti tételekben szereplo feltételek jobb megértése érdekében tekintsiik a kovet-
kez6 példat. Legyen (X, X, u) a (0, 1] intervallum, rajta a Borel o-algebra, és Lebesgue
mérték a p mérték. Definidljuk a kovetkezd f,(z), n = 1,2,..., fiiggvényeket ezen a

téren. f,(xr) =mn, ha0 <2 < —, fu(x) =0, ha — <z < 1. Ekkor lim f,(z) =
n n n— o0
fo(xz) minden x € (0,1] pontban, ahol fo(x) = 0. Ekkor [ f,(z)dp(z) = 1 minden
n=1,2,..., szdmra, és [ fo(x)du(x) = 0. Ekkor a Lebesgue tétel és a Beppo—Levy
tétel nem feltételei teljesiilnek, a Fatou lemma feltételei pedig teljestilnek.
1 1 1
Legyen f,(r) = ——, ha0<ax < — és fu(x) =0, ha — <z <1,n=12,....
x n n
Ekkor ez egy monoton fliggvénysorozat, melyre lim f,(z) = fo(x), fo(z) = 0. Ekkor

[ fu(z)dz = —oco minden n = 1,2,..., szdmra, és [ fo(z)dz = 0. Ekkor a Beppo-Levy
tételben szerepld feltételek koziil az [ fo(x) du(z) > 0 nem teljestl.

Lassuk be, hogy fliggetlen valészintiségi valtozok szorzatanak a varhaté értéke meg-
egyezik a varhato értékek szorzataval. Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor mindegyik
&, 1 < j < k, valdsziniiségi valtozé pozitiv. Minden n = 1,2,..., szdmra tekintsiik
ezeknek a valdsziniiségi valtozoknak kovetkezo diszkretizaltjait.

€M(w)=p27", hap2 " <Gw) < (p+1)27", p=0,1,2...,n=12...,

minden 1 < j < k indexre. Ekkor egyrészt Eén) o -§,in) = Eﬂn) e E§,(€n), mert diszk-

7 3 s s . ’ 3 . 71174 2 ’ 3 n ’ s s e ’ s
rét valdszintiségi valtozékra tudjuk az allitast. Masrészt a §§ ) valoszinliségi valtozok
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rogzitett j-re az n paraméter monoton fiiggvényei, és ugyanez igaz a szorzatukra is.
Ezért a Beppo—Levy tétel lehetové teszi a hataratmenet elvégzését, ahonnan kapjuk
az allitast nem negativ valdszinliségi valtozok esetén. Az altalanos eset erre konnyen
visszavezethetd erre az esetre a & = §j+ —&§,1 <7<k f;r(w) = max({;(w),0),
§; (w) = —min(§;(w),0) felbontds segitségével. Erdemes megjegyezni, hogy elég csak
a F|{;| < oo feltételeket feltenni ahhoz, hogy a szorzat abszolut értékének a varhaté
értéke véges legyen.

Centradlis hatdreloszlastétel.

A centrélis hatareloszlastétel fliggetlen és nem feltétleniil egyforma eloszlasi valészi-
niségi valtozok Osszegére is igaz, ha ezek a valdszintiségi valtozok teljesitenek alkalmas
feltételeket. A bizonyitas gondolata a kovetkezo: Legyen &k, k = 1,2,..., fiiggetlen

n n

valészinfiségi valtozdk sorozata, B¢, = 0, FE2 = 02, Sp = >, &, 82 = > o7 Azt

n

akarjuk beldtni, hogy az — valdésziniiségi valtozéknak van hatareloszldsa. Jegyezziik

2
. iy . S . S
meg, hogy a tekintett normalizalds a természetes, mert E— = 0 és F (—n> =
Sn Sn

1. Azt kell belatnunk, hogy az ¢, (t) = FEe'S/s karakterisztikus fiiggvények kon-
vergalnak egy az origéban folytonos v(t) fiiggvényhez. Viszont ¢, (t) = Ee®S»/sn =

ﬁ Ee'ér/sn B szorzat aszimptotikdjanak vizsgélatdhoz az egyes tényezék jé aszimp-
]‘Egtlikéjénak ismeretére van sziikségiink. Az érdekes, minket érdekl6 esetekben s,, — oo,
ha n — oo. Ekkor a si argumentumok kicsik, ezért természetes azt varni, hogy az
pr(t) = Eettér/sn tagokrg jo aszimptotikat ad a Taylor sorfejtés. Az origéban vett de-

rivaltakat ki tudjuk fejezni a a & valdszinliségi valtozé momentumaival. Azt kapjuk,
242
. o 2 1
hogy Be'Sk/*n =140t — 5.+ elhanyagolhaté hiba = ¢—0”t* /2], +elhanyagolhato hiba,

n

mert log(1 4+ z) ~ z kis z szdmokra. Ezeket Osszeszorozva o, (t) = FEe'tdn/sn —
42 .

[1 Eettér/sn ~ e+ Fon)/250 — o=t*/2 Ha a fenti szdmolast el tudjuk végezni,
k=1

azaz az el6fordulé hibdk elhanyagolhatdak, akkor megkapjuk a kivant eredményt.



