Az november 2-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

A sztochasztikus €s eloszldsban valo konvergencia kozotti kapcsolat.

Targyaljuk a sztochasztikus és eloszldsban valé konvergencia kapcsolatat. Egyszert
példa mutatja, hogy lehetséges az, hogy &,, n = 1,2,..., sorozat eloszldsban konvergal,
de sztochasztikusan nem. Ha &1,&s,..., fliggetlen egyforma eloszlasi valdszintiségi
valtozok sorozata, nem elfajulo eloszlassal, akkor ezen valdszinliségi valtozok eloszlasban
konvergéalnak, de sztochasztikusan nem. Belatjuk, hogy ha valdszintiségi valtozok soro-
zata sztochasztikusan konvergal, akkor eloszlasban is konvergal.

Tegyiik fel, hogy valdszintiségi valtozok &,, n = 1,2,..., sorozata sztochasztiku-
san konvergdl egy £ valdszintiségi véltozéhoz, és jelolje F'(u) a & valdszintiségi valtozo
eloszlasat. Legyen x pont az F(-) fiiggvény folytonossdgi pontja. Ekkor tetszéleges
€ > 0 szdmra létezik olyan § = d(¢) > 0 szdm, melyre F/(z) — § < F(z —§) < F(x) <
F(x +96) < F(x) + §, és ng = ng(e,d) kiiszébindex, melyre P(|§, — & > ) < 5, ha
n > ng. Ekkor P(§, <z) < P <z +0)+P(|§n— & >0) < F(z+6)+ 5 < F(z) +e.
Hasonléan mutathaté meg, hogy P(§, > z) < P({ > 2 —6) + 5 <1— F(x) — ¢, azaz
P&, < z) > F(x) —e. Mivel ezek az éllitdsok minden € > 0 és n > ng szamra igazak
valamilyen n = ng(e) kiiszébindex-szel, innen kovetkezik az &llitas.

Bar az eloszlasban valé konvergenciabdl nem kovetkezik a sztochasztikus konver-
gencia, igaz a kovetkez6 gyengébb allitas: Ha a &,, n = 1,2, ..., valésziniiségi valtozok
eloszlasban konvergalnak az a pontba koncentralt eloszlashoz valamilyen —oo < a <
oo szammal, azaz konvergdlnak ahhoz az F(u) = F,(u) eloszldsfliiggvényhez, melyre
F(u) =0, hau < a, és F(u) = 1, ha u > a, akkor a &,, n = 1,2,..., val6sziniiségi
valtozdk sztochasztikusan konvergédlnak a &(w) = a valdsziniiségi valtozohoz. Valdban,
ekkor P(|¢, —al <e) = Fola+e)—Fola—e+0) =14+ (F,(a+¢)— Fla+¢e)) —
(Fp(a —e+0) — F(a —e+0)), ahol F,(u), n = 1,2,..., a &, valészinliségi viltozd

eloszlasfiiggvénye, G(u + 0) = 1>1%n OG(u + ) egy G(u) eloszlasfiiggvényre, és
e: e>0,e—

F(u) = F,(u) az elébb definialt eloszlasfiiggvény. Ekkor lim (F,(a+¢)—F(a+¢)) =0,
és lim (Fj,(a—e+0)— F(a—e+0)) =0 az eloszldsban valé konvergencia miatt, ezért

lim P(|¢, —al < ¢€), azaz teljesiil a sztochasztikus konvergencia is.
n—oo

Miért csak a hatdreloszlds folytonossdgi pontjaiban kéveteltiik meg a konvergencidt az
eloszlasban valo konvergencia definiciojaban?

Amikor eloszlasfiiggvényeket vizsgalunk, akkor sokszor érdemes az eloszlasfiiggvény
helyett az altaluk meghatarozott valésziniiségi mértéket tekinteni. Azaz, adva valami-
lyen F'(-) eloszlasfliiggvény, definidljuk azt a p = pp valdszinliségi mértéket a szdm-
egyenesen, melyre u([a,b)) = F(b) — F(a). A mértékelmélet eredményeibdl kovetkezik,
hogy létezik ilyen valdszinliségi mérték, és azt egyértelmiien meghatarozza az F el-
oszlasfiggvény. Ezt a valdszinliségi mértéket szemléletesen gy képzelhetjiik el, mint
egy tomegeloszlast a szdmegyenesen, melyre a teljes szamegyenes tomege (silya) 1,
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és a szamegyenes egy részhalmazénak a valészinlisége megegyezik a halmaz silyédval.
Az, hogy F), eloszlasfiiggvények sorozata konvergal valamely F' eloszlashoz valéjaban
azt jelenti, hogy az &ltaluk meghatdrozott pp, tomegeloszlasok konvergalnak a pp
tomegeloszlashoz.

Tekintsiik a kdvetkezd egyszerti példat: Legyen a,, olyan monoton névekedd szamso-
rozat, melyre lim a, = a valamely —oco < a < oo szamra. Legyen pu,, az a valészinliségi

n—oo

mérték, mely az a,, pontba van koncentralva, n = 1,2,..., azaz u,(B) =1, ha a,, € B,
és pn(B) = 0, ha a, ¢ B a szamegyenes tetszOleges mérhet6 részhalmazara. Ha-
sonldéan, legyen p az a pontba koncentralt mérték. Természetes azt varni, hogy ha
alkalmasan definidltuk az eloszlasban val6 konvergencia fogalmat, akkor a pu,, eloszlasok
konvergdlnak a p mértékhez. A p, mérték altal meghatdrozott eloszlasfiiggvény, azaz
egy olyan &, valdszinliségi valtozénak az eloszlasfiiggvénye, melyre P(§, = a,) = 1,
az az I, (-) eloszlasfiiggvény, melyre F,,(u) = 0, ha u < ay,, és F,,(u) = 1, ha u > a,.
Hasonldan, a p mérték altal meghatérozott eloszlasfiiggvény az az F'(+) fiiggvény, melyre
F(u) =0,hau < a,és F(u) =1, hau > a. Kénnyii ellenérizni, hogy nh_r)%o F,(u) = F(u)
minden u # a szamra ebben a példaban, de ez a relacié az u = a szamra nem teljestl.
Tehat a u,, mértékek eloszlasban konvergalnak ebben a példaban, de ehhez sziikséges
volt az eloszlasban valé konvergencia definiciéjaban azt a megszoritast tenni, hogy csak
hatareloszlasfiiggvény folytonossdgi pontjaiban koveteljiik meg a konvergenciat.

x
Ad(z)= / \/%6_1‘2/ 2 du normaélis eloszlasfiiggvény minden pontban folytonos,
- 7T

ezért a centralis oﬁantéreloszlzistétel alkalmazasaban nincs jelentésége annak, hogy az
eloszlasban valé konvergencia csak az eloszlasfiiggvény folytonossagi pontjaiban kévete-
liink meg konvergenciat. Viszont olyan hatareloszlastételben, melyben a hatéareloszlas-
nak van szakadési pontja (példaul a Poisson eloszlas vagy barmely diszkrét eloszlas ilyen)
ez a megszoritas lényeges. Kimondunk bizonyités nélkiil egy eredményt, mely ekvivalens
feltételt ad arra, hogy eloszlasfliggvények egy sorozata eloszlasban konvergaljon egy
hatareloszlashoz. Ennek az eredménynek fontos szerepe van a karakterisztikus fliggvény
modszer alkalmazasaban is.

Tétel. F,(u), n = 1,2,... eloszlasfigguények sorozata akkor és csak akkor kon-
vergdl eloszldsban egy F(u) eloszldsfiiggvényhez, ha minden a szamegyenesen értelmezett
folytonos, korldtos g(u) figgvényre

n—oo

lim [ g(u)dF,(u) = /g(u) dF(u).

Eloszlasban valo konvergencia és hatdreloszldstételek.

Vegyiik észre, hogy mivel az f;(x) = e'*, —c0 < t < 00, fiiggvények folytonosak és
korlatosak, ezért az eloszlasfiiggvényeknek a fenti Tétel-ben kimondott jellemzése alap-
jén eloszldsok konvergencigjabdl kovetkezik, hogy lim [e"*F,(dz) = [€e"*F(dz),
minden —oo < t < oo szamra, ha az F), eloszlasfliggvények eloszlasban konvergalnak
az F' eloszlasfiiggvényhez. Felmeriil a kérdés: Igaz-e ennek az éllitasnak a megforditasa
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is, azaz, ha tudjuk, hogy a ¢,(t) = ¢'"F,(dz) — ¢(t) = [e*F(dz), ha n —
oo reldcio teljesil egy Fi,(+), n = 1,2,..., eloszlasfiiggvénysorozatra valamint egy F
eloszlasfiiggvényre, akkor kovetkezik-e ebbdl az, hogy az F,, eloszlasfiiggvények elosz-
lasban konvergédlnak az F' eloszlasfiiggvényhez? Az el6z6 formuldban bevezetett p(t) =
[ e F(dzx) fiiggvényt nevezziik az F eloszlds karakterisztikus fiiggvényének.

A valdsziniiségszamitas egyik alapvetd fontossagu eredménye szerint a vélasz erre
a kérdésre igenlo. Jegyezziik meg, hogy ezen allitasnak a bizonyitasahoz sziikséges
egy olyan jellegli eredmény, mely azt mondja ki, hogy az e(t) = e“® trigonometrikus
fliggvények az Osszes folytonos és korlatos fiiggvényekbol all6 halmaznak elég nagy
részhalmaza. Ugyanis, ha Jlngofeithn(dx) = [ F(dr) minden —co < t < oo

n—oo

p p
szamra, akkor teljesiil a lim /Z cpe™ F, (dx) = /Z cre' ™ F(dz) relacié minden
k=1 k=1

véges linedris kombindciéra is, s6t bizonyos limeszeléssel eljutunk tovébbi olyan g(-)
fiiggvényekhez, melyekre nh_)ngofg(m)Fn(da;) = [g(z)F(dz). De eljutunk-e igy min-
den folytonos és korlatos fiiggvényhez. A valdsziniiségszamitas egyik mély eredménye
szerint igen. (Egy lehetséges eredmény, melyet felhasznalhatunk a bizonyitdsban Weier-
strass masodik approximécios tétele, mely szerint minden 27 szerint periodikus folytonos
fliggvény tetszoleges pontossaggal egyenletesen kozelithetd trigonometrikus polinomok-
kal.) Valgjaban a valdsziniiségszamitas el6bb jelzett klasszikus eredménye egy még
tartalmasabb &llitas. Ugyanis a részletesebb vizsgalatokban gyakran talalkozunk a
kovetkezd kérdéssel: Tudjuk, hogy a ¢, (t) = [ €' F(dx) karakterisztikus fliggvények
konvergalnak valamely ¢(t) fliggvényhez, de nem tudjuk ab ovo, hogy a ¢(t) fliggvény
eloallithaté-e, mint egy alkalmas eloszlasfliggvény karakterisztikus fiiggvénye. Az alabb
megfogalmazott fundamentdlis jelentdségi eredmény az ilyen esetek vizsgalatat is lehe-
tové teszi.

Eloszlasok konvergenciajardl szolo alaptétel. Legyen &,, n =1,2,..., F, eloszldsu
valdszintiségi vdltozdk sorozata ¢, (t) = Ee'n = [ F,(dz) karakterisztikus fiigg-
vénnyel. Ha a ¢, (t) figgvények minden —oo < t < oo szdmra konvergdlnak egy p(t)
fliggvényhez, mely az origéban folytonos figgvény, akkor ez a @(t) limeszfiggvény is
karakterisztikus fligguény, azaz létezik olyan (egyértelmiien meghatdrozott) F(x) elosz-
ldsfiiggvény, melyre p(t) = [ € F(dz). Tovdbbd, az F, eloszldsfigguények eloszldsban
konvergdlnak ehhez az F eloszlasfigguényhez.

Megforditva, ha F,, eloszlasok, n = 1,2,..., sorozata eloszldsban konvergdl eqy F
eloszldshoz, akkor minden —oo < t < 0o szdmra a ¢, (t) = [ € F,(dx) karakterisztikus
fiiggvények konvergdlnak a p(t) = [ e F(dx) karakterisztikus figguényhez, ha t — cc.
Tovabbd ez a konvergencia egyenletes minden véges intervallumban.

Talan érdemes lett volna ennek az eredménynek a megfogalmazasa el6tt kimondani a
kovetkezo tételt.

Tétel. Eqgy F eloszldsfigguényt meghatdroz annak o(t) = [ €' F(dx) karakterisztikus
fuggvénye.



A kovetkezo allitas bizonyitasa hazi feladat.

Egy F(x) eloszlasfiiggvény p(t) = [ €' dF(x) karakterisztikus fliggvénye, —oo <
t < 00, folytonos, s6t egyenletesen folytonos fliggvény a szamegyenesen.

Lassunk példat arra, hogy lehetséges az, hogy F,,, n = 1,2,..., eloszlasfiiggvények
sorozatanak a karakterisztikus fiiggvényei egy az origéban nem folytonos fliggvényhez
konvergalnak. Ebben az esetben az F, eloszlasfiiggvények nem konvergalnak eloszlasban
egy eloszlasfiiggvényhez. Ez a példa megmutatja, hogy a fent kimondott tételben az a
megkotés, hogy a ¢, (-) karakterisztikus fiiggvények () hatarfliggvénye az origdban
folytonos fliggvény, nem elhagyhato feltétel.

Legyen az F,(-) eloszlasfiiggvény a [—n, n] intervallumben egyenletes eloszlés, azaz

legyen a stirtiségfiiggvénye f,(x) = o és fn(x) =0, ha |z| > n. Ekkor ezek az F,,, n =
n

1,2,..., eloszlasfiiggvények eloszlasban nem konvergalnak egy hatareloszldshoz, mert

az altaluk meghatarozott tomegeloszldas “kifolyik a végtelenben.” A karakterisztikus

' n eitm eitn _ 6—itn
fliggvények a ¢, (t) = [ F,(dz) = / 5 dr = S figgvények, t # 0,
_n 2n in

en(0)=1,n=1,2,.... Ezért lim ¢,(t) =0, hat#0,és lim ¢,(0) = 1.

A karakterisztikus fiiggvény maésik folytonos tulajdonsdga, mely hasznossa teszi
hatareloszlastételek vizsgalatdban az, hogy fiiggetlen valdszintiségi valtozok 6sszegének
a karakterisztikus fiiggvénye megegyezik az egyes valdszintiségi valtozok karakterisztikus
fliggvényeinek szorzataval. Képletben kifejezve: Legyenek &1, ..., &, fiiggetlen valdszi-
niiségi valtozok. Ekkor

Eez‘t(€1+~~+§n) — B (eitglev;t§2 . ez'tgn) — Feitér peitée . peitén

Tovébbéd, ha egy ¢ valésziniiségi véltozé karakterisztikus fiiggvénye a () = FEeiX
fliggvény, akkor az AX + B karakterisztikus fiiggvénye a

¢(t) _ Eeit(AX—l—B) _ eitBEei(At)£ _ eithp(At).

E két képlet felhasznélasaval kifejezhetjiik fliggetlen valészintiségi valtozok normalizalt
részletosszegeinek karakterisztikus fiiggvényét az egyes valdszintiségi valtozok karak-
terisztikus fiiggvényeinek segitségével. Egy ilyen formula valamint az Alaptételnek
nevezett eredmény lehetové teszi azt, hogy fliggetlen valdszintiségi valtozdk normalizalt
részletosszegeire sz6ld hatareloszlastételeket bizonyitsunk.

Egy példa: (Valgjaban a legfontosabb alkalmazds:) Legyen &, k = 1,2,..., fig-
getlen egyforma eloszldsti valdszintiségi véltozdk sorozata, melyekre By = 0, EEF =

1. Ekkor az \/—71 valoszinliségi valtozok teljesitik a centralis hatareloszlastételt. En-
n
nek bizonyitdsa érdekében szamoljuk ki a —= valdszintiségi valtozé karakterisztikus

n
fiiggvényét. Jelolje a & valdszinliségi véltozo eloszlasfiiggvényét F', karakterisztikus
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Sh
fiiggvényét pedig (t). Ekkor S, karakterisztikus fliggvénye ¢"(t), és — karakte-

NG

t
risztikus fiiggvénye ¢ (7) Tehat annak bizonyitasdhoz, hogy e normalizalt részlet-
n

osszegeknek 1étezik hatareloszlasa azt kell belatni, hogy minden ¢ szamra létezik a ¥ (t) =

t
lim " (7) hatarérték, és ez a 1(t) fliggvény folytonos az origéban. E vizsgalathoz
n—oo n

arra van sziikség, hogy o(t) értékét jol tudjuk becsiilni kis ¢ szdmokra. A karakterisz-

d*p(t
tikus fiiggvény egyik fontos tulajdonsiga, hogy ¢(0) = 1, és %]E) = i*E¢F ) ha
. t=0
E|¢)* = 0. Ezt onnan lathatjuk, hogy a ¢(t) = [ e dF(x) formulat k-szor szukcesszive

d*o(t)
dtk
szamot ebbe a formuldba. Az E|¢F| < oo feltétel azt biztositotta, hogy a fenti szamolds

jogos, fel lehet cserélni az integralast és differencialast.

Ezért, ha B¢ = 0, B2 = 1, akkor a Taylor sorfejtés alapjan ¢(t) = Fe'&t =

12 t 12 2 t 2 2\ \"
1—— 12 — ) =1- = ). i nf ) =(1- — - =
oo (Jn) =gyt () e () = (3 ()

e~t"/2. Ezért létezik a hatareloszlas, melynek karakterisztikus fiiggvénye e /2 Ez a
standard normélis eloszlas karakterisztikus fiiggvénye, és ez adja a centralis hatarelosz-
lastételt.

derivélva kapjuk, hogy = [ike'® dF (z) képletet, és behelyettesitjik a t = 0

Kis kitérd: A nagy szamok gyenge torvénye

Lattuk, hogy az hogy X, valdsziniiségi valtozdk sorozata sztochasztikusan egy
(determinisztikus) a konstanshoz tart ekvivalens azzal, hogy e valdsziniiségi valtozdk
sorozata eloszlasban tart a szamegyenes a pontjaba koncentralt mértékhez. Ez pedig az
Alaptétel szerint azzal ekvivalens, hogy ezek a valésziniiségi véltozdk 1, (t) = EeX»
karakterisztikus fiiggvényei az a pontba koncentralt mérték karakterisztikus fliggvényé-
hez, azaz az e'® fiiggvényhez tartanak.

Legyenek &, £ = 1,2,..., fliggetlen egyforma eloszlasi valdszintliségi valtozok
n .
sorozata, S, = > &, n = 1,2,..., jeldlje ezek részletosszegeit, és ¢(t) = Ee' a
k=1
& karakterisztikus fiiggvényét. E sorozat akkor és csak akkor teljesiti a nagy szamok

gyenge torvényét, azaz az — atlagok akkor és csak akkor tartanak sztochasztikusan

t )
egy —00 < a < oo szamhoz, ha teljesiil az lim ¢ —) = ¢ minden ¢ szdmra. Némi
n—00 n
szamoldssal belathatd, hogy ez ekvivalens azzal, hogy a karakterisztikus fiiggvény a
nulléban derivalhatd, és ez a differencidlhanyados ¢’(0) = ia. Ez az eredmény azon-
ban nem teljesen kielégito, ugyanis altalaban nem a karakterisztikus fiiggvényt, hanem
az eloszlasfliggvényt ismerjiik. Ezért hasznosabb a kévetkezo a Fourier transzormaéciéd

tulajdonsagain alapulo tétel.

Tétel. Legyenek &, k= 1,2,..., figgetlen, F eloszldsu valdsziniiségi valtozok sorozata.
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Ez akkor és csak akkor teljesiti a nagy szdmok gyenge torvényét, azaz a — Y & dtlag
N k=1

akkor és csak akkor konvergdl sztochasztikusan n — oo esetében eqy a szamhoz, —oo <

a < oo, ami ekvivalens azzal, hogy a ¢(t) = Ee®& karakterikus fiiggvény derivdlhato az
origéban, és ¢'(0) = ia, ha

lim z [F(—x)+ (1 - F(z))] =0, és lim zF(dz) = a.

r—r 00 uU— 00

Ez az eredmény és a mult alkalommal targyalt eredmény a nagy szamok erGs
torvényérol lehetdséget ad olyan példa konstrualasara, mely teljesiti a nagy szamok
gyenge torvényét, de nem teljesiti a nagy szdmok erds torvényét. Valdéban, legyen &y,
kE=1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valészinliségi valtozok sorozata melyeknek
létezik f(x) stirtiségfiiggvénye, melyet a kovetkez6 képlet ad meg. f(z) = m, ha
lz| > 2. f(z) =0, ha |z| < 2, a C konstanst pedig ugy valasztjuk, hogy [ f(z)dz = 1.
Ekkor E|&1| = [|z|f(z)dx = oo, (Miért?) ezért nem teljesiil a nagy szdmok erds
torvénye. Az elobb kimondott, de nem bizonyitott tételbol kovetkezik, hogy ez a sorozat
teljesiti a nagy szamok gyenge torvényét. De ezt az allitast be lehet latni kozvetleniil
is. Errél szol a kovetkezd (nem kotelezd) hazi feladat.

Legyen &, k= 1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valészinliségi valtozdk soro-
ha |z| > 2. f(x) = 0, ha |z| < 2, képlettel megadott
Cdx m

stirtiségfiggvénnyel. (/ ealal — 1.) Definidljuk az S, = > &, n =
e >2 |z]log |z] F=1

zata, az f(a:) = m,

. ) Sn o, :
1,2, ..., részletosszegeket. Léassuk be, hogy az — atlagok sztochasztikusan tar-
n

n

tanak nulldhoz, azaz minden ¢ > 0 szamra P (
n

>5)—>O,han—>oo.

. = =(n = =(n) e
Segitség: Legyen &, = & = &I (|6 S an), & =& = &I (6] > an), 65 S, =
Y &, S = . &, Ekkor P(ISu| > en) < P(|S,] > 5n) +P<]§n| > §n) <
k=1 k=1
Var S,

22

1
an = n) j6 becslést a P(|S,,| > ne) valdsziniiségre.

+ nP(gl # 0). Adjunk az a,, konstans alkalmas megvalasztasdval (példaul



