Kittlizott feladatok

1.”

Adott egy urna, és abban 7 piros és 3 fehér golyé. Egymaés utan huzunk ebbél
az urnabdl. Minden htuzas utan a kihtzott golyoét visszadobjuk egy masik azonos
szinl golyoval egyiitt. Mi az els6 tiz huzas soréan kihuzott piros golydk szaméanak

a.) varhaté értéke,
b.) szérasnégyzete.  (Kitlizve szeptember 21-én.)

Legyenek Aq,..., Ay fliggetlen események egy (2, A, P) valdszintiségi mez6n. Fe-
jezzik ki a P(Ay + - -+ 4+ Ay) valdsziniiséget a P(A;), j = 1,..., k, val6szinliségek
segitségével.  (Kitiizve szeptember 21-én.)

Legyenek adva valamilyen Ay, ..., A, események egy ({2, A, P) valésziniiségi mezén.
Az Ay, ..., A, események akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha ezek xa4,,...,Xxa4,
indikdtor fliggvényei fiiggetlen valdszintiségi véltozok.  (Kitlizve szeptember 28-
an.)

Definialjuk az 2, A, P) valdszinliségi mezot a kdvetkezé médon: 2 = [0,1], Aa[0,1)
intervallum Borel mérheté részhalmazainak a o-algebraja, P a Lebesgue mérték,
azaz P([a,b)) = b—a, ha 0 <a <b< 1. Advaegy x € [0,1) pont (azaz elemi

x &
esemény), irjuk fel ezt a szdmot z = O.e1e3e3--+ = > 2—: végtelen “kettedes”-
k=1

tort alakban, ahol ¢, = 0 vagy ¢, = 1, k = 1,2,.... (Az egyértelmi felirds
érdekében abban az esetben, ha egy szamot kétféleképpen irhatunk fel, a sorozat
végén vagy csupa 0-val vagy csupa 1-gyel, akkor irjuk fel ezt a szamot a végén
csupa egyessel.) Definidljuk a &, = &,(x), n = 1,2,..., valdsziniiségi valtozokat a
kovetkez6 modon. Legyen &,(z) = 0, ha az x = 0.e1e2e3... “kettedes-tort” n-ik
szamjegye 0, £,(x) = 1, ha ez a szdmjegy 1. Léassuk be, hogy &,, n = 1,2,...,
fiiggetlen valdszintiségi véltozok, és P(&, = 1) = P(&§, = 0) = 3. (Kitlizve
oktéber 5-én.)

. Legyenek &1,&,, ..., olyan fiiggetlen valdsziniiségi valtozok, melyekre P(&,, = 0) =

P&, = 1) = =. Legyen tovdbba 7 a &,, n = 1,2,..., valésziniiségi valtozoktdl
fliggetlen valdszintliségi valtozo, amelyik pozitiv egész értékeket vesz fel. Lassuk be,
hogy a véletlen indexii &, valdszintiségi véltozo teljesiti a P(&, =0) = P({, = 1) =
5 relaciot.  (Kitiizve oktéber 5-én.)

Lassuk be, hogy
ZOO N\ n _ kzoo —k—1 n_ _k —k—1

ha |x| < 1, és szamitsuk ki ennek az azonossidgnak a segitségével az oktober 5-i
gyakorlat elsé feladataban vizsgalt valdszintiséget az ott szereplé Osszeg explicit
kiszdmitasaval.  (Kitlizve oktéber 5-én.)

A * jelzésti feladatok nem kotelezéek.
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Legyen &1, &2, . .. valdszintiségi valtozdk sorozata egy (€2, A, P) val6szintiségi mezon.
Ekkor az
A=A(a) = {w: limsup &, (w) = a}

n—oo

esemény eleme a A o-algebranak, tehat létezik a P(A) valoszintség.  (Kittizve
oktéber 12-én.)

Konstrualjunk olyan ¢ valdszintiségi valtozét alkalmas (2, .4, P) valésziniiségi me-
z6n, melyre FE2 < oo, de BE€* = 0o, (Kitiizve oktéber 12-én.)

Tekintsiink egy szabélyos pénzdarab egymas utani (fliggetlen) feldobasabdl szarma-
z6 10 000 hosszisagu fej-iras sorozatot. Adjunk becslést a Chebishev egyenlétlenség
segitségével annak valdszintiségére, hogy a fej-dobasok szamanak eltérése a vart
5000 szamtdl legalabb 100-zal, illetve legalabb 200-zal eltér! Milyen becslést ad
ezekre a valészinliségekre a centrdlis hatareloszlastétel? (Haszndljunk normalis
eloszlas fliggvény tablazatot! Ilyen tablazat taldlhaté példaul Rényi Alfréd Va-
l6szinliségszamitas cimi konyvének a végén, de valdsziniileg a statisztika jegyzet is
tartalmaz ilyen tédbldzatot.)  (Kitlizve oktéber 12-én.)

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk egymas utdn 10 alkalommal. Kiszamitjuk a

10 dobés eredményének az osszegét. Mi ezen véletlen Osszeg négyzetének a varhato
értéke?  (Kitiizve oktéber 19-én.)

Legyenek &1, ..., &, egész értékil valoszintliségi valtozdk, melyek tetszéleges kq, ... ,
k, egész szamokra, és az 1,...,n tetszoleges permutacidjara teljesitik a

P& =Fi1,...,6n = kn) = P&y = k15 &n(n) = kn)

azonossagot. Ekkor tetszéleges 1 < i < j < n szadmokra a (£1,&2) illetve (&;,&;)
vektorok eloszldsa megegyezik. Ezért E¢;&; = E&&, ES = EE;. (Kittizve
oktéber 19-én.)

Valészintiségi valtozok &,,, n = 1,2, ..., sorozata, akkor és csak akkor konvergal egy

val6szintiséggel egy £ valdszintiségi valtozéhoz, ha az n,, = sup |§; — | valdsziniiségi
k>n
valtozok sorozata sztochasztikusan konvergal nulldhoz, azaz minden € > 0 szamra

P ( im sup [& — | > 5) =0. (Kitiizve oktéber 19-én.)

A € valészintliségi valtozénak akkor és csak akkor létezik véges méasodik momen-
o0

tuma, ha > nP(|¢| > n) < oo. Altaldnosabban E|¢|* < oo valamilyen k =

n=1
1,2,..., szdmra akkor és csak akkor, ha > n*71P(|¢] > n) < co.  (Kittizve
n=1
oktéber 19-én.)

Egy F(z) eloszlasfiiggvény p(t) = [ €' dF(x) karakterisztikus fiiggvénye, —oo <
t < 00, folytonos, sét egyenletesen folytonos fliggvény a szdmegyenesen.  (Kitlizve
november 2-4n.)
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Legyen &, k= 1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valészintliségi valtozdk soro-

, ha |z| > 2. f(z) = 0, ha |z| < 2, képlettel megadott

v s e , Cdx
stirliségfiiggvénnyel.  ( -
z|>2 || log|z]

zata, az f(x) = m

= 1.) Definidljuk az S, = > &, n =
k=1

Sn :
1,2,..., részletosszegeket. Lassuk be, hogy az — &tlagok sztochasztikusan tar-

S,
tanak nulldhoz, azaz minden ¢ > 0 szamra P < —n‘ > 5) — 0, ha n — oo.
n

n = =(n) o~
Segztseg Legyen & = ]i ) _ el (|| < an), &, =& = &l (|| > an), és S, =
3 & Su = 3 & Bikor P(S,] > en) < P(1Su] > 5n) + P (|50 > $n) <
VarS

+ nP(& # 0). Adjunk az a,, konstans alkalmas megvalasztasdaval (példaul
* 2
T
an = n) jo becslést a P(|S,| > ne) valdszintiségre.  (Kitiizve november 9-én.)
Legyen & 5, 7 = 1,...,ny valoszinliségi valtozok szériasorozata, melyek rogzitett
k-ra fiiggetlenek. Tegyiik fel ezen kiviil, hogy
(1) A &, ; valoszintiségi véltozok nem-negativ egész értékeket vesznek fel, P(&y ; =
1) = Xij, P(€; > 2) =0(Ak,5), 1 < j < ny, és aof-) egyenletes j-ben.
(ii) lim sup Ax; =0
k—oo 1<_7 <’I’Lk

(iii) lim Z)\kj—>)\>0

k—)oo

Ekkor az Sy, = Z &k,; valoszinliségi valtozok eloszldsban konvergdlnak egy Poisson
j=1

eloszlasi valoszintiségi valtozohoz A paraméterrel.  (Kit{izve november 9-én.)

Ha a £ valdészintliségi valtozé exponencidlis eloszlasi A > 0 paraméterrel, azaz

stirliségfiiggvénye f(u) = Ae™™*, ha u > 0, f(u) = 0, ha u < 0, akkor ¢ karak-

terisztikus fliggvénye p(t) = P (Kitiizve november 9-én.)
—1

Lassuk be a (karakterisztikus fiiggvény mddszer felhasznalasadval), hogy ha &) A

paraméterii Poisson eloszlasi valdszintliségi valtozo, akkor a valoszinliségi

valtozok eloszlasban konvergalnak a standard normalis eloszldshoz A — oo esetén.
(Kittizve november 9-én.)

Ha a & valdszinliségi valtozé negativ binomidlis eloszlasi n = 1 és p paraméterrel,

0<p<l1,azaz P(¢ = k) = p*(1 —p), k = 0,1,2,..., akkor ¢ karakterisztikus

fiiggvénye @(t) = 1 —_psi . (Kittizve november 9-én.)

Ha a £ valdszintiségi valtoz6 negativ binomidlis eloszlasu n és p paraméterrel, ahol

k—1
n > 1 egész szdm, 0 < p < 1, azaz P({ = k) = <n+k )pk(l -p)" k=



21.*

22.F

1 —
0,1,2,..., akkor ¢ karakterisztikus fiiggvénye o(t) = (1 P

n
— ] . (Kitiizve
— pezt )

november 9-én.)
Definidljuk a kévetkezé (2, B, P) val6sziniiségi mezét: ©Q = [0,1], B a Borel o-

algebra [0, 1]-en, és P a Lebesgue mérték. Definidljuk a kovetkezé & és n valdszint-
ségi valtozdkat ezen a mezén: &(z) = &1 (x),

_[&(l—=z) haO<uw
"“)‘{w—%) ha § <

Léssuk be, hogy £ és n normalis eloszlasi valdszintiségi valtozok, de a (&,n) vektor
nem normalis eloszlasu valdsziniiségi vektor.

Segitség: Egy lehetséges magyarazat arra, hogy a (£,n) vektor nem normalis az,
hogy P(§+n=0)=14. (Kitlizve december 7-én.)

Legyen A tetszOleges k x [ téglalap métrix, (zaz nem tessziik fel, hogy k = [),
n1,...,n figgetlen, standard normalis eloszlasu valészinliségi valtozok. Ekkor az
(&1,..., &) = (M1, ...,m)A véletlen vektor nulla varhaté értékii normélis eloszlasi
valoszinliségi valtozo.

Segitség: frjuk fel a (&1, ..., &) véletlen vektor karakterisztikus fliggvényét. Lassuk
be, hogy ez egy ¥ = A* A kovarianciamatrixu nulla varhaté értékii normalis elosz-
lasu véletlen vektor. Specidlisan, A*A pozitiv szemidefinit matrix az altalanos
(téglalapmétrixokra is érvényes) esetben.  (Kitilizve december 7-én.)



