A december 7-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

Mivel egy véletlen vektor eloszlasat meghatarozza annak karakterisztikus fliggvé-
nye, a normalis eloszldsu valészintiségi valtozo karakterisztikus fliggvényének viszonylag
egyszerli alakjabdl sok egyszerii, de fontos kovetkeztetést lehet levonni. Erdemes ezt
a karakterisztikus fliggvényt tomor matrix és vektor jelolésekkel felirni. Jelolje egy
(&1,...,&k) k-dimenzids normalis eloszldsu véletlen vektor kovariancia métrixat egy 3
métrix (My,..., My) = (E&,. .., E&,) varhaté érték vektorat egy M vektor, és jeloljiik
két

u=(uy,...,ux) €ER*" é wv=(v1,...,vp) € R"
vektor uivy + -+ - + upvy skaldrszorzatat (u,v)-vel. Ezekkel a jelolésekkel a (&1, ...,&k)
normaélis eloszlasu véletlen vektor karakterisztikus fiiggvénye a t = (1, ...,tx) pontban

13"

oty ... te) = p(t) = exp{— +i(M,t)}.

E formuldbdl azonnal lathatd, hogy egy normalis eloszlasu valészintiségi vektor eloszla-
sat meghatarozza annak kovariancia métrixa és varhaté érték vektora. Jegyezziik meg,
hogy egy normélis eloszlasu vektor eléallithaté (11, ..., nx) A+ M alakban alkalmas k x k
matrix-szal, fliggetlen standard normalis 71, ..., ng valdészinliségi valtozokkal és M vek-
torral. Ekkor az A matrix és M vektor meghatarozza a normalis eloszldasu valészintiségi
vektor eloszlasat, mert X = A*A. Ennek az allitasnak a megforditasa viszont nem igaz,
mert a Y. = A* A egyenlet nem hatdrozza meg az A matrixot. (Lasd az el6z6 gyakorlaton
targyalt Lemma utdni megjegyzést.)

A fenti formula egyik egyszerti, de fontos kévetkezménye az, hogy ha (&1,...,&)
normalis eloszlasu véletlen vektor, melynek kovarianciamatrixa egy >, matrix, varhato

értéke egy M = (Ml(l), . ,M,g”) vektor, (71,...,mk) szintén normadlis eloszlasu
véletlen vektor, melynek kovarianciamétrixa egy Yo matrix, varhat6 értéke egy M(?) =
<(Ml(2), e ,Mé2)> vektor, és a (&1,...,&k) és (M1, ...,nk) véletlen vektorok fliggetlenek,

akkor a (&1 + m1,...,& + M) véletlen vektor is normalis eloszldst 31 + X5 kovarian-
ciamétrix-szal és M) + M@ virhaté értékkel. Ez az &llitds, mely az egydimenzids
normalis eloszlasi valészinliségi valtozok egyik fontos tulajdonsidgdnak tobbdimenzids
altaldnositdsa, azonnal kiolvashaté abbdl a ténybdl, hogy a (141, ..., &k + k) véletlen
vektor karakterisztikus fiiggvénye a (&1,...,&k) és (m1,...,nk) véletlen vektorok karak-
terisztikus fliggvényeinek a szorzata.

Tovabba a normalis eloszlasi valdszinliségi valtozok karakterisztikus fliggvényének
alakjabdl kovetkezik, hogy ha egy normadlis elozlasu véletlen vektor bizonyos koordinatai
korrelalatlanok akkor ezek a koordinatak egyben fliggetlenek is. Hangsulyozzuk, hogy
ez az allitas tetszOleges, nem feltétleniil normalis eloszlasi vektorra nem érvényes. A
fiiggetlenséghdl mindig kovetkezik a korreldlatlansag, de megforditva ez nem igaz. A
korrelalatlansag a fliggetlenségnél joval gyengébb tulajdonsag.
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A fenti allitas bizonyitasa el6tt lassunk egyszerii példat arra, hogy a korrelalatlansag
gyengébb allitas mint a fliggetlenség. Egy lehetséges konstrukciot kapunk, ha véges
sok, de legalabb harom értéket felvevé valdsziniiségi valtozokat tekintiink. Akkor a
korreldlatlansag egy azonossag teljestilését koveteli meg (azon kiviil, hogy a valészintiségi
véaltozok altal felvett értékek valdsziniiségeinek Osszege egy). Ezért némi szdamoldssal
megvalaszthatjuk a valdszintiségeket gy, hogy ez az azonossag teljesiiljon, de a fligget-
lenséget koveteld (sokkal tobb) azonossdg mindegyike ne teljesiiljon. Taldn tanulsidgo-
sabb a kovetkezd példa. Legyen az (2, .4, P) valdsziniiségi mez6 a [0, 1] intervallum a
szokésos Borel o-algebraval és Lebesgue mértékkel. Legyen &(x) = cos(2mz), n(z) =
£(2x) = cos(4mwx). Mint azt analizisbdl tanultuk, a trigonometrikus fiiggvények (teljes)
ortogondlis rendszert alkotnak, a [0,27] intervallumban. Ez jelen esetben azt jelenti
specidlisan, hogy a fent definidlt (nulla varhat6 értékii) & és n valdszintiségi véltozok
korreldlatlanok. Viszont & és 1 nem fiiggetlen. S&t, a cos2a = 2cos? a — 1 azonossig
alapjan n(x) = 2¢(x)? — 1, azaz az n valdészinfiségi valtozé a & valésziniiségi valtozd
determinisztikus fiiggvénye.

Amikor normalis eloszlasi véletlen vektorok koordindtainak korrelalatlansaga és
fliggetlensége kozotti kapcsolatot vizsgaljuk, akkor tekintsiik az egyszerii jelolés érdeké-
ben azt az esetet, amikor az els6 j &,, 1 <u < j,ésazutols6 k—j &, k—j<v<k
valésziniiségi véltozdk korreldlatlanok, azaz F(§, — F&,)(§y — F&y) = 0, ha 1 < u <
j <wv <k. Ekkor a (§,...,&) matrix ¥ kovariancia matrixa a kovetkez& egyszeriibb

szerkezettel rendelkezik:
2= () (+)
S\ 0,2,

ahol ¥1 a €M) = (&1,...,&), ¥ a €@ = (&41,...,&,) véletlen vektor kovariancia
métrixa. Legyen M) = (B¢, ... E¢;), M®) = (B&yq, ..., E&), tY) = (..., 1)),
t@) = (tj11,...,t;), hat = (t1,...,tx) € R¥. Innen a (£y,...,&;) vektor karakteriszti-
kus fiiggvénye

t3t*

cp(t):exp{— 5 +z'(M,t)}
Wy, (1) @y, ()"
:exp{_w —|—i(M(l),t(l))}exp{—%+i(M(2),t(2))}

2 2

= o (tu)) 0o <t<2>> :

ahol ¢4 (t(l)) a & o, (t(2)) pedig a £ véletlen vektor karakterisztikus fiiggvénye.
A karakterisztikus fiiggvény aldbbi szorzatelallitasabdl kovetkezik a megfelelé kompo-
nensek fiiggetlensége.

Ennek az eredménynek a segitségével be fogjuk latni, hogy amennyiben (§,7), £ =
(&1, 58k), m = (Mm,---,m) k + 1 dimenzidés normélis eloszlasu valészintliségi véaltozo,
akkor létezik olyan A [ x k matrix, melyre a ( = £ — nA és az n vektor fiiggetlen.
Ez azt jelenti, hogy a & = ( + nA egyenloség a £ véletlen vektort elallitja, mint az n
vektor egy linearis transzformaltjat plusz egy az n véletlen vektortdl fiiggetlen normalis
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eloszlasi véletlen vektor Gsszgét. Mivel a (¢,n) véletlen vektor a (£,n) vektor linedris
transzformaltja, explicit képletben

co=ten(y 1)

ezért a ((,n) véletlen vektor is normalis eloszlasu. Az elézbek alapjan a ¢ és n vektorok
fiiggetlenségének biztositasdhoz elég belatni, hogy az A matrix alkalmas megvélaszta-
saval elérheté az, hogy a ( és n vektor koordinatéi korreldlatlanok, azaz a (¢, n) vektor
kovarianciamétrixa (+4) alaku legyen.

Az &llitds bizonyitasanak megértéséhez tekintsik el6szor a legegyszeriibb esetet,

azt amikor k = = 1. Ekkor a ( = & — Cov (§,m)
Varn

Cov (¢,n) = 0 relacidt, ezért n és ¢ fiiggetlen valésziniiségi valtozok. A tébb dimenzids
eset bizonyitasa hasonld, de az ebben az esetben felmeriilé linearis algebrai feladat
nehezebb.

Ha az (n1,...,m) véletlen vektor koordindtai korreldlatlanok (és ezért az egytittes
normélis eloszlasuk miatt fiiggetlenek is), akkor az el6z6 formula természetes médositasa

!
megoldja a problémat. Ekkor legyen ¢, =§, — > M

— Var
q=1 Tlq
Egyszerti szamolas adja, hogy ebben az esetben Cov ((p,n,) =0, 1 <p <k, 1<qg<I.

n valészintliségi valtozo teljesiti a

"7q71§p§/<?71§q§l.

Az altalanos eset visszavezethetd erre az esetre az 1 vektor alkalmas linearis transz-
formaltjat alkalmazva. Jelolje Yo az 1 vektor kovariancia matrixat. Megint fel fogjuk
hasznalni azt a linedris algebrai eredményt mely szerint a (pozitiv (szemi)definit) ¥,
matrix felirhaté Yo = UAU™* alakban, ahol U unitér A pedig diagondlis matrix. Be
fogjuk 1atni, hogy az 7 = (71,...,7k) = (n1, ..., Mk)U = nU vektor kovarianciamétrixa a
A diagondlis matrix. Masrészt egy ( vektor akkor és csak akkor fiiggetlen az n vektortdl,
ha fliggetlen a 7 = nU vektortdél. Ezért a ¢ vektort megvélaszthatjuk mint { = £ —nA =
¢ — nU A vektornak, ahol az A matrixot a diagondlis kovarianciamatrixi 7 véletlen
normalis eloszlast vektor altal meghatarozott linearis transzformécié hatarozza meg,
azaz az A = (aq,p) matrix az az | x k méretli matrix, melyre a,, = %ﬁ%’nq),
1<p<k 1<qg<l !

Ezért az allitast bebizonyitjuk, ha megmutatjuk, hogy az 1 = nU véletlen vektor
kovariancia métrixa a diagonalis A matrix. Ez kovetkezik az alabbi viszonylag egyszerti,
de egyébként is hasznos allitdsbdl. Legyen a & = (&1,...,&) I-dimenziés véletlen vek-
tor, melynek kovariancia métrixa X, n = (n1,...,m) = €A, ahol A = (apq) | X 1
méretli matrix. Ekkor az n vektor kovariancia méatrixa az A*3 A matrix. Valéban az
n kovariancia matrixdnak p-edik sordban és ¢-ik oszlopaban allé elem Cov (1,,1n,) =

1ol
D0 > aupCov (€usén)ang, 1 < p,q <1, és ez az A*X A matrix megfeleld eleme.

u=1v=1
Egy tobbdimenzids normaélis eloszlast valésziniiségi vektornak (jeldlje a dimenzidt
a k szam) szam akkor és csak akkor van stirliségfiiggvénye, ha ennek a vektornak a 3
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kovarianciamatrixa invertalhaté. Megjegyezziik, hogy az a tény, hogy a ¥ kovarian-
cia méatrix invertalhat6 ekvivalens azzal, hogy pozitiv definit, és nem pusztan pozitiv
szemidefinit. Ezt legegyszertibben onnan lathaté, hogy ¥ = UAU* alakban irhaté
egy U unitér és egy A nem-negativ elemeket tartalmazé diagonalis matrix-szal. A X
métrixnak mind az invertdlhat6sdga mind a (szigorian) pozitiv definit volta azzal ek-
vivalens, hogy a fenti A diagonali matrix nem tartalmaz a diagonalisban nulldt. Ha a
normalis eloszlasi véletlen vektor kovarianciamatrixa egy invertdalhato ¥ matrix varhaté
értéke egy M vektor akkor e vektor striiségfiiggvényét a

1 - {_@; — M)S Nz — M)*}

f(a:l,...,xk)zm 5

(++)

képlet adja meg, ahol x = (z1,...,2%), ¥~! a ¥ métrix inverzét, Det ¥ pedig a &
matrix determindnsat jeloli. Erdemes ezt a képletet 6sszehasonlitani az egydimenzids
normalis stirliségfiiggvénnyel. Az egydimenziés esetben az exponensben szereplé ——
o
Ya* 1
kvadratikus forma felel meg, a
V2mo

kifejezésnek a tobbdimenzids esetben az —

norméalé faktornak pedig az -t kifejezés felel meg.
(2m)FDet 2

Az, hogy a ¥ matrix nem invertalhatd, ekvivalens azzal, hogy Det ¥ = 0. Ekkor
a Y = A*A egyenletet kielégité A matrixra, Det A = 0, azaz az A matrix sem in-
vertalhatd, tehat létezik olyan x = (x1, ..., zx) vektor, melyre xA = 0. Egy ¥ kovarian-
ciamétrixi és M vérhaté értékii véletlen vektor eloszldsa megegyezik egy (&1, ...,&,) =
(M1,...,mk)A + M vektor eloszldsaval, ahol ¥ = A*A, és ny,...,n; fliggetlen, standard
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok. Ha a X és ezért az A matrix nem invertalhato,

k _
akkor létezik olyan (z1,...,xy) vektor, melyre > x,(£, — M,) = 0 egy valoszintiséggel.
Ez azt jelenti, hogy a (&1, ...,&), illetve a vele azonos eloszlasu (1, . . ., &) véletlen vek-

tor egy valdszintiséggel egy hipersikra van koncentralva, ezért nincs stiriségfiiggvénye.

Ha a normalis eloszlasu valészintiségi valtozé X kovarianciamatrixa invertalhato,
akkor annak stirtiségfiiggvényét kiszamithtatjuk egyszerii integraltranszformécio segit-
ségével.

Egy fliggetlen standard normalis eloszldsi valdszintliségi vektor stirtiségfiiggvénye

1 Y.y :
Py) = el ue) = G eXP{—( )}, ahol y = (y1,...,yx), egy ¥ kovari-

2
anciamatrixi és M = (My,..., My) varhaté értékii normalis eloszldsi valdszintiségi
vektort definidlhatunk £ = (&3,...,&) = nA + M alakban, ahol A*A = X. Alkalmazva
az r = yA + M transzforméciét x = (xq,...,x) jeloléssel kapjuk, hogy tetszéleges

mérheté B C R* halmazra

P(eB)=P(ne(B-M)A™") = /( ep A o(y) dy
Y1, Yk — -

= o((z—M)A ") dx
det A (z1,...,x1)EB ( )
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alakt, ahol Det A az © = yA + M leképezés Jacobian-ja.
E formulabdl kiolvashatd, hogy a vizsgalt normalis eloszlasu valdszinliségi valtozéd
et A ((x — M)A™"') figgvény. Annak érdekében, hogy bebi-
e

zonyitsuk a (++) formuldt vegyiik észre, hogy mivel & = A* A, ezért Det ¥ = (Det A)?,
tovabba

strliségfiiggvénye a

1 r— M)A (x — M)A™!

p((a—MA™Y) = (27T1)k/2 exp {— (= M) 2( M) ) }

1 x— M)A™ (A7) (z — M)

= o) expq — 5

1 (x — M)(A*A)~L(x — M)*

" enpr P {‘ 2 }

1 (x — M)S Yz — M)*
~ e 2 }

A tobb-dimenzids normalis eloszlas eloszlas targyaldsat két nem kotelezd hazi fel-
adat megfogalmzazasaval fejezziik meg.

Egyrészt megjegyezziik, hogy egy tobb-dimenzids normalis eloszlasu valdszintiségi
vektor koordinatai normalis eloszldsiak. Viszont ez az allitds nem fordithaté meg.
Létezik olyan tobbdimenziés valészintiségi vektor, melynek koordinatai normaélis elosz-
lasiak, de a véletlen vektor nem normalis eloszlast. Egy ilyen vektorra ad példat a
kovetkezo nem kételezo hazifeladatként megfogalmazott példa.

Definidljuk a koévetkezé (2, B, P) val6sziniiségi mezét: Q = [0,1], B a Borel o-
algebra [0, 1]-en, és P a Lebesgue mérték. Definidljuk a kovetkezd & és n valdszinti-
ségi valtozdkat ezen a mezén: &(x) = & 1(x),

(&1 -2) ha0<z<
10 ={ o ) e

Léssuk be, hogy £ és n normalis eloszldsi valdszintiségi valtozok, de a (€, n) vektor
nem normélis eloszlasu valdszintiségi vektor.

Segitség: Egy lehetséges magyardzat arra, hogy a (£,7n) vektor nem normalis az,
hogy P(§ +1=10) = 3.

Végiil az utolso feladat.

Legyen A tetszbleges k x [ téglalap matrix, (azaz nem tessziik fel, hogy k = [),
N1, ...,n figgetlen, standard normalis eloszlasu valészinliségi valtozok. Ekkor az
(&1,.--,&) = (M, ..., m)A véletlen vektor nulla varhaté értékii normalis eloszldsi
valoszinliségi valtozo.



Segqitség: frjuk fel a (&1, ..., &) véletlen vektor karakterisztikus fliggvényét. Lassuk
be, hogy ez egy ¥ = A* A kovarianciamatrixu nulla varhaté értékii normaélis elosz-
lasu véletlen vektor. Specidlisan, A*A pozitiv szemidefinit matrix az altalanos
(téglalapmétrixokra is érvényes) esetben.

Kiegészités a december 7-i szeminariumhoz

Egy tobbdimenziés normalis eloszléds stirtiségfiiggvényének kiszamitasa soran kide-
riilt, hogy jobban meg kell érteniink egy a tobbvaltozos fiiggvény transzformaéltjanak
az integraljat kifejezo formulat. Részletesebben megfogalmazva a kovetkezd kérdésrol
van szé: Legyen T(z1,...,21) = (Y1,...,yx) € R* az R* euklideszi tér egy “szép”
transzforméciéja 6nmagéba, és legyen f(yi,...,yx) k-véltozos fiiggvény a képtéren.
Definidljuk ennek az f(y1, ..., yx) fliggvénynek a T transzformacio szerinti g(x1, ..., xx)
6sképét a g(z1,...,x25) = f(y1,-.-,Yk), ha (y1,...,yx) = T(x1,...,z) képlet segitsé-
gével. Azt akarjuk megérteni, hogy hogyen lehet az f(y1,...,yr) fliggvény integraljat
azaz az

. fyr, - yk)dyr ... dyg

kifejezést az eredeti (zq,...,x) téren a g(z1,...,x) alkalmas fliggvényének az in-
tegraljaként kiszamitani.

Az eredmény megfogalmazdsa érdekében definidljuk az (y1,...,yx) = T(z1,...,2k)
Jacobian-jat. Koordinatanként kifrva az R* k-dimenzidés térnek a k-dimenziés térbe
vald a T leképezését a kovetkezd jelolést alkalmazhatjuk: y; = T,(x1,...,2x), j =
1,...,k. Tekintsiik azt az RF téren definidlt A(xy,...,7) k x k méretii métrixot,
8Tj(:c1, ce ,ibk)

(9.(172'
derivalt az (x1,...,xx) pontban. A T transzformécié J(T)(x1,...,xx) Jacobian-ja
az (x1,...,xx) pontban az A(xq,...,x,) matrix determindnsanak az abszolut értéke.
Miel6tt az alabb targyalandé formuldt megfogalmaznank, értsiikk meg az A(xq,...,xx)
matrix és J(T)(xq,...,x,) Jacobian szemléletes tartalmat.

melynek a j-ik sordnak és i-ik oszlopaban szereplé eleme a parcialis

Adva egy (z1,...,2;) pont az R* k-dimenziés térben, és kis hq,...,hs, szdmok,
akkor
T(x1 + h1,. ..,z + h) — T(x1,...,25) = (h1,..., hg) A(z1, .. ., xk)
+ elhanyagolhatéan kis hiba,

(1)

azaz az A(xi,...,x)) matrix a szdmegyenesen értelmezett fliggvények derivaltjanak
természetes altalanositdsa. Ennek kovetkezménye, hogy a hq - - - hy térfogati [z1,x1 +
hi] X -+ X [k, zp+p] téglatest képe a T transzformdcié hatasara j6 kozelitéssel egy
J(T)(x1,...,xK)h1 - - - by térfogatd tartomany. Ugyanis az (1) formula alapjan ez a
tartomany jé kozelitéssel a

T(x1,... 2e) + ([0, ha] x - x [0, h]) Az, ..o o)
a T(xy1,...,xx) pontba eltolt hy ... hpJ(T)(z1,...,xx) térfogati parallelepipedon.

6



Ez a geometriai kép, illetve a tobbdimenzids integral definici6ja (felosztjuk a B C
RF teret kis atméréji diszjunkt tartoményok uniéjira, ezen tartoméanyok térfogatét
megszorozzuk az integralando fiiggvény értékével e tartomany valamelyik pontjaban,
majd Osszegeziink) sugallja az aldbbi formuldt, melyet ennek a heurisztikus érvelésnek
a finomitdsaval (enyhe feltételek kikotése mellett) be lehet bizonyitani.

/f(yl,...,yk)dyl...dyk
:/ om) @

(z1,ey2k) s T(21,0-0,28)=T(21,...,Tk) j(T)(Zh <o 7Zk)

Valéjaban a tobbdimenzids normalis eloszlas stirliségfliggvény kiszamitasaban ennek az
eredménynek csak egy specialis egyszerii esetét hasznaltuk. Egy linearis transzforméciot
Tz = 2B + M alaki linedris transzforméciét tekintettiink. (Esetiinkben egy B = A~1
alaki maétrixot, egy alkalmas matrix inverzét tekintettiik.) Ebben az esetben a (2)

formula sokkal egyszer(ibb alakid. Ekkor a Jacobian nem fiigg az (z1,...,xx) ponttdl,
hanem |Det Bl-vel egyenld. Az f(y1,...,yr) fiiggvény (x1,...,71) Osképe is nagyon
egyszeriien kiszamolhaté, g(z1,...,zx) = f((x1,...,2,)B + M). Tovibba mivel a fenti

T transzformécionak egyetlen 6sképe van, a (2) formula jobboldaldn a nevezd sokkal
egyszeriibb ebben az esetben. Ez a

1

i = J(T)(z1,...,zr) = |Det B

(215--y2k) s T(z1,..,28)=T(x1,...,2k) j(T)(Zh R Zk)

kifejezés.



