Kiegészités a Valdszinliségszamitas el6adassorozathoz

Attekintés a felhasznadlt linedris algebrai ismeretekrol.

A valészinliségszamitas (és a matematika) bizonyos kérdéseiben fontos szerepet
jatszik a linearis algebra néhany fogalma és eredménye. Egyrészt meg kell érteni az
euklideszi tereken értelmezett bilinearis fiiggvények fogalmat, ezek kapcsolatat a linearis
transzformacidékkal, matrixokkal, illetve az ezen fogalmakhoz kapcsolédé legfontosabb
eredményeket. Ezek az eredmények fontos szerepet jatszanak a tobb-valtozds valdszi-
niiségi valtozok (kiilondsen a tobb-dimenzids normalis eloszlasi valésziniiségi valtozok)
vizsgalatdban. Egy masik fontos, a valdszintiségi vizsgalatokban szintén hasznélt, és a
linearis algebrahoz kapcsolddé eredmény a tobb-valtozos integralok kiszamitasat segito,
az integralok értékét megOrzé integraltranszformacidk leirdsa. Ahhoz, hogy ezt az
eredményt megértsiik, eloszor a determinansok, pontosabban a matrixok determinan-
sainak szemléletes tartalmat kell megértentink. Az aldbbiakban ezeket a fogalmakat és
eredményeket tekintjiik at.

Egy tiptkus linedris algebrai modell.

El6szor tekintsiik a kovetkezo, a linearis tereket és az ott megjelend fogalmakat tar-

talmazé legjellemz6bb példat. Tekintsiik az (x1,...,xx) k hosszisdgu sorozatokbol alld
teret, és definidljuk két (z1,...,x) és (y1,...,yx) sorozat dsszegét, mint (x1,...,zx5) +
(y1,---syk) = (x1 + Y1, ., Tk + Yk), és egy (z1,...,x) sorozat szorzatat egy a kon-
stanssal mint «(zy,...,2r) = (ax1,...,axk). A k-hosszisigi sorozatok terét a fenti

miiveletekkel linedris térnek nevezzik, a tér elemeit, a k& hosszisagu sorozatokat pedig
(k-dimenzids) vektoroknak hivjuk. Jeloljiik Ej-val a fent definidlt linedris teret. Ha

bevezetjik két = = (z1,...,2%) és y = (y1,..-,yr) Er térbeli vektor skaldrszorzatat
k

is az (z,y) = Y xpyp képlettel, akkor az Ej linedris teret ezzel a skaldrszorzattal
p=1

egyltt euklideszi térnek nevezzilk. A skalarszorzat bevezetése azért hasznos, mert ez
lehet6vé teszi, hogy definidljuk egy vektor hosszat, két vektor altal bezart szoget, egy
a k-dimenzids térben tekintett (szép) halmaz térfogatat, azaz, hogy felépitsiik az Ej
tér geometriajat. Azt mondhatjuk, hogy a linearis tér és euklideszi tér kozott az a
lényeges kiilonbség, hogy a linedris terek fogalmat a minket koriilvevé vilag (tér) al-
gebrai strukturdjanak leirdsa érdekében vezették be, mig az euklideszi tér szamot ad
annak geometriai tulajdonsagairdl is.

A k-hosszu sorozatokbdl allé Ej, linedris térben definidlhatjuk a linearis operatoro-
kat és bilinedris fliggvényeket a kdvetkez6 médon: Egy Fy — Ej z = A(x) transzfor-
maciot linedris transzforméciénak neveziink, ha A(ax + By) = aA(x) + SA(y) minden
x € Ey, y € Ej vektorra valamint « és 3 szamra. Egy A(z,y), v € E, y € Ej
kétvaltozos valds (vagy komplex) szdm értékii fiiggvény bilinedris fliggvény, ha tel-
jesiilnek az A(azq + fz2,y) = aA(x1,y) + BA(x2,y), és Az, ays + By2) = aA(x,y1) +
BA(x,12) azonossdgok minden z; € Ey, x9 € Ey, y € Ej, vektorra, a, és 3 szémra,
illetve minden vy, € Fi, yo € Ei, x € Ej vektorra és a és (3 szamra, ahol z a z
komplex szam konjugaltjat jeloli. A kovetkezd mdédon tudunk definialni linedris transz-
formaciokat: Legyen A egy k x k méretli matrix. Akkor A(z) = zA, x € E}, linedris

1



transzformécié, ahol xA az x vektor és A méatrix szokdsos szorzatat jeloli. Hasonlbéan
egy A k x k méretlt matrix segitségével definidlhatunk egy bilinearis fiiggvényt, ha az
FE. térben bevezetjiikk a skalarszorzatot is, azaz Fj-t nemcsak linearis, hanem eukli-
deszi térnek is tekintjiik. Ezt a kovetkez6 mddon tehetjiik: Legyen A(x,y) = (zA,y),
ahol A vektor és méatrix szokdsos szorzatat, (-,-) pedig a skaldrszorzatot jeloli. Az
altalanos elméletbol kovetkezik, hogy az Ej téren minden linearis transzformaciét illetve
bilinearis fliggvényt meg lehet adni ilyen médon egy alkalmas A k x k& méretli matrix
segitségével. Megjegyzem, hogy a fenti fogalmakat és eredményeket természetes moédon
lehet &altaldnositani arra az esetre is, amikor az Ej térnek egy E; térbe vald linearis
leképezéseit akarjuk tekinteni, illetve olyan A(z,y) bilinedris fiiggvényeket akarunk
definialni, amelyekre x € Ey, y € E;, és a k illetve [ indexek kiilonbozoek is lehet-
nek. Viszont a minket érdekld problémak vizsgdlataban elegendd csak a k = [ esettel
foglalkozni.

A linedris algebra néhdny fontos fogalma és kérdése.

Megadjuk a linedris terek, euklideszi terek és a rajtuk értelmezett linearis transz-
formacidk, bilinearis fliggvények altalanos, ,,absztrakt” definicidjat, illetve a veliik kap-
csolatos legfontosabb eredményeket. Bar ez a definicié formalisan altaldnosabb, mint az
elobb tekintett példakban leirt eset, valéjaban be lehet latni, hogy tetszéleges linearis
tér, illetve euklideszi tér és a rajtuk definialt linearis transzformaciok illetve biliniaris
fliggvények izomorfak a fenti példaban tekintett modellek valamelyikével. Mégis érde-
mes az ,,absztrakt” definiciét bevezetni. Bizonyos problémaékat egyszeriibb és természe-
tesebb moédon lehet vizsgalni, ha az altalanos modellt tekintjiik, és annak strukturajat
jobban megértjiik.

Vezessiik be el6szor a linearis tér fogalmat. Egy X halmazt linedris térnek neveznek,
ha minden =z € X és y € X elemre, (amelyeket az irodalomban vektornak neveznek)
és a, valés (komplex) szamra, definidlva van az x +y € X 0Osszeg és az ax € X kons-
tanssal képzett szorzat. Tovabba megkoveteljiik, hogy ezek a miiveletek teljesitsék a
kovetkezé algebrai azonossagokat: z +y =y +x, v+ (y + 2) = (z + y) + z, létezik
0 € X, (a linedris tér null eleme), amelyre x + 0 = x, minden = pontnak létezik —z
inverze, amelyre = + (—z) = 0, (o + )z = azx + Bz, a(Bx) = (af)z, 0z = 0, azaz,
ha egy vektort beszorzunk a nulla szimmal akkor a nulla vektort kapjuk.) Valamely

k
x1,...,x, € X vektorokat linedrisan fliggetleneknek neveziink, ha a > ajz; = 0
j=1
egyenlet csak trividlis médon teljesiilhet, azaz csak akkor, ha mindegyik «; szdmra
(egylitthatora) a; = 0. Azt mondjuk, hogy az x1,...,x; vektorok generdtorrendszert
k
alkotnak, ha minden y € X el6éllithaté y = > apxy alakban. Ha az xq,..., x5 vek-
j=1
torok egyrészt generatorrendszert alkotnak, mésrészt linearisan fiiggetlenek, akkor ezen
vektorok rendszerét bazisnak hivjak. A linearis algebra néhany egyszeri eredménye
kifejezi a bazisok fontos tulajdonsagait. Ezen eredmények egyike szerint minden vektor
egyértelmien fejezheto ki, mint egy bazis elemeinek linearis kombinacidja. Egy linearis

térnek kiillonbozd bazisai 1éteznek. Viszont egy linedris tér minden bazisa ugyanannyi
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elembol all. Egy linedris tér bazisainak elemszamat hivjédk a tér dimenzidjanak. Mi csak
azzal az esettel fogunk foglalkozni, amikor a linearis tér dimenzidja egy véges szam.

A linearis algebra egyik fontos fogalma a linedris transzformécié. Egy X linearis tér
A: X — X onmagaba val6 leképezését linearis transzforméciénak nevezziik, ha minden
x € X ésy e X vektorra « és § (komplex) szamra (ax + fy)A = a(zA) + B(yA). (Az
irodalomban nem egységes a jeldlésrendszer, van ahol z A-t és van ahol Azx-et irnak.) Két
linearis transzformécio szorzatan a transzformaciék egymas utani alkalmazasat értjiik,
ami szintén linearis transzformécié.

Sok fontos vizsgdlat elvégzése érdekében érdemes bevezetni bizonyos extra-tulaj-
donsagokkal rendelkez6 linearis tereket, amelyeket euklideszi tereknek hivnak. Egy X
linedris tér euklideszi tér, ha értelmezve van benne egy skaldrszorzat, azaz, ha minden
x € X és y € X vektorra létezik egy az = és y skaldrszorzatanak nevezett (x,y) mennyi-
ség, amely valds (illetve altaldnosabb esetekben komplex) szam, és teljesiti a kovetkezo
feltételeket: (x,z) > 0, s6t (z,x) > 0, ha z # 0, (ax; + Px2,y) = a(z1,y) + B(x2,y),
(x,y) = (y,z), ahol Z a z komplex szdm konjugdltjat jeloli. A skaldszorzat lehet&vé,
teszi, hogy egy X euklideszi térben beszélhessiink egy x € X vektor |z| hosszardl,
amelyet az |z|? = (2, 2) formula definidl, valamint két z és y vektor szogérél, (specidlisan
— (&y)

= l=zllyl
x € X ésy € X vektorokat merdlegeseknek vagy mas szoval ortogonalisoknak nevezziik,

ha (z,y) = 0.

Definidlhatunk ugynevezett A(x,y) bilineéris fiiggvényeket is egy X euklideszi tér-
ben. Az A(z,y), x € X,y € X, valés vagy komplex értékii fliggvény bilinearis fiiggvény,
ha A(onz + asxa,y) = a1A(z1,y) + asA(22,y), és Az, 1yr + aoye) = i Az, y1) +
aoA(ze,y2). Valbjdban az el6bb definidlt bilinearis fiiggvényeket definidlhattuk volna
tetszoleges linedris térben is, mivel a definicié nem hasznalja a skaldrszorzat fogalmét.
Viszont az euklideszi terekben jobban jellemezhetdek a bilinedris fliggvények. Nevezete-
sen, ha tekintiink egy olyan A linearis leképezést valamely F euklideszi terbol 6nmagéba,
akkor a g(z,y) = (zA,y) figgvény, ahol (-,-) az euklideszi térben szereplé skaldr-
szorzatot jeloli, bilinedris fliggvény. S6t, igaz az a linedris algebraban nagyon fontos
eredmény, amely szerint minden bilinedris fiiggvény megadhaté ilyen moédon, és a bi-
linedris fliggvény egyértelmiien meghatarozza az 6t definidlé A linearis leképezést. (Ter-
mészetesen ez az eredmény csak euklideszi terekben fogalmazhaté meg. Maga az ered-
mény azon alapul, hogy minden az E euklideszi teret a szdmegyenesre képez6 g:] E — R
linedris leképezés megadhat6 g(x) = (e, z), © € E, alakban, és az ebben formuldban sze-
repl6 e € E vektort egyértelmiien meghatarozza a g(-) leképezés.)

merdlegességérél), amelyet a cos(x és y dltal bezart szog) formula definidl. Az

Ez azt jelenti, hogy euklideszi terekben a tér onmagaba képezo linearis transz-
formacidéi és bilinedris fliggvényei kozott kolesonosen egyértelmii megfeleltetés van. Ez
a megfeleltetés teszi lehet6vé leképezés transzpondltjanak és onadjungélt vagy unitér
lekpezések definicidjat euklideszi terekben. Ezeket a rendkiviil fontos fogalmakat e jegy-
zet késébbi részében ismertetni fogom.

Rogzitsiik egy X k-dimenzids X linedris tér vagy specidlisan euklideszi tér egy
e1,...,e; bazisat. Ha ismerjik egy A linedris transzformacié képét mindegyik e;,
1 < j < k, bazisvektorra, azaz ismerjik az osszes ajp, 1 < j,p < k, egyltthatot
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k
az e;A = ) ajpep, 1 < j < k, egyenletekben, akkor tetszoleges = vektor xA képét
=1
ki tudjuk gzémolni. A linearis algebra természetes és fontos problémai a kovetkezo
kérdések megvalaszolasa: Hogyan lehet ezt az zA vektort effektive kiszamolni, mi-
lyen szamolasokat kell végrehajtani, ha egy eq, ..., e, bazis helyett egy masik éq, ..., éx
béazisra tériink at, és ott akarjuk kiszamolni az A linearis transzformécié hatésat?
Mely bazis vélasztassal tudjuk a legegyszeriibben latni egy A linearis transzformacio
viselkedését?

Hasonl6 kérdések fogalmazhatéak meg egy az X euklideszi térben definidlt A(-,-)
bilinedris fiiggvény esetében. Be lehet latni, hogy egy k-dimenziés euklideszi térben
nemcsak bazis, hanem specidlis, igynevezett ortonormalt bazis is 1étezik, azaz meg lehet
adni, olyan ey, ..., e, bézist, amelyre (e;,e,) = 0, ha j # p, (ej,¢;) =1, 1 < j,p <
k. Bar nem lenne kotelezd, de ha euklideszi térben bilinearis fliggvényeket vizsgalnak
mindig ortonormalt bazisban dolgoznak. (fgy Orizziik meg az euklideszi tér geometriai
szerkezetét.) Ha rogzitiink egy ey, ..., e ortonormdlt bézist, akkor az A(e;,ep), 1 <
7,p < k, értékek segitségével ki lehet szamitani tetszoleges x € X és y € X vektorra
az A(z,y) bilinedris fiiggvény értékét. Itt is felmeriil a kérdés, hogyan lehet ezt a
szamolast effektive elvégezni, hogyan tudjuk kiszamitani a bilinearis fliggvényt, ha egy
ortonormalt bazisrél attériink egy masikra, és melyik ortonormalt bazisban tudjuk a
bilinearis fiiggvény viselkedését a legegyszeriibben latni.

A fent megfogalmazott kérdés euklideszi terekben definialt bilinedris fliggvények
jellemzésérdl természetes modon atfogalmazhatd, mint linedris transzformaciok jellem-
zése. Mint megjegyeztiik, egy X euklideszi térben természetes kolcsonosen egyértelmii
megfeleltetés 1étezik a tér onmagaba képezo linedris transzformacidi és az X téren defi-
nidlt bilinedris fliggvények kozott. Egy A linedris transzformécié és a (-, -) skalarszorzat
segitségével definidlhaté az A(x,y) = (zA,y) kifejezés, és ez bilinearis fliggvény. Meg-
forditva, tetszéleges A(-,-) bilinedris fiiggvény egyértelmiien felirhaté ilyen formaban
egy alkalmas A linedris transzformacio segitségével.

Legegyszeriibb ezt a megfeleltetést gy megadni, hogy rogzitiink egy eq,...,ex
ortonormalt bazist az euklideszi térben, és definidljuk az A(-,-) bilinearis fiiggvény
valamint az eq,...,e; bazis és (-,-) skaldrszorzat segitségével azt az A = A(eq, ..., ex)
matrixot, amelynek j-ik sordban és p-ik oszlopaban az a;, = A(e;, e,) szam all. Ekkor

k k
A(z,y) = TAY* minden x € X, y € X vektorra, ahol z = > zje;, y = Y ysey,
j=1 j=1
z=(z1,...,2), 9= (y1,---,Yk), és ¥* a y vektor transzpondltjat jeloli. Természetesen
az el6bb definidlt A métrix fiigg attdl, hogy melyik ortonormalt bizist vélasztottuk,
de be lehet latni, hogy az a linedris transzformacio, amelyet ez a matrix meghataroz
mar nem fligg az (ortonormadlt) bézis megvalasztdsatol. A fenti megfeleltetések egy-
ben azt is mutatjak, hogy hogyan lehet egy altaldanos linearis transzformaciénak il-
letve bilinedris fiiggvénynak rogzitett (bilinedris fliggvény esetében az euklideszi térben
ortonormalt) bézis esetében egy olyan specidlis (a szdm-k-asok terén definialt) izomorf
modellt megfeleltetni, mint amilyet az ismertetés elején megadtam.



Néhany eredmény lindris transzformdciokrol.

Tekintstik at el6szor roviden azt, hogy hogyan lehet egy A linearis transzformaciot
egyszeriien megadni egy alkalmas bazisban. Az ilyen vizsgalatokban rendkiviil hasznos
fogalom egy linedris operator sajatvektoranak és a sajatvektor sajatértékének a fo-
galma. Egy e vektor az A operator sajatvektora A sajatértékkel, ha teljesiil az eA = Ae
azonossag. Felmeriil a kérdés, hogy van-e minden operatornak olyan bazisa, amelyiknek
minden eleme sajatvektor. Ha az A linearis transzforméciénak van ilyen bazisa, akkor
érdemes az A transzformaciéo matrixat ebben a bazisban felirni. Az A transzformacié
matrixa egy ilyen bazisban diagondlis métrix, azaz a métrixban a foatlén kiviil min-
deniitt nulla van. Tovdbba a matrix diagonalisiban az A transzformacio sajatértékei
allnak. De nem minden linearis operatornak van ilyen bazisa. Az altalanos esetben egy
linearis leképezés a legegyszertibb mdédon az tgynevezett Jordan féle normalalakban
adhatéo meg. A Jordan féle normélalak létezése nagyon érdekes eredmény, amelyik
sok matematikai probléméban, példaul a (tébbvaltozds linedris) differencidlegyenletek
elméletében nagyon hasznos. Egy A linearis leképezés Jordan féle normalakjanak el6-
allitasaban fontos 1épés az A linearis operator invarians altereinek a megtalalasa, azaz
az olyan D C F linearis tereké, amelyekre © € D esetében az xA € D. Az A lineéris
operator egydimenziés invaridns alterei, megegyeznek a D = {ae: « tetszbleges szam}
alaku egydimenzios alterekkel, ahol e az A operdtor sajatvektora. De mivel a minket
érdeklo kérdések vizsgalatdban a Jordan féle normalalak nem jelenik meg, ezért ennek
a kérdésnek a targyalasat elhagyom. Hasonlé okokbdl nem targyalom, hogyan valtozik
egy linedris transzformacié matrixa, ha egy bazisbol egy masik bazisra tériink at. Csak
roviden megadom az eredményt:

Legyen eq,...,er és €1,...€, két bazis egy E linearis térben. Ekkor létezik egy
egyértelmiien meghatdrozott, és invertdlhaté B linedris transzformdacid, amelyre e; B =
ej, 1 < j < k. A B transzformdci6 B madtrixa megegyezik az eq,... e és €1,...¢€

bazisokban, és ugyanez az &llitas érvényes a B métrix B~! inverzének a B! métrixara
is. Be lehet litni, hogy ha egy A lineéris transzformacié métrixa az A métrix az
e1, ..., e, bazisban, akkor az A transzformacié méatrixa az i, ... &, bézisban a BAB™!
matrix.

Bilinedris fiigguények néhdny fontos tulajdonsdga. Onadjungdlt és unitér leképezések.

A mi vizsgalatainkban fontosabb szerepet jatszik egy euklideszi térben definialt
bilinearis fiiggvények tulajdonsagainak a megértése. Mint kordbban irtam, egy X euk-
lideszi térben minden A(-, -) bilineéris fiiggvény felirhaté egyértelmiien A(z,y) = (zA,y)
alakban, ahol A egy az X euklideszi téren definialt linearis transzformécié, tovabba min-
den A linedris transzforméaciéo meghataroz ezen a médon egy bilinearis fiiggvényt. Ezért
egy A(-,-) bilinedris fiiggvényt azonosithatunk az 6t meghatarozé A linedris transzfor-
méaciéval. Ez a megjegyzés lehetové teszi, hogy definidljuk egy X euklideszi térben
megadott A linedris transzformacié A* adjungaltjat a kovetkezé mdédon: Az A* linearis
transzforméciot meghatarozza az (x A, y) = (x, yA*) azonossag teljesiilése minden z € X
és y € X vektorra. Ha egy A linedris transzformécié matrixat egy ortonormalt bazisban
irjuk fel, akkor konnyen megadhatjuk az A transzformaciéo A* adjungdltjanak a matrixat
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ugyanabban a béazisban. Nevezetesen a A* adjungdlt operator matrixat ugy kapjuk
meg, hogy az A operdtor matrixanak az elemeit az atléra tiikkrozzik, és ha komplex
értékli akkor konjugédljuk is. Azaz ha A = (a;,), 1 < j,p < k, akkor A* = (a,,),
1 < j,p < k. Ez egyben azt is jelenti, hogy beszélhetiink egy A matrix adjungaltjardl is,
azaz noha ugyanaz a méatrix tobb kiilonb6z6 linedris transzformacié matrixaként jelen-
het meg, attdl fiiggéen, hogy mely (ortonormadlt) bazisban dolgozunk, az A matrix A*
adjungaltja mindig ugyanaz az A* matrix. Felirom az A — A* leképezéssel kapcsolatos
legfontosabb azonossigokat. Ezek: (A + B)* = A* + B*, (ad)* = ad*, (4*)" = A,
(AB)* = B*A*, (tehat az utolsé azonossig jobboldaldn fel kell cserélni a tényezoket),
és (A-()" = (47

Az euklideszi téren értelmezett linearis transzformaciok kozott kiilondsen fontos
szerepet jatszanak az onadjungdlt és unitér leképezések. Leirom ezek definicidjat és a
veliik kapcsolatos legfontosabb tudnivaldkat.

Az X euklideszi tér egy A linedris transzforméciéjat onadjungaltnak neveziink, ha
A = A*, egy U transzforméacigjat unitérnek, ha UU* = U*U = I, ahol I az identitas
leképezés. Az, hogy az A linearis transzformécié onadjungalt dgy is megfogalmazhato,
hogy az altala meghatdrozott A(-,-) bilinearis fliggvény teljesiti az A(x,y) = A(y,z)
azonossagot. Az unitér transzformaciok egyik fontos tulajdonsaga az, hogy valdjaban
elég az UU™ = I vagy U*U = I azonossagok egyikét megkovetelni, a masik azonossag
ebbol kovetkezik. Egy k-dimenzids euklideszi tér valamely transzformaciéja akkor és
csak akkor unitér, ha rogzitve az euklideszi tér egy ortonormalt bazisat és felirva a
transzformdcié matrixat ebben a bazisban az igy kapott méatrix sorai (vagy oszlopai)
ortonormélt rendszert alkotnak a szdm k-asok terében. Az unitér transzformacidk-
nak fontos geometriai jelentésiik van. Fzek az X euklideszi tér tavolsag és szogtartd
leképezései. Specidlisan, az unitér transzformaciok ortonormalt bazist ortonormalt
bézisba képeznek.

Egy onadjungalt linedris leképezés matrixat valamilyen rogzitett ortonormalt bézis-
ban 6nadjungdlt matrixnak, egy unitér linearis leképezés matrixat pedig unitér matrix-
nak hivjak. Ez az elnevezés jogos, mert az, hogy egy matrix onadjungalt vagy unitér-e
eldontheto csak a métrix ismeretében, és nem fiigg attol, hogy milyen médon kaptuk ezt
a matrixot egy alkalmas operator segitségével. Nevezetesen, egy A = (a;,), 1 < j,p <Kk,
k x k méretl matrix akkor és csak akkor onadjungdlt, ha a; ), = @, ; minden 1 < j,p < k
indexre. Egy U = (u;,), 1 <j,p <k, k x k méreti matrix akkor és csak akkor unitér,

k
ha az U métrix sorai ortonorméltak, azaz Ujpljp = 1, minden 1 < j < k indexre,
p=1
k
és Y u;ply, =0, minden 1 < j,1 < k indexre, ha j # [.
p=1

Egy A onadjungalt leképezésre (xA,x) valés szdm minden = € X vektorra, mert
(xA,z) = (z,2A) = (zA,z). Azt mondjuk, hogy egy Onadjungalt leképezés pozitiv
szemidefinit, ha (zA, x) > 0 minden z € X vektorra, pozitiv definit, ha (zA, x) > 0 min-
den z # 0 vektorra. Nem nehéz belatni, hogy ha A 6nadjungdlt transzformacié, akkor
ezt a transzformdciot illetve az altala definidlt (x A, y) bilinearis fliggvényt meghatérozza
e fiigvény megszoritdsa az x = y pontokra, azaz az (xA, z) fliggvény, amelyet kvadrati-

6



kus alaknak hivnak az irodalomban.

A linearis algebra egyik fontos eredménye arrél szol, hogy hogyan lehet 6nadjungalt
operatorokat a legegyszeriibb mddon jellemezni egy alkalmas ortonormalt bazis segit-
ségével. A kovetkezd allitas érvényes. Ha A onadjungalt operator egy X k-dimenzids
euklideszi térben akkor 1étezik az A transzformaciéonak k darab eq,...,ex ortonormalt
sajatvektorbdl 4ll6 bazisa, azaz olyan egymasra merdleges (egy hossziségi) e,, 1 < p <
k vektorokbdl all6 bazis, amelyekre e, A = Ape, valamely ), sajatértékkel. Tovabba a
Ap sajatértékek valdés szdmok minden p = 1,...,k indexre. Ebben a sajatvektorokbdl
allo béazisban az A transzformacié matrixa egy diagonalis A matrix, és a A matrix
diagonalis elemei a A, sajatértékek. Egy A onadjungalt operator akkor és csak akkor
pozitiv szemidefinit, ha minden sajatértéke nem-negativ, és akkor és csak akkor pozitiv
definit, ha mindegyik sajatértéke szigorian pozitiv.

A fenti allitas arrol, hogy egy X k-dimenziés euklideszi térben definidlt A 6nadjun-
galt operatornak létezik eq, ..., eg sajatvektorokbol allé ortonormaélt bazisa, a kovetkezo
jellemzését adja az A operatornak matrix altalanos ortonormalt bazisban. Legyen
fi,--., fr tetszéleges ortonormalt bazis. Ekkor az a sajatértékekbdl allé ortonormalt

k
bézis elemei kifejezhetéek e; = > u;,fp, j =1,...,k, alakban. Tovabba az U = (u, ),
p=1

1 < 7,p < k, métrix unitér. Ugyanis abbdl, hogy mind az ey,...,e; mind az fi,..., fx
bazis ortonormalt rendszert alkot kovetkezik, hogy az U matrix sorai ortonormalt rend-
szert alkotnak a szam k-asok terében. Be lehet latni, hogy az A 6nadjungalt operator
matrixa az f1,..., fr bazisban az U* AU matrix, ahol U az el6bb definiadlt unitér matrix,
A pedig az a diagondlis mdtrix, amelynek p-ik soraban (és p-ik oszlopaban) az e,
sajatvektor A\, sajitértéke all. Rejtett moédon egy transzformdcié A matrixdnak A =
U*AU alaku elééllitasa jelenti azt az eredményt, amelyet az irodalomban fGtengely
transzformacionak neveznek. Ez azt mondja ki, hogy egy 6nadjungalt operator matrixa
alkalmas ortonormalt bazisban diagondlis. Ahhoz, hogy ezt az eldallitast megadjuk az
operator sajatvektorait és sajatértékeit kell ismerniink.

Roviden ismertetem, hogy felhasznédlva azt az eredményt amely szerint minden A
onadjungalt operatornak létezik az A operator ortogonalis sajatvektoraibdl all6 bazisa,
hogyan lehet latni azt, hogy az A operator matrixa U*AU alakban irhaté. Legyen

k
az e; sajatvektor elbéllitdsa a vizsgdlt fi,..., fr ortonormalt bazisban e; = > u;,fp
p=1
alaki, és vezessiik be az ul9) = (Uj-. ujk), g =1,...,k jelolést. Ekkor elég belatni,

hogy teljesiil az (e; A, e;) = uDU*AUuD™ azonosség minden 1 < j,1 < k indexre. Ezt
az azonossagot viszont nem nehéz ellendrizni, felhasznalva a kovetkezo azonossdgokat:
Egyrészt (e;A,e;) = Aj, és (e;A,e1) =0, haj#1,1<j1<k. Mésrészt uWDU* az a k
hossziisagu szamsorozat, amelynek j-ik koordinatdja 1, és az Osszes tobbi koordindtéja
nulla, és az Uu®” vektor az a k hosszisagu oszlopvektor, amelynek [-ik koordinataja 1,
és az Osszes tobbi koordinataja nulla.

Jegyezziik meg, hogy érvényes és hasonléan bizonyithatd a kovetkezo allitdas: Ha
egy X k-dimenzi6s euklideszi térben definidlt (mem feltétlentil 6nadjungalt) bilinedris
fliggvény matrixa egy B matrix valamilyen ey, ..., e; ortonormélt bazisban, és tekintiink
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k
egy masik ortonormalt f1,..., fi bazist az X térben, akkor felirhatjuk az e; = > u;, fp
p=1

azonossagokat, 1 < j < k, alkalmas u;, egyiitthatokkal, és az U = (u;,), 1 < j,p <k
k x k méreti matrix unitér. Tovabba a tekintett bilinearis fliggvény matrixa az 1j
fi,..., fr bazisban az U*BU métrix. Jegyezziik meg, hogy az U* = U~! maétrix az
U matrix inverze. A most emlitett formula alapjin egy onadjungalt operator felirasa
U*AU alakban informalisan a koévetkezé moédon interpretalhatd: Ez a képlet azt mu-
tatja meg, hogy hogyan ,latjuk” egy onadjungilt operatornak a sajatvektorok &ltal
meghatarozott bazisban megjelend diagonalis alakjat egy masik ortonormaélt bazisbol.

Természetesen felmeriil az a kérdés, hogy van-e hasonlé szép, alkalmas koordi-
natarendszerben diagonalis matrix formaban megadhaté elallitdsa az unitér transz-
formacioknak. Ezzel a kérdéssel ekvivalens az a probléma, hogy létezik-e minden unitér
operatornak ortogonalis sajatvektorokbdl 4ll6 bazisa. A vélasz erre a kérdésre igenl6. A
kiilonbség mindossze annyi, hogy az onadjungalt operatorok sajatértékei valdos szamok,
mig az unitér operatorok sajatértékei egy abszolut értékii komplex szamok. Erdemes
megjegyezni, hogy a fent emlitett allitas az unitér operatorokrdl csak akkor érvényes, ha
nem valés hanem tgynevezett komplex euklideszi terekben dolgozunk, azaz az euklideszi
tér elemeit nemcsak valés, hanem komplex szdmokkal is megszorozhatjuk. Szintén is-
mert az, hogy hogyan lehet valés euklideszi tereken értelmezett unitér transzformaciok
matrixat egyszerii médon eléallitani alkalmas bazisban. Ennek az eredménynek érdekes
geometriai kovetkezményei vannak, de ezt a kérdést itt nem targyalom. Egyébként is-
mert az is, hogy melyek azok az operatorok, amelyeknek 1étezik sajatvektorokbdl alld
ortonormalt bazisa. Ezek az ugynevezett normalis operatorok. Egy operator akkor
normalis, ha AA* = A*A.

Még egy eredményt fogalmazok meg és bizonyitok be euklideszi térben definialt
matrixoknak tgynevezett polar felbontdsardl. A linedris algebra ezen fontos, de nem
eléggé ismert eredménye segit a valdszintiségszamitasban is a normalis eloszlasu vektorok
viselkedésének jobb megértésében.

Tétel egy matrix polar felbontasardl. Legyen A egy Fuklideszi tér linedris transz-
formdcidjinak a mdtriva. Létezik az A mdtriznak A = UK (és A = LV) alaki
poldr felbontdsa, ahol U (illetve V') unitér, K (illetve L) pozitiv szemidefinit szim-
metrikus matriz. A K mdtriz az A* A pozitiv definit, szimmetrikus mdtriz eqyértelmiien
meghatdrozott pozitiv négyzetgyoke. (Az L mdtriz az AA* mdtriz pozitiv négyzetgydke.)

Megjegyzés. Ezen eredmény elnevezésének az az oka, hogy a pozitiv szemidefinit mat-
rixok a nem negativ valdos szamoknak, az unitér transzformaciok pedig az egy abszolut
értékil komplex szamoknak (a komplex tér forgatdsainak) a természetes megfelel6i, ha a
komplex szamok terét egy Euklideszi tér operatorainak a terével helyettesitjiik. Ahogy
egy tetszéleges z komplex szam felirthaté z = Re' ‘polarkoordinatds’ alakban, ugy
tetszOleges A matrix felirhaté a tételben megadott A = UK alakban. Mivel a mat-
rixszorzas nem kommutativ, ezért az A = UK és A = LV eldallitasokban kiilonbo6z6
matrixok szerepelnek az altalanos esetben. A K matrix alakja kovetkezik az

A*A=(UK)"(UK) = K*(U'U)K = K*K = K* ezért K = (A*A)"/?
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azonossagbol.

A mdtrizok poldr felbontdsdrdl szolo tétel bizonyitisa. Lattuk, hogy ha létezik az A
métrixnak A = UK alaki polar felbontdsa, akkor K = (A*A)Y/2, az A* A maétrix po-
zitiv négyzetgyoke. Legyen A n X n-es matrix, és legyen eq,...,e, az R" térnek az
A* A szimmetrikus pozitiv, szemidefinit matrix ortonormalt sajatvektoraibdl allé bazisa
Wi, i, oy > 0,1 < j <k, sajatértékekkel, azaz legyen e; A*A = u?ej. Ekkor
(ejA*, e A*) = (e;A* A, ey) = u?(ej,ek) = j,ku?, ahol 9, =0, ha j #k, és 9, = 1,
ha j = k.

Azt allitom, hogy az R™ térnek létezik olyan ortonormélt vy, ..., v, bazisa, amelyre
e;A* = pjv; minden 1 < j < n indexre. Valdban, legyen v; = %, ha p; # 0, és
egészitsiik ki ezeket a vektorokat a tér egy ortonormalt bazisava. Ezzel a valasztassal
e;A* = pjv; minden j indexre. Ugyanis ez az azonossag érvényes definicié szerint, ha
pi # 0, és e;A* =0 (mivel (e;A%,e;A%) = ,u? = 0) valamint p;v; = 0 miatt érvényes
akkor is, ha p; = 0.

Definidljuk az U operédtort a e;U* = v; relaciéval a fenti eq,...,e, és vi,..., v,
vektorokkal. Ekkor U* és U unitér operatorok. Tovdbbd a K = (A*A)'/? operatorra
e; K = pje;. Ezért e;A* = pjv; = e KU* minden 1 < j < n indexre. Innen A* = KU*,
és A = (A*)* = (KU*)* = UK. Igy megkaptuk az A = UK polar felbontést. Az
A = LV polar felbontést hasonléan kaphatjuk meg.

A linedris algebra alkalmazdsa valoszintségszdmitdsi problémdkban.
Tekintsiik az ismertetés elején targyalt k hosszisdgu (x1,.. ., xx) sorozatokbol allé

k
Ej euklideszi teret az (x,y) = > x,¥, skalarszorzattal. Legyen tovabbad adva k
p=1
&1, ..., & valoszinliségi véltozo egy (€2, A, P) valdsziniiségi mez6n, amelyekre E¢, = 0,
Eég < 00, 1 < p < k. E valoszinliségi valtozok segitségével definialjuk a kovetkezo
bilinedris fiiggvényt az Ej euklideszi téren. Ha =z = (z1,...,72k), ¥y = (Y1,.--,Yk)

k k
akkor legyen A(x,y) = E (Z z;€; (Z ylfl). Nem nehéz beldtni, hogy ez a bi-
j=1 =1

linedris fiiggvény megadhaté A(x,y) = xDy* alakban, ahol D = d;;, 1 < j,l <k,
dji1 = E¢;& = Cov (§5,&), a (§1,- -+, &) véletlen vektor kovariancia méatrixa. Ennek a
bilinedris fiiggvénynek, illetve a neki megfelel6 kovarianciamatrixnak a vizsgalata fontos
szerepet jatszott a tobb-dimenzids normalis eloszlas, illetve a tobb-dimenzids centrélis
hatareloszlastétel vizsgalatdban. Lattuk, hogy a D kovariancia matrix onadjungalt, és
pozitiv szemidefinit. Megjegyeztiik, hogy a linearis algebra eredményeibdl koévetkezik,
hogy minden A pozitiv szemidefinit matrix felirhaté A = B* B alakban. Az el6adasban
lattuk, hogy ennek az eredménynek az az egyik kovetkezménye, hogy minden szim-
metrikus pozitiv szemidefinit matrix esetében létezik olyan tobb-dimenzidés normalis
eloszlasu valdszintiségi valtozo, amelyiknek ez a kovariancia martixa.

Lassuk be, miért 1étezik A = BB* alaku eldallitdsa egy A pozitiv (szemi)definit
matrixnak. Egy pozitiv szemidefinit diagonalis A matrix esetében ez az allitds nagyon
egyszeriien bizonyithato. Legyenek Ai,..., A\ a A matrix atlojaban 1év6 elemek. Az,
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hogy a A matrix pozitiv szemidefinit, azt jelenti, hogy A; > 0 minden 1 < j < k
indexre. Ezért A = vVAVA = (\/K) VA, ahol VA az a diagondlis métrix, amelynek

elemei a \/)\_j , 1 < 7 < k szamok. Az altalanos esetben egy A szimmetrikus matrix
felirhaté A = U*AU alakban, ahol U unitér, A pedig diagondlis matrix. Az, hogy az
A matrix pozitiv szemidefinit azt jelenti, hogy a A matrix diagonalisaban all6 elemek
(az A métrix sajatvektoraihoz tartozé sajatértékek) nem negativ szdmok. Ezért teljesiil
az A = B? = B*B azonossig B = U*\/AU vélasztassal. Ugyanis ekkor B*B =
UVAUU*VAU = U*AU = A, és B = B*. (Ezenkiviil azt is biztositottuk, hogy a
fenti el6allitasban szereplé B matrix pozitiv szemidefinit.) Az A = B* B el6allitds nem
egyértelmi. Valéban, legyen V tetszéleges unitér matrix, és definidljuk a B = VB
matrixot. Ekkor B*B = B*V*V B = B*B = A, ha teljesiil az A = B* B azonossig.

MATRIXOK DETERMINANSA, EGY TRANSZFORMACIO JACOBIANJA, TOBBVALTOZOS
INTEGRALOK TRANSZFORMACIOL.

Tekintsiik egy A k x k méreti A = (a;;), 1 < j,l < k, alakd madtrix det A
determinansat. Ennek a determindnsnak a kovetkezd szemléletes jelentése van: Te-
kintsiik az A métrix o) = (aj1,...,a;5) sorait, 1 < j < k, mint vektorokat a k-
dimenzi6s térben. Ekkor det A megegyezik az a?), 1 < j < k, vektorok &ltal kifeszitett
parallelepipedon el6jeles térfogataval. Az A maéatrix sorvektorai altal kifeszitett pa-
rallelepipedon a k-dimenzids egységkocka képe, ha az A matrix altal meghatarozott
linearis transzformaciét alkalmazzuk. Ezért a fent emlitett eredmény szerint a det A
geometriai tartalma azt fejezi ki, hogy az A matrix hanyszorosira nagyitja egy k-
dimenzios vektorok altal kifeszitett parallelepipedon eldjeles térfogatat. Ennek a geo-
metriai ténynek fontos kovetkezményei vannak. Ez az eredmény magyardzza meg a
det(AB) = det Adet B azonossag okat és szemléletes tartalmét. Nevezetesen, det(ADB)
azt méri, hogy hanyszorosara nagyitja az eljeles térfogatot az A és B linedris transz-
formacidék egymas utani alkalmazéasa, mig az azonossag jobboldala azt méri, hogy az
egyes A és B transzformaciok kiilon-kiilon hanyszorosra nagyitjak az eléjeles térfogatot.
S6t, ennek a geometriai képnek mas szamunkra fontos kovetkezménye is van. Ez ma-
gyarazza meg azt, hogy hogyan kell kiszamitani tobbvaltozos fiiggvények integréljat,
ha a fiiggvényt transzformaljuk, és miért jelenik meg ebben a formuldban a leképezés
Jacobian-janak nevezett mennyiség.

Maganak a fent emlitett ténynek a bizonyitasat elhagyom, csak réviden utalok a
det AB = det Adet B eredmény okara. Ha tekintliink k darab k-dimenziés vektort,
akkor mind az altaluk kifeszitett parallelepipedon eléjeles térfogata, mind azon matrix
determindnsénak az értéke, amely matrix j-ik sordban az a(9) vektor 4ll, az a(9) vektorok
multilinearis fiiggvénye. Azaz, barhogy rogzitjiikk egy vektor kivételével az Gsszes tobbi
vektor értékét, akkor az igy kapott fliggvény a nem rogzitett vektorvaltozé linearis
fliggvénye. Annak belatasahoz, hogy két multilinearis fiiggvény megegyezik elegend6
belatni a két fiiggvény azonossiagat bizonyos specialis esetekben. Meg lehet mutatni,
hogy jelen esetben elegendd belatni azt, hogy a tekintett el6jeles térfogat és deter-
mindns értéke megegyezik azokban a specidlis esetekben, amikor mindegyik a() vektor
olyan, hogy az egyik koordinatdja 1, az 0sszes tobbi koordinatdja pedig nulla. Tovabba
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mind a determindns mind az (el6jeles) térfogat értéke nulla, ha az 6ket meghatarozd
a) vektorok kozott van két egyenld vektor. Ezekben az esetekben viszont nem nehéz
ellendrizni az allitast.

Tekintsiink egy f(y1,...,yx) fiiggvényt, illetve annak [, f(y1,...,yx) dy1 - .. dyk
integraljat valamely B tartomanyban. Arra vagyunk kivancsiak, hogy hogyan lehet ki-
szamolni ezt az integrélt, ha a k-dimenzids tér A halmazanak egy y; = T;(x1,..., k),
1 < j <k, leképezését alkalmazzuk erre a B tartoményra. Ezt a leképezést roviden az
y = T'(x) formaban irjuk, ahol az y = (y1,...,yx), * = (x1,...,2), T = (Th,...,Tk)
jelolést alkalmazzuk. Tulajdonképpen az

/ P (o)) (x) da = / ((j) F() dy

azonossag tobbdimenzids valtozatat keressiik. Tegyiik fel, hogy a tovabbi érvelésekben
az Osszes el6forduld fliggvény és halmaz elég szép, azok minden szamunkra sziikséges
tulajdonsaggal rendelkeznek. Tovabbd, ha masképp nem mondjuk, feltételezziik azt is,
hogy a k-dimenzids tér T' transzformacidja az A k-dimenzids tartomanynak invertalhaté
leképezése a k-dimenzids egy B tartoményéra, azaz az y = T'(z) egyenletnek egyértelmii
megoldéasa van az x véaltozéban minden y € B vektorra.

A vizsgaland6 [ f(y1,...,ux)dys ... dyy integralt a kovetkezd jellegti integralko-
zelité Osszegek segitségével szamolhatjuk ki. Osszuk fel az A tartomanyt kis atméroji,
diszjunkt Aj,..., A, halmazok uniéjara, és definidljuk a By = T(As), s = 1,...,n
halmazokat, ahol T'(C') = {T(x): z € C} minden C C A halmazra. Vélasszunk ki

mindegyik By halmazbél egy v(®) = T(u(®)) = <v§5), .. .,v,(:)>, s = 1,...,n, pontot,
ahol u(® = <u§3), .. u?ﬁ) € A,. Tekintsik ezutdn az [ f(y1,---,ye) dy1 .. dyi
integral Z £ (v¥)) \(B;) alakt integrél kozelitd dsszegeit, ahol A(C) egy C' k-dimenzids

halmaz terfogatat jeloli. A vizsgalandé integral ezen kozelité Osszegek hatarértéke, ha
az Aq,..., A, illetve a T transzformécio (egyenletes) folytonossdga miatt a By,..., B,
halmazrendszerben szereplé halmazok atmérdjének a maximuma nulldhoz tart. Hogyan
tudjuk a tekintett integral kozelitését vizsgalni a T' leképzés képterében?

Az el6bb tekintett integralkozelité Osszegekre felirhatjuk a kovetkezo azonossdgot:

if (U(S)) A(Bs) = if (T (u(3)>> iEiz;A(AS)’ (+)

és a vizsgalt integralra az azonossag jobboldalan szerepl6 kifejezés kis atmér6ji A,
halmazok valasztasa esetén egyrészt jo kozeitést ad a vizsgalt integrdlra, masrészt be
lehet latni, hogy ez a kifejezés jol kozelit egy az A tartomanyon alkalmasan definialt

integralt, ha jé becslést tudunk adni a iEBsg hanyadosokra.

Vegyiik észre, hogy igisg _ /\(>\T(E4A)))
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Mivel az A, halmazok atméréje kicsi, ul®) € A, ezért a T = (T, ..., T)) leképezés
megszoritasa az Ag halmazra jél kozelithet a

k
(s) (s ZaTj(wl,---,wk)
Yo mu ox

p=1 P

(<), =1

(@1,ensmi)=(ui™ o uf®)

kifejezéssel, azaz a T transzformiciénak az u(®) = (ugs), e ,ugf)) pont kortili Taylor
soranak elso tagjaval.

A fenti azonossag vektor jeloléssel

NOBMONN <:1:(5) _ u<s)> (8T(x))

alakban irhaté, ahol

SC(S) . u(s) _ (xgs) . ugs)7 . 756](:) . U](:)>

NONNONS (ygs) o,y - “19) ,

az a k x k méretli matrix, amelynek j-ik sordban és [-ik oszlopaban

, (E)T(a:))
€S oz
r =u(s)
r=u

a oT;(x1,...,xk)

RET elem 4all.

q;:u(s)

oT;(x1,...,xk)
8$l QZZU(S)
eltekintve) az A; halmazt a Bg halmazba viszi. Ez a tény, illetve a métrix deter-
mindnsanak megtargyalt geometriai jelentése miatt
x:u(S)) ' .

)\(BS) N ’det ( 8Tj(x1, e ,il?k)

)\(AS) 8xl
Jegyezziik meg, hogy itt abszolut értéket kellett venni, mert a tobb-valtozds integralokat
olyan kozelito 0sszegek segitségével vizsgaljuk, amelyekben a halmazok térfogatat és nem
elOjeles térfogatat tekintjiik. Ez némi eltérést jelent az egy és tobb-dimenzids integralok
definiciéjaban és viselkedésében.

Ez azt jelenti, hogy a (

) matrix (elhanyagolhatén kis hibatél

A fenti reldcié azt sugallja, hogy az A halmaz finom felosztdsa esetében a (k)

det OT (x)

formula jobboldaldn szerepld osszeg jol kozeliti az / f(T(x)) dz integralt,
A

ezért hatardtmenetet végrehajtva megkapjuk az

Lf(y)dy:Af(T(x)) 'det 8@5;;)

azonossagot. FEzt az eredményt, illetve a hozza sziikséges definiciét fogalmazom meg az
alabbiakban.

dx
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Definialjuk el6szor a k-dimenzids tér sima transzformécidinak a Jacobian-jat.

Jacobian definiciéja. Legyen y; = T;(x1,...,2,), 1 < j < k, a k-dimenzios tér egy
A tartomdnydnak sima leképezés a k-dimenzios tér eqy mdsik B tartomadnydba. Jelolje
T(zy,...,25) = (Th(x1, ..., xn), -, Tk(z1,...,2,)) ezt a transzformdciot. E transz-

formdcié J(T(xq,...,xx)) Jacobidnjat eqy (x1,...,x5) € A pontban dgy definidljuk,
hogy tekintjik eloszor a T leképezés

6Tj($1,...,l‘k) .
1<3,1<k
( 633'[ ) > 0SSR,

deriwdltjat az (z1,...,x) pontban, ami eqy k X k méretd mdtriz. Ezutdn o T leképezés
J(T(x1,...,2x)) Jacobianjit az (x1,...,x ) pontban gy definidljuk mint ezen (de-
rivalt) matriz determindnsdnak az abszolut értékét.

(A Jacobian szemléletes tartalma: Ez adja meg, hogy az (x1,...,x) pont kis
kérnyezetének a térfogatit a T = (T1,...,T)) transzformdcio hdnyszorosdra nagyitja

ki.)

Az integraltranszforméciérdl szol6 tételt elészor abban (a kordbban targyalt) specia-
lis esetben mondom ki, amikor a T transzformacio invertalhatd, majd megfogalmazom
az altalanosabb esetben érvényes eredményt is.

Integraltranszformaciordl szolo képlet specialis esete. Legyen adva a k-dimen-
zios tér egy A tartomdnydnak egy sima y; = Tj(x1,...,z), 1 < j < k, transz-
formdltja a k-dimenzios tér eqy mdsik B tartomadnydba, amelyik invertdlhato, azaz az
y; =Tj(x1,...,28), 1 <j <k, egyenletrendszernek egyetlen (z1,...,x) € A megolddsa
van minden (yi,...,yx) € B pontra. Legyen tovibbd adva az A tartomdnyon egy (in-
tegralhato) f(x1,...,xk) fliggvény. Ekkor

/Bf(yl,...,yk)dyl... dyp

:/Af(T1($1,---,Ik),---,Tn(961,...,:L‘k))J(T(xl,...,xk))dxl...dgck7

ahol J(T(z1,...,zk)) jeloli a T(xq,...,x) leképezés Jacobianjdt.

Az altalanos eset, amikor a T leképezés az A tartomanynak egy nem feltétlentil
invertalhaté leképezése egy B tartomanyra hasonléan targyalhato. A kiilonbség az, hogy
most meg kell fogalmaznunk azt a megszoritast, amely szerint csak olyan fliggvényeket
tekintiink az A tartomanyban, amelyekre f(x1,...,2x) = f(Z1,...,Z;) minden olyan
(x1,...,2K) és (Z1,...,T) pontparra, amelyre T(zy,...,25) = T(Z1,...,Zx). Ezt
ugy biztositjuk, hogy el6szor egy a T transzforméacié B képterén definidlt f(y1,...,yx)
fliggvényt tekintiink, majd megadjuk ennek a fliggvénynek a T transzformacio altal
indukalt 6sképét az A tartomanyon. Az integraltranszformacios képletben ezek a fiigg-
vények jelennek meg.
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Tovabbd, ha tekintjik az (yi,...,yr) pont kis kdrnyezetét, akkor ennek hatésa a
keresett azonossag masik oldalan a kornyezet teljes 0sképén jelenik meg. Ennek az a
kovetkezménye, hogy a T leképezés Jacobianjanak értékét egyiitt kell tekintentink min-
den olyan (z1, ..., xx) pontban, amelyre T(z1,...,z;) = (Y1, ..., yx) valamely rogzitett
(y1,...,yx) € B pontban. Megfogalmazom az eredményt.

Integraltranszformaciordl szolé képlet. Legyen adva a k-dimenzios tér eqy A tar-
tomanydnak egy sima y; = Tj(x1,...,2x), 1 < j < k, transzformdltja a k-dimenzids
tér eqgy masik B tartomdnydba. Legyen tovdbbd adva a B tartomdnyon egy f(y1,...,Yk)
figgvény. Ezen f(y1,...,yx) figguénynek a T = (T1,...,Ty) transzformdcid dltal meg-
hatdrozott 6sképén azt az A tartomdnyon értelmezett g(xy,...,xx) = T 1 f(2q,...,2p)
fugguényt értjik az A tartomdnyon, amelyre

g(x1,...,xp) = f(Th(x1,. .., 2k)y .o, Th(21, .. .y k)

minden (x1,...,x,) € A pontban. Ekkor

/Bf(yl,...,yk)dyl... dyx

Tflf(xl,...,xk)
= dxy ... dxy.
/A Z 1 1 k

j T Z14.--y2k
olyan (z1,...,2x) €A pontok (T )
amelyekre T (21,...,25)=Tj (x1,...,Tk)
G=1,..k

Rovid, informélis magyarazatot adok arra, hogy miért jelenik meg egy ilyen for-
mula a fenti tételben. Legyenek az (V) € A, ... z(®) € A pontok az y = T(x)
egyenlet megoldasai valamely rogzitett y € B pontra, és tekintve az y pont egy kis C
kornyezetét legyen ennek az ésképe olyan Aq, ..., A, halmazok unidja, amelyek az =V,

, (*) pontok kis kérnyezetei. Ekkor A(C) ~ A(4,)TJ (T (z("))) minden r =1,...,s
S

szdmra, ahonnan Y A(4,) ~ Z j(l’\,gf(r))), azaz \(C) ~ —L1—— S \(4,), és
r=1 r=1

1
T(T(=(T)))

ez informélis megfogalmazéasban az f(y)dy = > (X))
p=1 Z J(T(I(T)))

ahol az x1,...,xs pontok az y pont Osképei a T lekepezes szerint, és ezekre teljesiil
az f(y) = f (T(mp), p=1,...,s azonossdg. Ebbél a formuldbdl kovetkezik a tételben
kimondott azonossag.

dx, formulat sugallja,

Lassuk az elébb targyalt integraltranszformacionak legfontosabb alkalmazasat, azt
hogy hogyan lehet kétvaltozds integralokat polar koordinatarendszerben kiszamolni.

Tekintsiik az A = {(r,¢): r > 0,—7 < ¢ < 7} tartomanynak az x = rcosp és y =
rsin p képletekkel megadott kolcsondsen egyértelmii leképezését a sikra. (Pontosabban,
ez a leképezés az A halmazt arra a B halmazra képezi, amelyet gy kapunk, hogy a
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sikbdl kihagyjuk az {(x,y): © = 0,y < 0} félegyenest, de egy sikbeli integral értéke nem
valtozik meg, ha egy félegyenest kihagyunk az integréalasi tartomanybdl.

Szamoljuk ki a tekintett leképezés Jacobianjat, majd mutassuk meg, hogy a kapott

eredmény megfelel a szemléletes képnek. KEgyszeri szamolassal, % = cos ¢, g—; =

—7rsin g, % = sin ¢, g—z = rcos ¢, ezért a Jacobian értéke

cos @, —rsinp 9

det

J(rcos,rsing) = p)=r,

. = r(cos? ¢ + sin
sinp, rcosp

ahonnan

/_o;/_o:of(x,y)dxdyz/_Z/Ooorf(rcosgp,rsinga)drdgo. ()

Annak érdekében, hogy szemléletesen is megértsik miért jelenik meg a polar ko-
ordinatarendszerre vald attéréskor az r-rel vald szorzas az integrandusban, tekintsiik a
kovetkezo feladatot:

Ha adva van egy T = [r,7 + Ar| X [p, ¢ + Ay] téglalap, ahol Ar és Ay kis szamok
és alkalmazzuk az A(r, p) = (x,y), x = rcos @, y = rsin g, leképezést, és tekintjik a T’
halmaz A(T') képét, akkor mi lesz az A(T') és T halmaz teriiletének az ardnya?

A T halmaz teriilete A\(T') = ArAg. Az A(T) halmaz azon pontokat tartalmazza
az (x,y) sikon, amelyeknek az abszolut értéke r és r + Ar kozé, az abszcissza tengellyel
bezért szoge pedig ¢ és ¢ + Ap kozé esik. Ezért ennek teriilete A(T) = (r + Ar)z% -
7“2% = rArAyp + %, ahonnan 2AM) — 4 4 %. Innen kovetkezik, hogy a

AT)
—’\()\A(%)) héanyados az r szamhoz tart, ha Ar — 0, és Ap — 0. Ebbdl a formulabdl és az

integraloknak a szokdasos integralkozelito osszegek segitségével felirt approximaciojabol
kovetkezik, hogy a polar-koordinatarendszerbe valé dttéréskor, az (x, y) koordinatdknak
az rcos p, rsin @ valtozékkal vald helyettesitésekor az integrandust az r szammal kell
megszorozni, azaz a (xx) formula érvényes.
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