A TOBBVALTOZOS CENTRALIS HATARELOSZLASTETEL

A centrélis hatareloszlas sok fiiggetlen valdszintiségi valtozé Gsszegének az aszimptotikus
eloszlasat irja le. Bizonyos kérdések vizsgdlataban sziikségiink van ennek az eredmény-
nek egy olyan altalanosabb valtozatara, amely fiiggetlen, vektor értékii valdszintiségi val-
tozdk Osszegének az aszimptotikus eloszlasat adja meg. A centralis hatareloszlastételnek
létezik ilyen altalanositésa, és ezt hivjak tobbvaltozds centrélis hatareloszlastételnek.
Kovetkezo témank ennek az eredménynek a targyalasa.

A tobbvaltozos centralis hatareloszlastétel megértése érdekében el6szor meg kell
ismerniink a tobb-dimenziés normalis eloszlas definiciéjat és annak néhany fontos tu-
lajdonsagat. Ugyanis a tobbvéltozds centrélis hatareloszlastételekben a tobb-dimenzids
normaélis eloszlasok jelennek meg, mint hatareloszldsok. Annak érdekében, hogy ezeket
az eloszlasokat jol megértsiik, be kell vezetni a valdszintiségi valtozdk varhato értékének
és szorasnégyzetének természetes megfelelojét vektor értékli valdszintiségi valtozok ese-
tére. Ez a a vektor értékli valdszinliségi valtozdk varhato értékének és kovariancia
matrixdnak a bevezetését jelenti. Ezenkiviil fel kell eleveniteni a linearis algebra néhany
eredményének az ismeretét.

Miel6tt a tobbvaltozos centralis hatareloszlastétel targyalasat elkezdenénk, lassunk
két olyan problémat, amelyek vizsgdlataban ez az eredmény hasznosnak bizonyult.

a.) Tekintsiink egy dobodkockat. Feldobjuk sokszor, felirjuk a dobasok eredményét,
és ennek alapjan akarjuk eldonteni, hogy a dobdkocka szabalyos-e. Természetes
azt varni, hogy a dobdkocka akkor szabalyos, ha mindegyik dobaseredmény el6for-
duldsanak a szama a dobdsszamok egyhatoda plusz egy kis eltérés. De mekkora
eltéréseket tekinthetiink kicsinek? Ha csak azt nézziik, hogy mennyi annak a va-
l6szintlisége, hogy példaul a hatos dobasok szamanak eltérése a dobasok szamanak
egyhatodatol kisebb mint egy adott szam, akkor a centralis hatareloszlastétel pon-
tos leirast ad erre a problémara. De ha a kiilonboz6 dobaseredmények egyiittes
viselkedésére vagyunk kivancsiak, akkor 1ij eredményre van sziikségiink.

b.) Legyenek &1, ..., &, fiiggetlen, a [—%, %] intervallumban egyenletes eloszlasu valé-
n

szinliségi valtozdk. Ekkor a ) £, Osszeg normalizéltjanak az eloszldsara jé leirast
i=1

n
ad a centrélis hatareloszlastétel. Hasonld allitast mondhatunk a ) 5? 0sszeg nor-

—

! n n
malizaltjdnak az eloszldsdra. De tudunk-e hasonl6 eredményt adnia ) & és ) 532

j=1 j=1

osszegek normalizaltjanak az egyiittes eloszldasara?

Annak érdekében, hogy lassuk, hogyan lehet ezeket a kérdéseket vizsgdlni a centralis
hatareloszlastétel alkalmas tobb-dimenziés megfelel6jének, azaz a tobbvaltozos centralis

hatareloszlastételnek a segitségével bevezetek be néhany jelolést.

Legyenck ¢U) = (fij), - lgj)), j = 1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszlasi k-
dimenzids valdsziniiségi valtozok, (véletlen vektorok), ahol rogzitett j indexre semmilyen
(fliggetlenség jellegii) feltételt nem tesziink fel az §j ) ) ,(Cj ) valoszintiségi valtozdk
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egylittes eloszlasara. Tegyiik fel tovabba, hogy Eﬁgj )" < 00 minden 1 < s < k indexre.

n

Tekintsitk az Sy, = (Sp.1,...,%%) = 3. &0 = [ 3 59),..., > §,(cj) ,n=1,2,...,

Jj=1 Jj=1 Jj=1

véletlen Osszegeket. Be akarjuk latni, hogy az S, véletlen vektorok alkalmas nor-
malizaltjanak létezik hatareloszlasa, és a hatareloszlast pontosan le akarjuk irni. Latni
fogjuk, hogy ez lehetséges. A hatareloszlastételben megjelend hatareloszldasokat fogjuk
tobb-dimenzids normalis eloszlasoknak nevezni.

A teljesség kedvéért folidézem, hogy itt és a tovabbiakban vektor értéki valdszi-
niségi valtozék fliggetlenségének alabbi, a bevezetd valdsziniliségszamitas eléadasban
bevezetett definiciéjat hasznaljuk.

Vektorértékii valdsziniiségi valtozok fiiggetlenségének a definicidja. Legye-
nek £V = (él), e ,E:l)>, I (O (5%71), ey ,E:n)>, értékeiket az R* k-dimenzids

Euklideszi térben felvevd valdsziniiségi vdltozok (vektorok) egy (2, A, P) wvaldsziniiségi
mezén. Azt mondjuk, hogy ezek a valdsziniiségi vektorok figgetlenek, ha minden (V) =

(wgl), o 75’35{;1)); cee s (M) = (335”), .. ,x,(cn)) k-dimenzids vektorra
P (5§” s RN 3 L Y 2 el L S x,gm)
—p (5@ <2V, e < x,§1)> ..P <5§") <z™ e < x,(j)> :

Lassuk, hogyan lehet targyalni az el6bb megfogalmazott két problémat egy fligget-
len, vektor értékii valoszinliségi valtozék normalizalt osszegeinek hatéareloszlasat leird
eredmény segitségével. Az a) feladat vizsgalatdnak érdekében vezessiik be a kdvetkezd
vektor értékii £\ valészintiségi valtozékat: Ha a dobSkockét n alkalommal dobjuk fel,
akkor legyen £€U), 1 < j < n, a kovetkezd 6-dimenziés valdszinfiségi valtozé: A €0
valoszintliségi valtozoé [-ik koordinataja 1, ha a j-ik dobés értéke [, 1 < [ < 6, és legyen a
€U) véletlen vektor 6sszes tobbi koordinatdja nulla. Ekkor a £€U) valészintiségi valtozék
fiiggetlenek. (Az egyes £€U) valdszintiségi valtozék koordinatai ebben a példdban nem
n

fiiggetlenek.) Tovabba az S, = > €U) Gsszeg I-ik koordindtéja egyenld az [ értéki

=1

dobéasok szdmaval minden 1 < ljg 6 index esetén. Ezért egy az S, véletlen Osszeg
aszimptotikus viselkedését nagy n szamokra leiré hatareloszlastétel hasznos lehet a
szamunkra. Egy ilyen eredménybol kévetkezik, hogy az S,, véletlen 6sszegek alkalmas
normalizaltjai eloszldsban konvergélnak egy explicit médon megadott eloszlasfliggvény-
hez. Megjegyzem, hogy a tobbvaltozds centralis hatareloszlastétel targyalasa érdekében
az eloszlasban val6 konvergencianak egy a tobbdimenzids valészintiségi valtozdk esetében
is érvényes definicéjat vezettiik be.

Bar a tobbvéltozos hatéareloszlas fogalmat tanultuk, mégis érdemes néhany e fo-
galommal kapcsolatos eddig nem targyalt kérdést megvizsgalni. Természetes az a) fel-
adat megolddsdban a véletlen S, vektorbdl az (%,..., %) vektort kivonni, és ennek
a 6-véltozos kiilonbségvektornak a hosszat tekinteni (az Euklideszi tavolsidgfogalom
szerint). Ha a dobdkocka szabdlyos volt, akkor azt varjuk, hogy e véletlen vektor
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hossza viszonylag kicsi. Felmeriil a kérdés, hogy van-e e véletlen vektor alkalmas
normalizaltjanak hatareloszlasa, és kovetkezik-e egy ilyen eredmény a tobb-dimenzids
centralis hatareloszlastételbdl. Be fogjuk latni, hogy erre a kérdésre igenlo a vélasz. De
ez az allitds indoklasra szorul. Ugyanis a tobb-dimenziés eloszlasok konvergencidjanak
a definiciéja annak eredeti alakjaban csak nagyon specidlis halmazok valészintiségének
a konvergenciajat irja elo.
A b) példdban megfogalmazott kérdést hasonléan targyalhatjuk az a) példahoz. Itt
n
olyan n; = (53-,5]2»), 1 < j < n, két-dimenzids fliggetlen vektorok S,, = ) n; Osszegét
j=1
vizsgaljuk, amelyekre &1, . .., &, fliggetlen, a [—%, %} intervallumban egyenletes eloszlasi
valésziniiségi valtozok. A tobbvéltozds centralis hatareloszlastétel segitségével leirhato
az ilyen véletlen vektorok normalizaltjainak a hatareloszlésa.

Ismertetni fogom a centralis hatareloszlastétel természetes megfelel6jét abban az
esetben, ha fiiggetlen és egyforma eloszlisu véletlen vektorok alkalmasan normalizalt
osszegének a viselkedését vizsgaljuk. Ennek érdekében bevezetem a hatareloszlasban
megjeleno normalis eloszlds tobb-dimenziés megfelelgjét, amit tobb-dimenziés normalis
eloszlasnak fogok nevezni. De ehhez elobb definidlni kell a varhaté érték és széras-
négyzet fogalmanak a tobb-dimenzidés megfelel6jét. Ezenkiviil meg kell érteni, hogy
a varhato érték és szorasnégyzet tulajdonsigai hogyan oroklédnek a tobb-dimenzids
esetben. Az egy-dimenzios esetben definidlt varhato értéknek megfelelé tobb-dimenzios
varhaté érték (vektor) fogalmanak és tulajdonsdgainak a megértése viszonylag egyszert,
de a szérasnégyzetnek megfeleld kovariancia matrix tulajdonsagainak jé megértése sziik-
ségessé teszi néhany a linearis algebraban tanult fogalom és eredmény felelevenitését.
Megjegyzem, hogy most és a tovabbiakban is a tobb-dimenzids vektorokat mint sorvek-
torokat tekintem. Valdjaban mind a sor mind az oszlopvektor jelolés lehetséges. Egyik
jelolés sem jobb a masiknal, és az irodalomban nem egységes a jelolés. A fontos az, hogy
kovetkezetes jelolést alkalmazzunk.

Tobb-dimenzids valdszintliségi valtozo varhaté értékének és kovariancia mat-

rixdnak a definicidja. Legyen Z = (Z1, ..., Zy) k-dimenzids véletlen vektor, amelynek
minden koordindtdja teljesiti az EZJ2 < oo, 1 <35 <k, feltételt. E véletlen vektor
vdrhatd értéke az EZ = (EZ, ..., EZy) k-dimenzids vektor, kovariancia mdtriza pedig

az a D = (dj;), 1 < j,l <k, kxk méretd mdtriz, mely mdtriz j-ik sordban és l-ik
oszlopdban lévé elem a d;; = Cov(Z;,7)) = EZ;Z) — EZ;EZ; szam.

Megfogalmazom a vektorértékii valészintiségi valtozdk varhato értékének és kovari-
ancia matrixanak néhany fontos tulajdonsagat. Ezek egyszerti kovetkezményei a valds
szam értékil valdszintiségi valtozdk mar targyalt tulajdonsagainak, ezért bizonyitasukat
elhagyom.

Tétel vektor értékii valdsziniiségi valtozék varhato értékének és kovariancia
maétrixdnak tulajdonsagairdl. Legyenek ZU) = <Z§]), e Z,gj)), 1 < j < n, véletlen

k-dimenzids vektorok ugyanazon az (0, A, P) valdszintiségi mezén. Ekkor a ZW 4. 4
Z™M) Gsszeq vdrhatd értéke megegyezik a ZU) vektorok vdrhatd értékeinek az dsszegével,
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azaz
EZY ...+ 20 =EZz0 4 ... 4 EZz™,

Ha o ZU, 1 < j < n, véletlen vektorok figgetlenek, akkor a kovariancia mdtriz is
additiv, azaz, ha a ZY9) mdtriz kovariancia mdtriza a D; madtriz, 1 < j < n, akkor a
ZW ...+ Z() wéletlen dsszeq kovariancia mdtriza a Dy +- - -+ D,, mdtriz. Ha eqy Z =
(Z1,...,2Zk), véletlen vektor varhato értéke M = (M, ..., My), kovariancia mdtriza a
D k x k méretii mdtriz, a tetszéleges valds szam, akkor az aZ = (aZy,...,aZy), véletlen
vektor vdrhatd értéke aM , kovariancia mdtriza pedig az a®>D kovariancia mdtriz. Legyen
tovdbbd x = (x1,...,x) tetszdleges k-dimenzids vektor. Fkkor E(Z + ) = EZ + z, a
Z + x vektor kovariancia matriza pedig megeqyezik a Z vektor kovariancia mdatrixdval.

A kovetkez6 eredmény célja annak jellemzése, hogy milyen matrix jelenhet meg,
mint egy alkalmas véletlen vektor kovariancia matrixa. Ennek az eredménynek az is-
mertetésében és bizonyitasaban fel kell hasznalnunk a linearis algebra néhany alapveto
fogalmat és eredményét. Igyekszem az allitasokat onmagukban is értheté modon leirni.
El6szor felidézem a kovetkezo linearis algebrai fogalmat.

Szimmetrikus és pozitiv (szemi)definit matrixok definiciéja. Legyen D = (d; ;)
eqy k x k méretd mdtrixz. Azt mondjuk, hogy a D mdtrixz szimmetrikus, ha minden 1 <
J, 1 < k indexre d;; = d; ;. Pontosabban azt koveteljiik meg, (ha nemcsak valds, hanem
daltaldnos komplex értéki elemekkel rendelkez6 matrizokat is tekintink, hogy dj; = Jlu’:
ahol Z a z komplex szam konjugdltja, azaz, ha z = a + ib, akkor z = a — ib. (De
ebben az eldaddsban csak valds elemi mdtrizokkal fogunk dolgozni.) Eqy k X k méreti

szimmetrikus D = (d;;) mdtriz pozitiv (szemi)definit, ha minden x = (x1,...,zx) k-
ko k

dimenzios vektorra xDx* = ) > xjd;x; > 0. (Ebben a formuldban x* jeloli az x
j=1i=1

vektor transzpondltjdt, azaz azt az oszlopvektort, amelynek folilrél szamiva l-ik eleme
megegyezik az x vektor balrol szamitott [-ik elemének a komplex konjugdltjaval. Ekkor
xDzx* a szokdsos vektor-mdtrixz szorzast jeloli.

A D = (dij) szimmetrikus mdtrizot (szigorian) pozitiv definitnek neveziink, ha
k k

pozitiv szemidefinit, és rdaddsul az xDx* = Y Y x;d;jx; = 0 reldcid csak abban a
j=1i=1
trividlis esetben teljestil, ha x1 = xo = --- = x = 0.

Az eredmények és fogalmak jobb megértése érdekében érdemes megadni a fenti
koordinatarendszerfiiggd definiciék koordinatarendszertol fiiggetlen ,,absztrakt” defi-
niciéjat is, és megérteni a két definicié kapcsolatat. Ennek leirdsat (a bizonyitasok
tobbségének elhagydsaval) tartalmazza egy a mult félévben kiosztott linedris algebrai
osszefoglald. Roviden megfogalmazom a legfontosabb fogalmakat és eredményeket.

A matrixok ugy jelennek meg, mint linedris transzformaciok megadasai egy linea-
risan fiiggetlen vektorokbodl all6 koordinatarendszerben. Ha Euklideszi terekben, tehat
olyan linedris terekben dolgozunk, ahol van skaldrszorzat, és ezért beszélhetiink egy
vektor hosszardl és két vektor altal bezart szogrol, akkor a linearis transzformacidkat egy
ortonormalt bazisban adjuk meg. Természetes az elobb bevezetett fogalmakat el0szor
linedris transzformécidkra definidlni, (ezt nevezem koordindtamentes definiciénak), és
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utana megvizsgalni azt, hogy ezek a fogalmak mit jelentenek a transzforméciét megado
matrixok nyelvén.

Az els6 definidlandé fogalom egy Euklideszi térben definidlt A transzformacié ad-
jungaltja. Egy valamely Euklideszi térben megadott A linearis transzformacié ad-
jungéltja az az A* linedris transzformécié, amelyre teljesiil az (x A, y) = (z,yA*) azonos-
sag az Fuklideszi tér minden z és y vektordra, ahol (-, -) skalarszorzatot jelol. Be lehet
latni, hogy minden A linedris transzformacio esetén egy és csak egy olyan A* linedris
transzformacié van, amely teljesiti ezt a feltételt. Ez azt jelenti, hogy a linearis transz-
formacid, illetve a neki megfelel6 matrix adjungaltjanak a definicidja értelmes. Meg-
jegyzem, hogy egy métrix adjungaltjat csak Euklideszi (tehdt nem tetszoleges linedris)
térben definidltuk, mert e fogalom definiciojaban felhasznéltuk a skalarszorzat fogalmat.
Ezutan az onadjungalt transzformacié fogalmanak a megaddasa egyszeri. Egy A linearis
transzformécié (vagy a neki megfelel6 matrix) akkor és csak akkor 6nadjungalt, ha
A = A*. Egy A onadjungalt matrixot akkor neveziink pozitiv szemidefinitnek, ha
(x,zA) > 0 ez Euklideszi tér minden x vektorara, és akkor neveziink (szigortan) pozitiv
definitnek, ha egyrészt teljesiil a fenti egyenlétlenség, mésrészt az (x, xA) = 0 azonossig
csak a trividlis x = 0 esetben all fenn.

Be lehet latni, hogy ha egy A transzformacié matrixat felirjuk egy tetszdleges
ortonormalt bazisban, akkor a transzformacié adjungaltjanak a matrixat a Szimmetrikus
és pozitiv (szemi)definit mdtrizok definicidjaban megadott médon szamithatjuk ki. Fon-
tos megérteni, hogy ez az allitas azt is jelenti, hogy ha egy A linearis transzformacié
matrixanak az adjungaltjat a linedris transzformacié maéatrixanak az adjungaltja se-
gitségével szamoljuk ki, akkor az igy kapott A* adjungalt transzformacié értéke nem
fiigg attol, hogy melyik ortonormalt bazisban dolgozunk. Azt, hogy egy 6nadjungalt A
linedris transzormécié pozitiv szemidefinit a transzformécié (egy ortonormélt bazisban
felirt) A matrixaval gy jellemezhetd, hogy xAz* > 0, ahol z tetszéleges szdm-n-es,
és x* annak transzponaltja. Felirom egy transzformacié adjungaltjanak legfontosabb
tulajdonsdgait: (A+ B)* = A* + B*, (cA)* =cA*, (A")* = A, (AB)* = B*A*.

A linedris transzforméciok és matrixok legfontosabb tulajdonsigainak felsoroldsa
utan megfogalmazok egy fontos eredményt, amely megadja a kovariancia matrixok
jellemzését. Ennek bizonyitasaban felhasznédlok egy nem trivialis linearis algebrai ered-
ményt is.

Tétel kovariancia matrixok jellemzésérdl. Legyen Z = (Z1, ..., Zx) eqy k-dimenzi-
0s véletlen vektor. Ekkor a Z vektor kovariancia mdtrixa szimmetrikus €s pozitiv szemi-
definit mdtriz. Megforditva, tetszboleges D szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdtrixhoz

létezik olyan Z = (Zy,...,Zy) véletlen vektor, amelynek ez a D mdtriz a kovariancia
mdtriza. S6t igaz a kévetkezd tartalmasabb dllitdas is: Legyen Y = (Y1,...,Y%) olyan

véletlen vektor, amelynek a kovariancia mdtriva az identitas mdtriz, azaz VarY; = 1,
1<j<k Cov(Y;,Y))=0,hal<jl<k, ésj#l. (Eza helyzet példiul akkor, ha
azY;, 1 < j <k valdosziniiségi vdltozok figgetlenek, és VarY,; = 1.) Ekkor létezik olyan
A = (aj;) kxk méretii mdtriz, amelyre igaz, hogy a Z = (Z1,...,Zx) = (Y1,...,Y5)A =

k k
<Z a1 pYp, -y 2, ak7pY}D> véletlen vektor kovariancia mdtriza a D mdtriz.
p=1 p=1
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Igaz tovdbbd a kovetkezd dllitds is. Egy Z = (Z1,. .., Zy) véletlen vektor kovariancia

mdtriza akkor és csak akkor (szigorian) pozitiv definit, ha e vektor koordindtdi kiézott
k

nincs linedris dsszefiggés, azaz ha x1,...,xy valds szamokra Y x;Z; = K valamilyen
i=1
K (determinisztikus) valds szamra eqy valdsziniiséggel, akkor x1 = -+ =z = 0.

Megjegyzés: Ez az allitas annak a valdszintiségi valtozokrdl szolo egyszerti eredménynek
tobb-dimenziés megfeleloje, amely szerint egy valdszintliségi valtozo szérasnégyzete nem
negativ szdm. Tovabba egy valdszinliségi valtozd szorasnégyzete akkor és csak akkor
szigoruan pozitiv, ha ez a valdszinliségi valtozd nem egyenl6 egy konstanssal egy valdszi-
niséggel. Ennek a ténynek a megfeleloje a tétel végén kimondott allitas, amely szerint
egy véletlen vektor kovariancia matrixa pozitiv definit, ha nincs a véletlen vektor ko-
ordinatainak olyan linearis kombinacidja, amelyik egy valdsziniiséggel megegyezik egy
szammal. Ugyanis a nem negativ szamoknak a pozitiv szemidefinit matrixok, a pozitiv
szamoknak pedig a pozitiv definit matrixok a természetes megfelel6i az Euklideszi terek-
ben. A tétel bizonyitasa egy alabb megfogalmazandé nem trivialis linedris algebrai
eredményen alapul, amely szerint minden pozitiv szemidefinit matrix felirhatd, mint
egy alkalmas matrix négyzete. Ez az allitds annnak a ténynek a megfeleloje Euklideszi
terekben, amely szerint pozitiv szamokbdl lehet négyzetgyokot vonni. Megjegyzem,
hogy a pozitiv szemidefinit matrixokbdl vont négyzetgyok nem egyértelmiien meghata-
rozott, mint ahogy a valés szamok kozott is csak akkor egyértelmii a gyokvonas, ha csak
a pozitiv gyokot tekintjiik.

Tétel a linearis algebrabdl. Legyen D pozitiv szemidefinit mdtriz. Ekkor létezik olyan
A mdtriz, amelyre érvényes a D = A* A azonossdg, ahol A* az A mdtrixz transzpondltjdt
jeloli. Sot, olyan A mdtrizot is vdlaszthatunk, amelyre az A mdtrix énadjungdlt, pozitiv
szemidefinit, és D = A%. Eme megszoritds esetén az D = A*A = A? egyenlet megolddsa
egyértelmi. (Egy A = (aj,1) k x k méretd matriz transzpondltja az A* = (a; ), illetve az
dltaldnos komplex szdmokat is tartalmazo matrizok esetében az A* = (a; ;) k x k méreti
mdtriz, ahol Z a z komplex szam konjugdltja.)

A kovariancia matrizok jellemzésérdl szolo tétel bizonyitdasa a linedris algebrdrdl kimon-
dott tétel segitségével. Tekintsiink elOszor egy Z = (Z1, ..., Zy) egy k-dimenzids véletlen
vektort és annak D = (d;;), dj; = Cov(Z;,7;), 1 < j,l < k, kovariancia matrixét.

Ekkor D szimmetrikus matrix, mert d;; = d;;, azaz Cov(Z;,7Z;) = Cov(Z;,Z;).
Mésrészt tetszbleges x = (x1, ..., xk) k-dimenzids vektorra
k ko k ko k
S 2,2 | =Y Y E(x;2(2;Z - EZ;EZ)) =Y _ Y x;mCov(Z;, Z)
j=1 j=11=1 Jj=11=1

I
M= T
M)~

_ %
zjrid;; = v Dx”,

11=1

<.
I

k
és Var | > x;Z; | > 0. Innen kovetkezik, hogy xDz* > 0 tetszleges x = (x1,...,T)
=1

k-dimenziés vektorra, azaz D szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrix.
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Megforditva, legyen D pozitiv szemidefinit matrix, és ¥ = (Y7,...,Y)) olyan
véletlen vektor, amelynek a kovariancia méatrixa az identitds matrix, azaz VarY; = 1,
1<j<k Cov(Y;,V;) =0,hal <jl <k, ésj# I A kimondott linearis algebrai
eredmény szerint létezik olyan A = (a;;), 1 < j,1 < k k x k méretii matrix, amelyre
D = A*A. Azt allitom, hogy a Z = (Z1,...,2y) = YA, azaz a Z = (Z1,...,2Zy),

k
Zj = Y ap;Yy, 1 < j <k, véletlen vektor kovariancia matrixa a D madtrix. Innen
p=1

kovetkezik a tétel masodik allitdsa is.

Valéban,

k k ko k
Cov (Z;, Z;) = Cov (Z ap,iYp, Zaq,qu) = ZZapJaq,lCov (Y,,Y,),
p=1 q=1

p=1g=1

ahonnan, mivel Cov (Y,,Y,;) = 0, ha p # ¢, és Cov (Y,,Y,) = 1, Cov(Z;,Z;) =
k

> apjap; =dj, ahol d;; a D = A*A métrix j-ik sordban és [-ik oszlopaban szerepl6
p=1

konstans.

Végiil a D kovariancia matrix akkor és csak akkor (szigoruan) pozitiv definit, ha

=1 j=1

k k
xDz* > 0, azaz Var (Z xj§j> > 0, azaz ) z;& # K 1 valoszintiséggel valamilyen
K konstanssal minden nem azonosan nulla (x1,...,zx) # 0 vektorra.

Ezutan be tudjuk vezetni a tobb-dimenzids normaélis eloszlasfiiggvények fogalmat,
és meg tudjuk fogalmazni a tobb-dimenzids centrélis hatareloszlastételt.

Tobb-dimenziés normalis eloszlasok definiciéja. Definidljuk eloszér a tobb-di-
menzios standard normdlis eloszldst. Azt mondjuk, hogy egy (&1, . ..,&) véletlen vek-
tor eloszlasa a k-dimenzids standard normadlis eloszlds, ha a &1,...,& valdszinidségi
vdltozok figgetlenek, és mindegyik §; valdsziniségi viltozo, 1 < j < k, standard normadlis
eloszlasiu. FEkvivalens megfogalmazdsban azt mondhatjuk, hogy egqy (&1, .. .,&k) véletlen

vektor eloszldsa a k-dimenzids standard normdlis eloszlds, ha e véletlen vektornak létezik
k
striségfigguénye, és az az f(uy,...,ux) = W exp {—% '21 u?} fiigguény.
j=

Egy (m,...,nx) k dimenzids véletlen vektor k dimenzids normdlis eloszldsiu vektor
nulla vdrhatd értékkel, ha e véletlen vektor eloszldsa megegyezik valamely (1, ..., 7,) =
(&1, .., &) A k-dimenzids vektor eloszlasdval, ahol A egy k x k méretd matriz, tovabbd
(&1, .., &) eqy k-dimenzios standard normalis eloszldsu véletlen vektor.

Egy (C1, ..., (k) véletlen vektor k-dimenzids normdlis eloszlasi vektor, ha eloszldsa
megegyezik eqy (n1, ..., M) + (M1, ..., mg) véletlen vektor eloszldsdval, ahol (n1,...,Mk)
eqy k-dimenzios normalis eloszldsu véletlen vektor, amelynek a vdrhato értéke nulla, és
(my,...,my) k-dimenzids determinisztikus vektor.

Megjegyzés: Fliggetlen (egy-dimenzids) normaélis eloszlasu valészintiségi valtozok Gsszege
szintén normalis eloszldsi. Innen, és a tobb-dimenzids normalis eloszlas definicidjabol

7



kovetkezik, hogy egy tobb-valtozds normalis eloszlast valdszintiségi valtozé minden ko-
ordinataja normalis eloszlasu. Az allitds megforditdsa nem igaz. Késébb latni fogunk
példat olyan kétvaltozos valdszintiségi valtozora, amelynek mind a két koordinataja
normalis eloszldsd, 6 maga mégsem kétvaltozds normaélis eloszlasu véletlen vektor.

Bebizonyitok még egy eredményt, amely sziikséges a tobbvaltozos centrélis hatar-
eloszlastétel kimondésahoz.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszlas tulajdonsagairol. Tekintsink eqy k-
dimenzios (n1,...,mk) = (&1, &) A+ (ma, ..., my) normdlis eloszldsi valdsziniiségi
vdltozdt, ahol A egy k x k méretd mdtriz, m = (my,...,my) k-dimenzids (véletlentdl
nem fiiggd) vektor és (&1,...,&k) egy k-dimenzids standard normdlis eloszldsi véletlen
vektor. Akkor (m1,...,mk) m = (mq,...,mg) vdrhaté értéki és D = A*A kovariancia
mdtriziu véletlen vektor. FEgy normdlis eloszlisu véletlen vektor kovariancia mdtriza
pozitiv (szemi)definit, és megforditva, minden k x k méreti pozitiv (szemi)definit mdtriz-
hoz és k dimenzios vektorhoz létezik olyan k-vdltozés normadlis eloszldsi véletlen vektor,
amelynek ez a kovariancia mdatriza és vdrhato érték vektora. Tovdbbd egy k-dimenzios
normalis eloszldsu valosziniségi valtozo eloszlasat meghatdrozza annak m vdarhato érték
vektora és D kovariancia mdtriza.

Megjegyzem, hogy egy rogzitett D (szimmetrikus és pozitiv szemidefinit) matrixra
az A*A = D egyenletnek nem egyértelmii a megoldasa. Tekintstink két kiilonbo6z6
A és B maétrixot, amelyre A*A = B*B. A fenti tétel szerint, ha tekintiink egy k-
dimenzids standard normaélis eloszlasi (&1, .. ., &) vektort, illetve a segitségével definialt
(&1,...,&k)A és (&1,...,&)B véletlen vektorokat, akkor béar ez az utébbi két véletlen
vektor kiilonbozé, eloszldsuk megegyezik. Ugyanis mind a két (normadlis eloszlasi) vek-
tor nulla varhaté értéka és A*A = B* B kovariancia matrixi. Ez a tulajdonsag erdsen
kihasznalja azt, hogy normalis eloszlasi valésziniiségi valtozokrdl van szé. Annak,
hogy egy tobb-dimenzoés normalis eloszlast egyértelmiien meghataroz annak varhaté
érték vektora és kovariancia matrixa fontos kovetkezményei vannak. Ehhez a kérdéshez
késObb visszatérek.

A tétel bizonyitdsa. Az, hogy csak pozitiv szemidefinit matrixok lehetnek egy tobb-
dimenziés normadlis eloszladsu valdszinliségi valtozé kovariancia matrixai, azok viszont
lehetnek ilyen kovariancia matrixok kovetkezik a kovariancia mdtrizok jellemzésérdl
sz616 tételbdl. (Az, hogy egy normélis eloszlasi vektor varhaté értéke tetszéleges vektor
lehet nyilvanvald.) Az az allitas szorul még indoklasra, hogy egy t6bbdimenzids normalis
eloszlasu valdszintiségi valtozéd eloszlasat meghatarozza annak kovariancia matrixa és
varhaté érték vektora. Kzt az allitast is redukdlni lehet arra az &llitasra, hogy egy
nulla varhaté értékii normalis eloszlasi véletlen vektor eloszlasat meghatarozza a ko-
variancia matrixa. Késébb latni fogjuk, hogy ez az eredmény kovetkezik a tobbvaltozos
normaélis eloszlasfiiggvények karakterisztikus fiiggvényének az alakjabol, de itt egy masik
bizonyitast ismertetek, amely a linearis algebra egy onmagaban is érdekes allitasabol,
egy Euklideszi tér linearis transzformacidinak tgynevezett polar koordinatas felbonta-
sabol kovetkezik.

E tétel megfogalmazasa elott felidézem az unitér transzformaciok definicidjat. Egy
Euklideszi tér valamely linedris transzformaciéjat unitérnek neveziink, ha teljesiti az

8



UU* =1 és U*U = I azonossagot. Valdjaban elég e két azonossig koziil csak az egyiket
megkovetelni, mert akkor a masik azonosség is sziikségszeriien teljesiil. Az unitér transz-
formacidk geometriai tartalma az, hogy ezek és csak ezek az Euklideszi tér tavolsagtarto
transzformaciéi. A kovetkezd linedris algebrai eredményre lesz sziikségiink.

Tétel egy matrix polar felbontasardl. Legyen A egy Fuklideszi tér linedris transz-
formdcidjanak a mdtriza. Létezik az A mdtriznak A = UK (és A = LV) alaki
poldr felbontdsa, ahol U (illetve V') unitér, K (illetve L) pozitiv szemidefinit szim-
metrikus matrixz. A K mdtriz az A* A pozitiv definit, szimmetrikus mdtriz eqyértelmiien
meghatdrozott pozitiv négyzetgyoke. (Az L mdtriz az AA* mdtriz pozitiv négyzetgyike.)

Megjegyzés. Ezen eredmény elnevezésének az az oka, hogy a pozitiv szemidefinit mat-
rixok a nem negativ valés szamoknak, az unitér transzformaciok pedig az egy abszolut
értékli komplex szdmoknak (a komplex tér forgatdsainak) a természetes megfelel6i, ha a
komplex szamok terét egy Euklideszi tér operatorainak a terével helyettesitjik. Ahogy
egy tetszbleges z komplex szam felirhaté z = Re'” ‘polarkoordindtds’ alakban, dgy
tetszoleges A matrix felirhaté a tételben megadott A = UK alakban. Mivel a mét-
rixszorzas nem kommutativ, ezért az A = UK és A = LV eldallitasokban kiilonb6z6
matrixok szerepelnek az altalanos esetben. A K maétrix alakja kovetkezik az

A*A=(UK)*(UK) = K*(U'U)K = K*K = K* ezért K = (A*A)'/?

azonossagbol.

A tébb-dimenzios normadalis eloszlds tulajdonsdgairdl szolo tétel bizonyitdsanak a befe-
jezése. Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor egy nulla varhaté értékit normaélis
eloszlasu Z vektor kovariancia matrixa az [ identitds méatrix. Ekkor tudjuk, hogy Z
eloallithaté Z = XU alakban, ahol X k-dimenzids standard normadlis eloszldsi vek-
tor, és I = U*U, azaz U unitér transzformacio. Viszont tudjuk, hogy egy k-dimenzids
standard normalis eloszlast X vektor striiségfiiggvénye az

k k
2 1
| e R S O

1
e
V2T

j=1
fliggvény, ahonnan lathaté, hogy az f(x1,...,zy) stirliségfiggvény az x = (z1,...,xx)
pontban csak az x = (z1,...,xx) vektor hosszatdl fligg. Mivel egy U unitér transzfor-

macio tavolsagtartd, innen lathatd, hogy az X és Z = XU véletlen vektorok stirtiség-
fliggvényei megegyeznek.

Legyen Y = X A egy tetszOleges nulla varhaté értékii, normélis eloszlasi véletlen
vektor, ahol X standard normalis eloszlasu véletlen vektor. Véve az A matrix A = KU
poléarfelbontasat felirhatjuk az ¥ = XA = XUK = ZK azonossagot, ahol Z = XU
standard normalis eloszlasi véletlen vektor. Masrészt K az A*A, azaz az Y véletlen
vektor kovarianciamatrixdnak az (egyértelmiien meghatarozott) pozitiv négyzetgyoke.
Innen kovetkezik, hogy az Y = Z K véletlen vektor eloszlasat meghatarozza a kovarian-
cia matrixa.



Ezutan megfogalmazom a tobbvéltozos centralis hatareloszlastételt.

A tSbbvaltozés centralis hatareloszlastétel. Legyenck £U) = (g@,..., AR

7 = 1,2,..., fuggetlen, egyforma eloszldsu k-dimenzidos valosziniiségi vdltozok, ame-
2

lyekre teljesul az E{l(l) < 00, 1 <1<k, feltétel. Legyen a €V = (él), ey ,i”) vektor

vdrhatd értéke €M) = <E§§1), e ,E££1)> , kovariancia matrixa pedig eqy D kxk méreti

mdtriz. Definidljuk az S™ = (S§"),...,S,§”>> = el = (Zg§j),..., Zg,ﬁf'))
j=1

j=1 j=1
osszegeket, n = 1,2,.... Ezek az S = (Sf"), e ,Slgn)) vektorok eloszldsban kon-
vergdalnak a ®p(xy,...,zr) k-dimenzids nulla vdrhaté értékd D kovariancia mdtrizi

normdalis eloszlasfigguényhez, ha n — oo, azaz érvényes a

. ]‘ n n ]‘ n n
(1)

minden olyan (x1,...,x) pontban, amely folytonossdgi pontja a ®p(xq,...,xx) elosz-
lasfigguénynek.

1. megjegyzés. Ahhoz, hogy lassuk, hogy a fenti tébbvaltozds centralis hatareloszlastétel
értelmes, tudnunk kell a kovetkez6 két allitast:

i) Tetszéleges (véges) kovariancia métrix-szal rendelkez6 véletlen vektorhoz létezik
egy vele megegyez6 kovariancia matrixid (és nulla varhaté értékil) normalis eloszldsu
vektor.

ii) A tételben szereplé hatareloszlast egyételmiien megadtuk, azaz egy nulla varhaté
érték vektorral rendelkez6é normalis eloszlasu véletlen vektor eloszlasat egyértelmi-
en meghatarozza annak kovariancia matrixa.

Ez a két tulajdonsig azonban kovetkezik a tobb-dimenzids normélis eloszlas tulaj-
donsagairol szolo tételbdl.

2. megjegyzés. Az egy és tobbvaltozos centralis hatareloszlastétel megfogalmazasaban
méasfajta normalizalast hasznaltunk. Az egyvaltozds esetben az Osszeg szorasaval, azaz
V/no osztottunk, ahol 02 = Var¢, mig a tobbvaltozds esetben y/n-nel. Az egyvéaltozés
esetben is oszthattunk volna y/n-nel, és akkor a hatdreloszlds egy nulla varhaté értékii és
o? szérasnégyzetii normalis eloszlast valdszintiségi valtozé eloszlasa lett volna. A tobb-
valtozés esetben az egyvéltozés esethez hasonlé normalizalds az n~ /2%~ métrix-szal
valé szorzéas lenne, ahol X2 a tekintett véletlen vektorok kovariancia métrixa, 3 ennek
pozitiv négyzetgyoke, azaz az az egyértelmiien meghatarozott pozitiv definit ¥ matrix,
amelynek négyzete a ¥? kovariancia métrix, X! pedig ennek a matrixnak az inverze.
Ilyen normalizélast akkor valaszthatunk, ha a ¥? métrix invertalhaté. Ez akkor teljesiil,
ha 3?2 szigortian pozitiv definit. Ekkor a limesz egy standard normaélis eloszlast véletlen
vektor. De bizonyos fontos esetekben ez a feltétel nem teljesiil. Példaul, ha az elcadas
elején tekintett (szabdlyos) kocka véletlen dobdasait tekintjiik, akkor, mint a gyakorlaton
megtargyaljuk, nem invertdlhaté kovariancia méatrix jelenik meg a hatdareloszldsban.
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Ez azzal fligg 6ssze, hogy a kiilonb6z6 eredményii dobdsok szaménak az Gsszege (nem
véletlen) konstans. Ez a konstans egyenl az Gsszes dobds szaméval.

3. megjegyzés. A tObbvéltozos centralis hatareloszlastétel megfogalmazasaban nem
allitottuk, hogy az (1) reldcié minden (x1,...,z)) pontban érvényes, hanem csak azok-
ban a pontokban, amelyek folytonossagi pontjai a ®p(z1,...,xx) (hatdr)eloszlasfliigg-
vénynek. Ez nem iires megszoritas, mert az egyvaltozos esettél eltéréen a @ p (1, ..., xx)
fliggvénynek lehetnek olyan pontjai, ahol az nem folytonos. Ez az eset all el6 példaul
akkor, ha ®p(z1,...,x%) egy olyan (elfajuld) (&1, ...,&,) nulla varhaté értékli normalis
vektornak az eloszldsfiiggvénye, amelyre Var&; = 0. Ebben az esetben a ®p altal
generalt Stieltjes mérték az x; = 0 altérbe van koncentrilva, és a ®p(zy,...,zx)
fiiggvény nem folytonos az x1 = 0 hipersik pontjaiban. A tételt ebben a formaban fogom
bizonyitani, és az gyakorlati alkalmazasokban ebben a forméaban is kielégit6. Viszont,
mint a kiegészitésben megmutatom, az (1) formula val6jdban minden (z1,...,xy) pont-
ban érvényes a tételben szerepld valészintliségi valtozék bizonyos tulajdonsagai miatt.

Megjegyzem tovabba, hogy az egyvaltozds esethez hasonléan a tobbvaltozos cent-
ralis hatareloszlastételnek is létezik altalanositasa fiiggetlen, nem feltétleniil egyforma
eloszlasu véletlen vektorok normalizalt Osszegeinek hatdreloszldsara nagyon altaldanos
feltételek mellett. Ezzel a kérdéssel azonban itt nem foglalkozunk.

Léssuk, hogyan tudjuk vizsgalni a tobbvaltozds centralis hatareloszlastétel segit-
ségével az el6adés elején megfogalmazott a) problémét dobdkocka szabdlyossaganak a
vizsgalatarol.

Tekintsiik az ott bevezetetett £€U), 1 < j < n, valészintiségi valtozékat, azok S,, =

(1) (6)y - o B
(Sn/,...,Sn ") Osszegeit, illetve ezen Osszegek

_ 1 1
— ([ — (s _ pgy  _— (g6) _ gpg(6)
STL (\/E(Sn Sn )7 ) \/H(Sn STL )>

normalizaltjait. Emlékezziink arra, hogy az Sg), 1 <1 <6, valdszintiségi valtozé az [
eredményli dobdsok szamaval egyenld. Ezenkiviil tudjuk, hogy ES; = ¢, 1 <[ < 6,
és ki tudjuk szamolni annak a normélis eloszlasi valdszinliségi valtozok kovariancia
matrixat, amelyhez az S,, normalizalt 6sszegek eloszldsban tartanak. Ez a D kovariancia
matrix egyenlé a £U) véletlen vektorok kovariancia métrixaval, és D = (djm), 1 <

m < 6, dy,, = B&Ve) — BEVEE)) = —BeV B = — L hal#m, és diy =

- T 36
% — (%)2 = %. Ilyen médon az S,, normalizalt Gsszeg eloszldsdra jogunk van alkal-

mazni az (1) aszimptotikus azonossagot. De természetesebb az S,, normalizélt 6sszeg
n

koordindtainak a négyzetosszegét, azaz a T, = %1231(57(1” — %)? kifejezést vizsgdlni.

Felmeriil a kérdés, 1étezik-e a T;, valdsziniiségi véltozéknak (ismert) hatareloszldsa. A

kovetkezo két eredmény célja annak megmutatasa, hogy erre a kérdésre, illetve e kérdés

hasonl6 problémakban megjelend természetes megfeleldire a valasz igenlo.

1. tétel az eloszlasbeli konvergencia tulajdonsagairdl. Legyen adva k-dimen-

(n)
1

zids véletlen vektorok €M) = ( e ,(cn)), n=1,2,..., sorozata, amelyek eloszldsban
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konvergdlnak egy €0 = (5%0), ceey ,(CO)) k-dimenzios véletlen vektorhoz. Legyen ezenkivil
adva egy u(x) = u(z1,...,xE) a k-dimenzids téren értelmezett folytonos figgvény. (Az
egyszeriséqg érdekében tekintsiink valos értéki fiuggvényeket, de valojiban tekinthetink
tetszdleges 1-dimenzids vektor értéki u(-) figguényt.) Ekkor az n, = u(€™), n = 1,2,

., valdsziniségi vdltozdk eloszldsban konvergdlnak az ng = u(€ (0)) valosziniségi vdlto-
z0hoz.

A tétel bizonyitasa. Hasznaljuk az eloszlasban valé konvergencia folytonos fliggvények
integraljainak a segitségével megadott jellemzését. Ekkor azt kell beldtni, hogy tetszo-
leges folytonos és korlitos g(z) figgvényre lim Eg(n,) = Eg(ng). Viszont g(n,) =

g(u(E™)) = v(EM), és g(no) = g(u(¢?)) = v(€®), ahol v(z) = g((ux)). Tovébba a
v(x) fiiggvény is folytonos és korlitos a tétel feltételei miatt. Ezért, a tétel feltételei
alapjan,

lim Eg(n,) = hm Ev(g(”)) = Ev(f(o)) = Fg(no).

n—oo

A tételt bebizonyitottuk.

2. tétel az eloszlasbeli konvergencia tulajdonsagairdl. Legyen F,,, n =1,2,...,
k-dimenzios eloszldsok sorozata, amelyek eloszldsban konvergdlnak eqy Fy k-dimenzids
eloszldshoz. Jelolje pur, az Fy, eloszlds szerint indukdlt Stieltjes mértéket. Ha A olyan
halmaz a k-dimenzids téren, amelynek OA hatdra teljesiti a pp,(0A) = 0 azonossdgot
az Fy hatdreloszldsmérték szerinti pp, Stieltes mérték szerint, akkor nh_}rgo pr, (A) =

HFy (A)

Mivel szamunkra elegend6 az els6 tétel is, a masodik tétel bizonyitasat csak véazla-
tosan ismertetem.

A tétel bizonyitdsa. Be lehet latni, hogy az A halmaz indikator fiiggvényét jol lehet
kozeliteni, mind alulrél mind feliilrdl alkalmas folytonos fiiggvényekkel. Részletesebben
kifejtve, tetszéleges € > 0 szdmhoz léteznek olyan f.(x) és g.(z) folytonos fliggvények,
amelyekre 0 < f.(z),g:(x) < 1 minden x vektorra a k-dimenzids térben, f.(x) = 1, ha
x € A, ahol A az A halmaz lezartja, f.(z) = 0, ha p(z, A) > ¢, ahol p(-,-) az Euklideszi
metrika a k-dimenziés térben, g.(x) =0, ha z ¢ A, g.(v) = 1 ha p(m A°) > €, ahol A°
az A halmaz komplementere Felhasznélva a lim f f=(z) = [ f-(z)Fo(dz) és

lim [ g.(z)F, = [ g(z)Fo(dx) rela(nokat maJd elvegezve az € — 0 hataratme-
n—oo

netet megkapjuk a tetel allitasat. A részletek kidolgozasat elhagyom.

Térjiink vissza a szabdlyos dobdkockaval kapcsolatos feladat targyalasdhoz. Al-
kalmazva az 1. tételt az eloszldsbeli konvergencia tulajdonsdgairol a k = 6 dimenzids

6
euklideszi térben az u(z) = > x? fiiggvénnyel azt kapjuk, hogy az ott bevezetett T,
1=1
valoszintliségi valtozok eloszlasban konvergalnak egy ismert kovarianciaju, nulla varhaté

értéki normalis eloszlasu vektor koordinatdinak a négyzetosszegéhez. Ilyen eredményre
volt sziikségilink. Felmeriil még a kérdés, hogy nem lehet-e a hatareloszlast egyszeriibb
modon jellemezni. Ehhez a kérdéshez késébb még visszatérek.
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A kovetkezd feladat célja annak megmutatdsa, hogy az el6adés elején emlitett b) felada-
tot hogyan tudjuk megoldani a tobbvaltozds centralis hatareloszlastétel segitségével.
Feladat:

Legyenek &1, ...,¢&, fliggetlen, a [ 5 2] intervallumban egyenletes eloszlasu valé-

szinliségi valtozok. Mutassuk meg, hogy a Z & és Z §j2~ Osszegek normalizaltjai-
j=1 j=1

nak, azaz a |/ = 12 Z & és 18 Z (52 — —) valésziniiségi valtozéknak az egyiittes

eloszlasa a két- d1menz1os Standard normahs eloszlashoz konvergdl, ha n — oo.

Megoldds: E¢ =0, EE? = &5, Varé = &, Varg? = E¢* — (BE?)? = g5 — 13 =
755- Tovabbd Cov (¢,&2) = E¢® — EEEE* = 0. Ezért a (V12¢5,v180 (&3 — §5)),
j =1,2,..., véletlen vektorok fiiggetlenek, nulla varhaté értékkel és az identitas
kovariancia matrix-szal. Innen, és a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastételbol

kovetkezik a feladat allitasa.

Be akarjuk latni a tobb-dimenziés centralis hatareloszlastételt. Tudjuk eddigi eredmé-
nyeink alapjan, hogy ehhez elegend6 megmutatni azt, hogy a normalizalt 6sszegek karak-
terisztikus fliggvényei konvergalnak egy megfelel6 kovarianciaju és nulla varhaté értéki
normalis eloszlasu vektor karakterisztikus fiiggvényéhez. Ennek bizonyitasahoz el6szor
ki kell szamolni a tobb-dimenziés normaélis eloszlasok karakterisztikus fiiggvényeit. Errol
sz0l a kovetkezo tétel.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszast valdszintiségi valtozok karakte-

risztikus fiiggvényérdl. Legyen n = (n1,...,mx) = (§&1,...,&k)A + (my,...,myg)
eqy k-dimenzios normdlis eloszldsu valdsziniiségi valtozo, ahol m = (mq,...,my) k-
dimenzids (determinisztikus) vektor, A = (a;;), 1 < j,1 < k, k x k méretd mdtriz,
tovabba & = (&1, .. .,&k) k-dimenzids standard normdlis eloszldsu véletlen vektor. Ekkor
2 (M, ..., nx) véletlen vektor karakterisztikus fiigguénye az

k
Eei(t,n) _ Eei(t1n1+"'+tknk) — ei(t:m)_tA*At*/2 = exp izt m; — szg lt t

j=1 ]1[1

fliggvény, ahol (x,y) jeloli az x = (x1,...,x%) ésy = (Y1,...,yx) vektorok (z,y) =
k

> x;y; skaldrszorzatdt, t = (t1,...,t;), d;; az A*A kovariancia mdtrizinak j-ik so-
j=1

raban, és l-ik oszlopdban szereplé konstans. A D = A*A madtrix megegyezik az n =
(N1, ...,nk) véletlen vektor kovariancia mdtrizdval.

Bizonyitds:

Eeitn) — Fei(t&Atm) _ giltm) poi(tA™€)  gi(tim) o~ (LA" LA™)/2 _ (i(t;m)—tA" AL /2

. * T - k .
mert, ha tA* =t = (f1,...,%;), akkor Fe!tA"8) = Reilhi&it+hls) — ] Feti& =
i=1

H 6—55/2 — o~ (ED)/2 _ o~ (tA"tAY)/2.
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Az 7 véletlen vektor D = (d;;) kovariancia matrixdban a j-ik sor l-ik eleme d;; =

k k k k
Cov (nj,m) = Cov | > api&p, > aqibq | = 22 ap,jap,lEf;% = > apjap, ésezaz A*A
p=1 g=1 p=1 p=1
matrix j-ik soraban és [-ik oszlopaban all6 elem. Ezért az n véletlen vektor kovariancia
matrixa a D = A* A matrix. Az nyilvanvald, hogy az n véletlen vektor varhato értéke m.

Kovetkezmény. FEgy tobb-dimenzios normdlis eloszldsu véletlen vektor eloszldsdt egy-
értelmiien meghatdrozza annak varhato érték vektora és kovariancia mdtriza.

Megjegyzés. Ezen allitds bizonyitasat mar lattuk linearis algebrai médszerekkel. Most
azt mutatjuk meg, hogy az egyszeriien kovetkezik a karakterisztikus fliggvények tulaj-
donsagaibdl is.

A Ekévetkezmény bizonyitdsa. Az eloz6 tétel alapjan egy normalis eloszlasu véletlen vek-
tor karakterisztikus fiiggvényét egyértelmiien meghatarozza annak varhaté érték vek-
tora és kovariancia matrixa. Viszont egy eloszlast meghataroz annak karakterisztikus
fliggvénye.

A tobbvaltozés centrélis hatareloszlastétel bizonyitasaban azt kell megmutatni,
hogy a tekintett véletlen normalizalt 6sszegek karakterisztikus fliggvényei konvergdlnak
a hatareloszlas karakterisztikus fiiggvényéhez. Ennek bizonyitasa nem nehezebb, mint
a megfelel6 egyvaltozos allitas bizonyitasa. Sot, az allitas igazolasat vissza lehet vezetni
az egyvaltozés esetre az alabbi egyszerii, de tanulsagos eredmény segitségével.

Lemma tobbvaltozos véletlen vektorok eloszlasanak konvergenciajanak a jel-
lemzésérdl. Legyen adva k-vdltozds €™ = ( %n), s ,gn)), n=12,..., véletlen vek-

torok eqy sorozata. Ezek a véletlen vektorok akkor és csak akkor konvergdlnak eloszldsban
k

eqy €O = (éo), el ,(CO)) véletlen vektorhoz, ha koordindtdik bdrmely arf’,(an) linedris

r=1

)

o . . 0 NI
kombindcioi eloszlasban konvergdlnak a arfy(n valosziniségi vdltozohoz.

r=1
A lemma bizonyitdsa. Azt kell megérteni, hogy mit jelentenek a lemmaban megfogal-
mazott eloszldsban valé konvergencidk a karakterisztikus fliggvények nyelvén. Jelolje

Onltl, ... tk) = Eeit&" +ott&) o £ = (én)7 cee ]gn))’ n=20,1,2,..., véletlen
vektor és o, (tlay, ..., ar) = et +targ™) o > ajﬁj(»n) linedris kombinaci6 karak-
=1

J_
terisztikus fliggvényét. A fenti jelolésekkel, — felhasznélva azt a tényt, hogy eloszlasok
konvergencidja ekvivalens azok karakterisztikus fliggvényeinek konvergencidjaval, — a
lemma allitasat ugy fogalmazhatjuk at, hogy az aldbbi a) és b) tulajdonsagok ekvi-
valensek.

a) lim @,(tlay,...,ar) = @o(t|ay,...,ar) minden ¢ valés szdmra és ay,...,a; para-

méterre.
b) lim ¢, (t1,...,tk) = @o(t1,...,tx) minden tq,...,t; szdm k-asra.

n—oo
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Viszont a b) tulajdonsag kovetkezik az a) tulajdonsaghdl t =1, a, =t,., 1 <r <k,
valasztassal, az a) tulajdonsag pedig kovetkezik a b) tulajdonsagbdl ¢, = ta,, 1 < r <k,
valasztassal. A lemmat bebizonyitottuk.

A tobbuvdltozos centrdlis hatdreloszldstétel bizonyitdsa. Az el6zd lemma alapjan

elég azt bebizonyitani, hogy tetszéleges aq,...,ar szdm k-asra az Sp(ai,...,ar) =
k k

\/Lﬁ > aT(Sff) — ESy(f)) kifejezések eloszldsban konvergédlnak a ((aq,...,ar) = >, a, ¢
r=1 r=1

véletlen vektorhoz, ahol ((i,...,(;) nulla varhaté értékii és D kovariancia matrixi

k .
normdlis eloszlasu véletlen vektor. Vezessikk be az n; = n;(a1,...,ar) = > a,{,(«] ),
r=1
1 < 5 < n, valészintliségi valtozékat. Ekkor nq,...,n, fliggetlen, egyforma eloszlasi
n

valdszintiségi valtozdk, és S, = > (n; — En;). Ezért a bizonyitandé allitds kovetkezik
j=1

az egyvaltozos centralis hatareloszlastételbol fiiggetlen, egyforma eloszlast valészintiségi

valtozok Osszegére és abbdl az észrevételbdl, hogy ((aq,...,ax) nulla varhaté értéki

normélis eloszlast valészintiségi valtozd, és Var((ai,...,ar) = Varn;.

Kovetkezo témank a tobbvaltozos normalis eloszlasok néhany fontos tulajdonsaga.

Lattuk, hogy egy tobb-dimenziés normalis eloszlast meghataroz annak varhaté
értéke és kovariancia matrixa. Ennek egyik kovetkezményét annak fontossdga miatt
tétel formajaban mondom ki.

Tétel normalis eloszlast véletlen vektorok korrelalatlan koordinatainak fiig-
getlenségérél. Legyenek eqy (&1,...,&k) normadlis eloszlasu vektor koordindtdi kor-
reldatlanok. Akkor e koordindtdk figgetlen, normdlis eloszldsi valdsziniiségi vdltozok.

Bizonyitds. A (& — E&y, ..., & — E€;) normalis eloszldsu vektor vérhaté értéke nulla,
kovariancia matrixa pedig e véletlen vektor koordinatainak korrelatlansaga miatt di-
agonalis. Legyenek a diagondlisban all6 elemek ajz-, 1 <5 < k. Tekintsiink nq,...,m%
fiiggetlen, standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozokat, és vezessiik be segitsé-
giikkel a (o171, ...,0knK) véletlen vektort. Ez tobb-dimenzids normélis eloszlast vek-
tor, amelynek varhaté értéke és kovariancia métrixa megegyezik a (§; — E&q,..., & —
E¢j) normalis eloszlast vektor varhaté értékével és kovariancia matrixdval. Ezért e
két véletlen vektor eloszlasa megegyezik. igy a o111, ...,0N, valészinliségi valtozok
fiiggetlenségébdl kovetkezik, hogy a & — F&q, ..., & — Eék, illetve a &1, ..., & valoszi-
niiségi valtozok is fliggetlenek és normalis eloszlasiak.

Tudjuk, hogy fiiggetlen valésziniiségi valtozok korrelalatlanok. A teljesség kedvéért
mutatok egy példat korrelalatlan, de nem fiiggetlen valdszintiségi valtozdkra. Ez a példa
mutatja, hogy a fenti eredményben nagyon fontos volt, hogy egy normalis eloszlasu
véletlen vektor koordinatait tekintettiik.

Példa korreldlatlan, de nem fiuggetlen valdsziniiségi valtozokra. Legyen & egyenletes
eloszlasu valdszintiségi valtozoé a [—%, %] intervallumban, Ekkor a & és n = £2 valdszinfi-
ségi valtozdk korreldlatlanok, de nem fiiggetlenek. Valéban, B¢ = 0, En = E¢? = 1—12,
E¢n = E€ =0, Cov(,n) = BE&n — EEER = 0. Masrészt € és 1 nem fiiggetlenek, sét
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az n valdszinliségi valtozéd a & valdsziniiségi valtozd determinisztikus fliggvénye. Egy
lehetséges formalis indokldsa annak, hogy & és n nem fiiggetlen a kovetkezo: Legyen
0 < a < 1 tetszdleges szam. Ekkor {w: n < a?} = {w: [¢] < a}. Ezért P(§ < a,n <
a?) = P(£ < a), tehat P(€ < a,n < a?) # P(€ <a)P(n < a?).

A kovetkezo allitast, amely szintén azzal kapcsolatos, hogy normélis eloszldsi vé-
letlen vektor koordinatainak fiiggetlensége kovetkezik azok korreldlatlansagabodl feladat
formajaban fogalmazom meg, és a gyakorlaton fogjuk targyalni. Ennek az eredménynek
fontos kovetkezménye van néhany valdszinliségszamitasi és statisztikai vizsgalatban.

Feladat:

Legyen (&,n) normaélis eloszldst vektor m = (mq, ms) = (E€, En) varhaté értékkel

(01,17 U1,2) _ (EfQ - (E§)2a ESn — EfEU)
02,1, 01,1 E¢n — ESEn, E772 - (EU)Q

kovarianciamatrix-szal. Ekkor létezik a & valdszintiségi valtozonak & = an + ¢
alaku eloallitasa alkalmas a konstanssal, és az n valdsziniiségi valtozotol fliggetlen ¢
normélis eloszldsi valdszintiségi véltozéval. Ez azt jelenti, hogy ha (£, n) két-dimen-
zi6s normalis eloszlasu valdszinliségi valtozo, akkor az els6 koordinata kifejezhetd,
mint a masodik kooordinata konstansszorosanak és egy a mésodik koordinatatél
fliggetlen normalis eloszlast valdszintiségi valtozo Osszege. A kivant a konstanst

explicit médon megadhatjuk az a = Z;j képlet segitségével.

Hogy altalanosithat6 a fenti allitds abban az esetben, ha & és n vektorvaltozok is
lehetnek?

Megolddas: A ( = & — Zifn valésziniiségi valtozo fliggetlen az 7 valdszinliségi
véltozétol. Ehhez a tobb-dimenziés normalis eloszlds tulajdonsagai alapjan elég
azt ellendrizni, hogy Cov ((,n) = 0. Innen kovetkezik a feladat allitésa.

Az az eset, amikor & = (&1,...,&), 1= (M,---,Mp), és (&1,---,&s, M1 Mp) €8Y
s+ p dimenziés normaélis eloszlasu valdszinliségi valtozo hasonléan targyalhaté. Be
lehet latni, hogy létezik olyan A matrix, amelyre n és & — nA fliggetlenek. Ennek
érdekében eloszor azt érdemes megmutatni, hogy létezik olyan U unitér matrix
amelyre nU = (71,...,7M,) = 7 vektor koordinatai fiiggetlenek. Ez abbdl lathato,
hogy ha az n véletlen vektor D kovarianciamatrixat D = U*AU alakban irjuk
fel, ahol U unitér A pedig diagondlis matrix, akkor az 7 = nU véletlen normalis
eloszlasu vektor kovarianciamatrixa A, ahonnan kovetkezik, hogy az 1 matrix ko-

Bt Nk, ¥ = 1,...,s. Ezt matrixjeto-
En;,

_ P
ordindtai fiiggetlenek. Legyen &. =&, — >
k=1

léssel £ = ¢ — 7B formdban irhatjuk. Ekkor (¢ — #B,7) olyan p + s dimenzids,
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo, amelynek elsé s és utolsé p koordinataja
korreldlatlan, ezért fliggetlen. Mivel a &€ — nB és 71 vektorok fiiggetlenek, ezért
( =& —nB =¢ —nUB fiiggetlen az n = nU™ vektortol.

Megjegyzés: A valoszinliségszamitas illetve statisztika finomabb kérdéseinek vizsgalata-
ban bevezették a feltételes valdszinliség és feltételes eloszlas fogalmét olyan esetekben
is, amikor a feltétel nulla valészintiséggel kovetkezik be. Bizonyos vizsgdlatokban fontos
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kiszamolni, hogy mi a feltételes eloszlasa egy tobb-dimenzids normalis vektor bizonyos
koordinatainak azon feltétel mellett, hogy a tobbi koordinata értékét rogzitjiik. E feladat
megoldasanak kulcslépése a fent targyalt feladat megoldasa. E kérdésre visszatérek
akkor, amikor a feltételes valdszintiségeket fogjuk tanulni.

Lattuk, hogy egy normalis eloszlasu véletlen vektor koordinatai is normalis elosz-
lasiak. Ez az allitds nem megfordithaté. Ennek megértése érdekében példat mutatok
olyan két-dimenzids (£,n) véletlen vektorra, amelynek mind a két koordindtaja, azaz
mind a £ mind az 7 valésziniiségi valtozd normaélis eloszlasu, viszont a (£,7n) vektor
(mint két-dimenzids véletlen vektor) nem normaélis eloszlasu.

Példa véletlen vektorra, amely nem normalis eloszlasi, noha koordinatai
normadlis eloszlastak. Definidljuk a kovetkezd (2, B,P) valdsziniségi mezdt: Q =
[0,1], B a Borel o-algebra [0, 1]-en, és P a Lebesque mérték. Definidljuk a kévetkezd &
és 0 valdszintiségi vdltozokat ezen a mezén: &(x) = & 1(x),

n(x):{ﬁ(l—x) haO0<z <3

f(l‘—%) ha%ﬁxﬁl'

Az ebben a példaban definidlt & és n valdsziniiségi vdltozok normdlis eloszldsuak, de a
(&,m) véletlen vektor nem normdlis eloszldsi.

Indoklas: A & és n valoszintiségi valtozok azonos eloszlastiak. Tovabba,
P(E > 7) = A(@(x), 1]) = 1 - 0(x).

Az, hogy a (&,n) véletlen vektor nem normalis eloszlasi kovetkezik példaul a P(€+n =
0) = £ azonossagbol. Ugyanis, ha (&, 1) normalis eloszldsu lenne, akkor az lenne a & +17
val6szintiségi véltozé is. Ennek viszont ellentmond a P(§ +n = 0) = 1 relécio.

Kiszamolom egy tobb-dimenzids normalis eloszlasu vektor stirliségfliiggvényét is,
(feltéve, hogy az létezik).

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszlasu vektor siiriiségfiiggvényének az

alakjardl. Legyen adva egy n = (n1,...,m) k-dimenzids normalis eloszldsi valdszini-
ségi vdltozo, amelynek m = (mq,...,my) = (Eny,...,Eng) a varhaté érték vektora és

D = (d;;), d;; = Cov(n;,m), 1 < j,l <k, a kovariancia mdtriza. Az n k-dimenzids
valdsziniségi vdltozonak akkor €s csak akkor van striségfigguénye, ha a D kovariancia
mdtriz invertdlhaté. Ha a D kovariancia mdtriz invertdlhato, akkor azmn = (n1,...,Mk)
véletlen vektor striségfigguénye a kovetkezo alaki:

1 —1 *
f(l‘):f(xl,,l‘k): (27r)k/2detD1/2 exp{—(m—m)D (‘T—m) /2}7
ahol x = (x1,...,x) € R* k-dimenzids vektor.

Bizonyitds: Az n = (n1,...,m) véletlen vektor eloszldsa megegyezik egy olyan 77 =
(Mo oymk) = (&1, -+, &) A+ (M, ..., my) véletlen vektornak az eloszlasaval, amelyikre
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&5, 1 < j <k, fiiggetlen standard normalis eloszldst valészintiségi véltozok, és D = A* A.
Jegyezziik meg, hogy a linedris algebra standard eredményei szerint az A és A* matrixok
egyszerre invertalhatéak vagy nem invertalhatdak, és a D = A* A matrix akkor és csak
akkor invertalhatd, ha az A matrix invertalhaté. Ezért, ha a D matrix nem invertalhato,
akkor az n vektornak nincs stiriiségfiiggvénye, ha pedig a D matrix invertalhaté, akkor
a kovetkezé moédon szamolhatunk:

Alkalmazva az x = yA + m transzforméciét &= (&, &), = (x1,...,%k),

y=(y1,---,yk) 6s p(v) = o(y1,...,yx) = o )k/ e~ (Wit +yk)/2 jeloléssel kapjuk, hogy
tetsz6leges mérheté B C R* halmazra

P(neB)=P@€B)=P(§€(B-mA™") = w(y) dy

/(y177yk)€(B—m)A1

! ¢ ((z —m)A™") dx

B |detA| (ml,...,xk)EB

alaki, ahol | det A| az © = yA + m leképezés Jacobian-ja.

E formulabdl kiolvashatd, hogy a vizsgalt normaélis eloszldsi valdszintiségi valtozo
stirtiségfiiggvénye a mcp ((a: — m)A_l) fiiggvény. Annak érdekében, hogy bebizo-
nyitsuk a tételt vegyiik észre, hogy mivel D = A*A, ezért det D = det A*det A =
(det A)2, és | det A| = det D'/2. Tovébb4,

1 . A*A) Yz —m)*
= (2R P 2
—1 - *
27r1)k/2 P (:r & }

mert A=1 (A71)" = A= (A*)7! = (4*A)”". Innen kovetkezik a Tétel dllitésa.

Megjegyzés: Egy tobb-dimenziés normalis eloszlast valdszintiségi valtozé karakterisz-
tikus fliggvényét megado képletben a kovariancia matrix szerepel, mig a stirtiségfiigg-
vényét megadd képletben a kovariancia matrix inverze. Mivel a karakterisztikus fligg-
vény kiszamolasaban nem kell invertalni a kovariancia méatrixot, ezért a karakterisztikus
fliggvény segitségével konnyebb vizsgdlni a normalis eloszlasfliiggvények tulajdonsagait.

Visszatérek az el6adas elején megfogalmazott a) problémahoz. Megfogalmazom
annak egy természetes altalanositasat, amely fontos szerepet jatszik a matematikai
statisztikaban. Az itt megfogalmazott feladat megolddsara kidolgozott modszert hivjak
az irodalomban y-négyzet prébanak. Megmutatom, hogy a x-négyzet préoba alapjaul
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szolgalé eredmény a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel és bizonyos linedris al-
gebrai eredmények kovetkezménye. A kovetkezo feladattal fogok foglalkozni.

Legyen adva k urna, és ellendrizziik azt a feltevést, amely szerint ha egy golyot véletleniil

bedobunk ezen urndk valamelyikébe, akkor az p;, p; > 0, valészinliséggel esik a j-
k
ik urnaba, Y p; = 1. Ezen feltevés ellenérzésének az érdekében dobjunk egymdstdl

j=1
fiiggetlentil n golydt ezekbe az urnékba, és jeldlje v, (j) a j-ik urndba es6 golyok szamat.
Dontsiik el a kapott eredmény alapjan, hogy feltevésiink helyes volt-es.
k : 2
Be fogjuk latni, hogy feltevésiink teljesiilése esetén a > %
j=1

tozoknak létezik hatareloszlasuk n — oo esetén, és ez a hatareloszlds az tugynevezett
k — 1 szabadsdgfokd x? (széban khi négyzet) eloszlés.

Megfogalmazom ezt az eredményt pontosabban is. El6szor bevezetem a y? elosz-
lasok definicigjat.

valészintiségi val-

A k szabadsagfoktu x? eloszlds definicidja. Legyen &1,...,& k darab fiiggetlen
k

standard normdlis eloszldasu valdszindiségi vdltozo. Ekkor a 532 valosziniségi valtozo
i=1
eloszldsdt nevezziik k szabadsdgfoki x*(k) eloszldsnak.

. z . ’ 4 4 2 4 P 1
Megjegyzés: Léattuk a gyakorlaton, hogy a 2 szabadsagfoki x*(2) eloszlds a A = 3
paraméterti exponencidlis eloszlas, azaz az az eloszlas, amelynek stlirtiségfliggvénye az
f(z)=3e*/2 hax >0, és f(z) =0, haz <O0.

Ezutan megfogalmazom a x? préba alapjaul szolgalé eredményt.

Tétel urnadobas eredményének aszimptotikus viselkedésérol. Legyen adva k

darab urna, amelyekbe bedobunk egymdstol fiiggetleniil golyokat gy, hogy mindeqyik
k

golyd p; wvaloszintiséggel esik a j-ik urndba, 1 < j < k, > p; = 1. Jeldlje v,(j) a

7j=1
J-tk urndba eso golyok szamat n dobas utan. Ekkor a

k N N2
Tn:Z<Vn<J) np;) , n=12,...
1 np;

j:
valdszintiségi vdltozok eloszldsban konvergdlnak a k — 1 szabadsdgfoki x*(k — 1) elosz-
lashoz, ha n — oco. (Az urndk k szama régzitett.)

Megjegyzem, hogy a fenti tételben megjelen6 hatareloszlas csak az urnak k szamatol
figg, de nem fiigg a p;, 1 < j < Kk, valdsziniiségektdl. Ez jelzi azt, hogy természetes
statisztikat vezettiink be, olyat amelyben a kiilonb6z6 urndkban levé golydk szamanak
az eltérése annak varhaté értékétol egyforma fontos szerepet jatszik. Az, hogy a hatar-
eloszlds a k — 1 szabadsagfogi x?(k — 1) eloszlds, azzal fiigg dssze, hogy bar k véletlen
szdm sulyozott négyzetOsszegét tekintettiik, (az egyes urndkba es§ golydk szadménak
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eltérését tekintettitk azok véarhat6 értékétdl), de ezek kozott van egy determinisztikus
Osszefiiggés. Nevezetesen az, hogy az Osszes urnaba esé golydk szama minusz azok
varhaté értéke nullaval egyenlo. Ezt informédlisan gy szoktak interpretdlni, hogy k — 1
szabadsagi fokkal rendelkezé véletlen vektorok koordinatdinak a négyzetOsszegét te-
kintettiik, illetve azok hatareloszlasat. Ilyen esetben a hatéareloszlast olyan véletlen
Osszeg adja meg, amelyben mindegyik szabadsagi foknak egy olyan Osszeadandé felel
meg, amely fliggetlen a tobbi 6sszeadando6tol, és az egy standard normaélis eloszlasu
valoszintliségi valtozd négyzete.

A tétel bizonyitasat tobb lépésben adom meg. Az els6 1épésben bebizonyitom
a hatareloszlastételt, de a hatareloszlds nem a szadmunkra rokonszenves alakban fog
megjelenni.

Lemma a y-négyzet statiszika hatareloszlasanak létezésérol. Tekintsik az ur-
nadobds eredményének aszimptotikus viselkedésérol szolo tételt és az abban definidlt

vn(j) waldszintiségi vdltozdkat illetve a segitségiikkel bevezetett T, Z (V”(J%pnp 1)’ ,
J

n = 1,2,..., kifejezéseket. A T, wvaldszintiségi vdltozok eloszldsban konvergalnak egy
olyan nulla vdarhaté értékii (&1, ..., &k) normdlis eloszldst véletlen vektor koordindtdinak

k

2 négyzetosszeqéhez, amelynek D = (d; ;), 1 < 1i,j < k, kovariancia mdtrizdt a
> &5 négy géhez, y J)s ,J <k,
j=1

képlet adja meg.

A lemma bizonyitdsa. Deﬁniéljuk a kovetkezé6 X = (X (l) , X (l)) k-dimenzids

véletlen vektorokat. X ](-l) = r, ha az [-ik dobasban a golyo a j-ik urnaba esett,

és X](.l) = 0, ha nem a j-ik urnaba esett, 1 < [ < n, 1 < j < k. Vezessik be

tovabba a S = (8™ . 5’,2")) normalizalt osszeget, ahol S’j(-n) = \/LH(S;”) — ESJ(-n)),

és S\ = = XV 1<j <k EkkoraX®,1<1<n, vektorok fiiggetlenek, kovari-
=1

ancia matrixuk a (2) formuldban definidlt D = (d; ;) métrix, :}(i) Sj(n) 1<j<k,és

a tobbvaltozés centralis hatareloszldstétel alapjan az S(™) véletlen vektorok eloszldsban
konvergédlnak egy nulla varhat6 értékii a (2) formuldban megadott kovarianca matrixi

ko, N2
(&1,...,&;) normélis eloszlasu véletlen vektorhoz. Ezenkiviil igaz a T,, = (S;n)>
j=1
azonossag. Ezért a alemma allitdsa kovetkezik az 1. tétel az eloszldsbeli konvergencia tu-
k
lajdonsdgairdl néven megfogalmazott eredménybol u(zyq, ..., xx) = 21 :c? véalasztassal.
]:

Ezutan a tétel bizonyitasahoz elegend6 a kovetkez6 lemmat belatni.

Lemma a x? statisztikdban megjelens hatareloszlastétel jellemzésérdl. Legyen
(&1, ..., &) normdlis eloszldsi valdszindiségi vdltozo nulla vdarhatd értékkel és a (2) for-
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k
muldban definidlt D = (d;;), 1 < 4,j < k, kovariancia mdtriz-szal. Ekkor Y &

j=1
X2 (k — 1) eloszldsi valészintiségi viltozd.

Ennek a lemmaéanak a bizonyitasaban hasznos a kovetkezé onmagaban is érdekes
lemma.

Lemma normalis eloszlastu véletlen vektor koordinata négyzetosszeg elosz-
lasdrdl. Legyen n = (m1,...,nk) k-dimenzids normdalis eloszldst valdsziniségi valtozo
nulla varhato értékkel és D kovariancia mdtriz-szal. Legyenek a D mdtriz sajatértékei a
k
AL,y Mg szdmok (multiplicitdssal). Ekkor a Y n? valdszindségi vdltozd eloszldsa meg-
j=1
k
eqyezik eqy > )\jsz valosziniiségi valtozo eloszlasdval, ahol &1, . . ., &k fluggetlen standard
i=1
normdalis eloszlasu valdsziniségi valtozok.

Bizonyitds: A D matrix felirhaté D = UAU* alakban, ahol U unitér, A pedig olyan
diagondlis matrix, amelynek atléjaban a D matrix \; sajatértékei vannak (multiplicitas-
sal). (Az U maétrix is felirhaté explicit médon a D métrix sajatvektorainak segitségével,
de erre a tényre most nincs sziikségiink.)

Az n = (m1,...,m,) véletlen vektor eloszlasa megegyezik egy 7 = (71,...,7%) =
ENY2U* = (&1,...,&)AY2U* véletlen vektor eloszlasaval, ahol € = (&1,...,&) stan-
dard normalis eloszlasu véletlen vektor. Valéban 7 normadlis eloszlastu véletlen vektor,
melynek varhaté értéke nulla és kovariancia matrixa a

(A1/2U*)*A1/2U* — UA1/2A1/2U* —UANU* =D

k
métrix. Innen az is kovetkezik, hogy a > 77]2 valészintliségi valtozo eloszlasa megegyezik
i=1

a i ’JZ valoszintiségi valtozd eloszlasdval. Vegyiik észre, hogy az 71 = (71,...,7%) =
j=1 ) )
nU = (M, ...,nx)U vektorra teljesiil a 21 ;= )
tavolsagtartd transzformécio. Viszontj n = ﬁ(} = EAV2UFU = €AV2. Ez ast je-
lenti, hogy a zk: 77J2- valoszintliségi valtozo eloszlasa megegyezik a Zk: ()\;/ 2§j)2 = zk: >\j€]2'
Valészinﬁségijxfélltozé eloszlasaval, és ez a Lemma allitasa. = 7=

77]2- azonossag, mert U unitér, tehat

A x? statisztikdban megjelend hatdreloszldstétel jellemzésérél szolé lemma bizonyitdsa.
Az €l6z6 lemma alapjén elég azt megmutatni, hogy a (2) képletben definidlt D ko-
variancia matrixnak az 1 k£ — 1 multiplicitdsi sajatértéke (azaz a D mdtrixnak k£ — 1
ortonormalt 1 sajatértékkel rendelkez6 sajdtvektora van) és ezenkiviill még a nulla a
sajatértéke 1-szeres multiplicitassal.

frjuk fel a D métrixot D = I — B alakban, ahol I az identitds matrix, B = (b; ;),
bij = /Pi/Pj> 1 < 4,7 < k. A B métrix sajatvektorait és sajatértékeit egyszertien ki
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tudjuk szamolni. Valéban, az e; = (\/p1,...,+/Pr) vektor a B métrix 1 sajatértékil
sajatvektora. KEgészitsiik ki az e; vektort egy tetszdleges eq,eo, ..., e, ortonormalt
béazisséd az R Euklideszi térben. Ekkor az ej, 2 < j < k, vektorok a B matrix

k :

nulla sajatértékd sajatvektorai, mert az (e1,e;) = 0 (azaz a ) pra) = 0, ha
r=1

e; = (29, ... 219))) azonossagbdl és a B métrix alakjabdl kévetkezik, hogy e;B = 0.

Abbdl, hogy az e; vektorok a B matrix sajatvektorai Ay = 1 és A; = 0, ha j > 2
sajatértékkel kovetkezik, hogy e vektorok a D = I — B matrixnak is sajatvektorai
Aj =1 —)\; sajatértékekkel, azaz A\ =0, és A\; =1, ha2<j <k

Kiegészités: Megjegyzés a tobbvaltozos centralis hatareloszlastétel alakjarol.

A t6bbvaltozds centralis hatéreloszlastételt az (1) formuldban fogalmaztam meg. E-
szerint az ebben a formuldban felirt azonossag érvényes a hatareloszlds minden foly-
tonossagi pontjaban. Abban az esetben, ha a (normadlis) hatareloszlas kovariancia
matrixa elfajuld, akkor ez az eloszlds az Fuklideszi tér egy (valédi) alterére van kon-
centralva, és a hatéareloszlasnak lehetnek szakadési pontjai. Ez a tobbvaltozés centrélis
hatareloszlastételben megjelend megszoritas nem okoz problémat az alkalmazasokban.
Megmutatom mégis, hogy érvényes a tobbvaltozds centralis hatareloszlastételnek az az
altalanosabb alakja, amely szerint az (1) formuldban megfogalmazott azonossag minden
(z1,...,7x) € R* pontban érvényes, és nemcsak a ®p hatéreloszlasfiiggvény folytonos-
sagi pontjaiban. Ennek az eredménynek a bizonyitédsa azon muilik, hogy a tobbvaltozds
centralis hatareloszlastételben olyan véletlen vektorok hatareloszlasat tekintettiik, ame-
lyek ugyanabba az altérbe vannak koncentralva, mint a (normélis) hatéreloszlas.

Az (1) formula altalanos alakjanak bizonyitasa érdekében bebizonyitok egy lemmat.
Ennek megfogalmazasa elott felidézem, hogy a linearis algebraban bevezettiik egy matrix
rangjat. Ez egyenlé a métrix sorvektorai (vagy oszlopvektorai) altal kifeszitett altér di-
menzidjaval. (A sor illetve oszlopvektorok &ltal kifeszitett altér dimenzi6ja megegyezik.
Ezt és néhany tovabbi alapveto linearis algebrai tényt kiilon magyarazat nélkiil fogok
hasznalni a bizonyitdsban.)

Lemma tobb-dimenzids véletlen vektorok eloszlasarol. Legyen egy nulla vdrhato
értékii & = (&1,...,&k) véletlen vektor D kovariancia mdtrizdnak a rangja v, v < k.
Ekkor létezik a k-dimenzios Fuklideszi térnek olyan csak a D kovariancia mdtriztol fliggd
S r-dimenzids altere, amelyre igaz, hogy a & véletlen vektor egy valdsziniséggel ebbe az

S altérbe van koncentrdlva, azaz P((§1(w),...,&k(w)) € S) = 1. S6t igaz a kovetkezd
k

dllitds is. Létezik r olyan n; = > a(j,0)&, 1 < j < r, valdszinidségi vdltozé csak a
=1

D kovariancia mdtriztdl figgd a(j,l) egyiitthatokkal, amelyekre E?ﬁ- =1,1<j53<r,

Enim=0,hal <jl<r, ésj#l. Ezenkivil a&; valosziniségi vdltozok is kifejezhetiek

az n; valdszindiségi vdltozok linedris kombindcicjaként & = > b(3,0)m, 1 < j < k,
=1
alakban alkalmas csak a D kovariancia mdtriztdl fiiggd b(j,1) egyiitthatokkal.

Az (1) formula kiterjesztése az éltalanos esetre azon mulik, hogy a tekintett nor-
malizalt részletosszegek ugyanabba az altérbe vannak koncentralva, mint a hatareloszlas.
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Ezt a linedris alteret az a képlet hatarozza meg, amely megmutatja, hogy a & véletlen
vektort hogyan lehet kifejezni az r n; valdszinliségi valtozé linedris kombindcidjaként.

A lemma bizonyitdsa. A D kovariancia matrixot fel lehet frni D = UA2U* alakban,
ahol U unitér A pedig diagonalis matrix, amelynek elsé r diagonalis eleme, Aq1,..., A\,
szigoruan pozitiv, a tovabbi diagondlis elemek pedig nulldk. (Itt hasznéltuk ki, hogy a
D matrix rangja r.) Jelolje u;; a D matrix fenti reprezentécidjaban szereplé U unitér
matrix j-ik sordban és [-ik oszlopaban lev$ elemet. Definidljuk az 7 = (71,...,7k)

k
vektort az 7; = Y &, 1 < j < k, képlettel. (Matrix jeloléssel n = £U™). Ekkor
=1

k

& = nU, azaz &§ = > muy;, és némi szadmolassal azt kapjuk, hogy a 7 kovariancia
=1

méatrixa az U*DU = A? métrix. Innen specidlisan az is adédik, hogy Eﬁ? = 0, és

7; = 0 egy valészinliséggel minden r + 1 < j < k indexre. Definidljuk az n; = %,

J

1 < j < r, valészintliségi véaltozokat, és legyen a(j,l) = A\ju;;, 1 < j <r, 1 <1<k
k

Ekkor E7732 = ]-a E77ﬂ71 = 07 haj 7£ la 1< jal < r, és n; = Za'<jal)§l7 1< .] <r.
1=1

b(7,0)m, 1 < j <k, b(j,l) = w ;N\ egyiitthatékkal. Végiil az S altér,

Mﬁ

Tovébba &; =

=1

ahovd a ¢ vektor van koncentralva megegyezik a & = > b(j,0)y;, 1 <j <k, 1 <1<,
I=1
alaku vektorokbdl allé altérrel.

Az (1) formula bizonyitisa az dltaldnos esetben. Alkalmazzuk az el6z6 lemmat a tobb-
valtozés centralis hatéreloszldstételben bevezetett mennyiségek segitségével a £ =

G (”)) f(n) 1n (S](.n) — ES](-n)), 1 < j < k, véletlen vektorra minden n =

1,2,... indexre. Jegyezzﬁk meg, hogy ezen vektorok D kovariancia matrixa nem fiigg

az n indext8l. A tobbvéltozds centralis hatdreloszléstételbsl kivetkezik, hogy az 1" =

> a(g, g (n ), 1 < j < r, véletlen vektorok eloszlasban konvergélnak az r-valtozods
=1
standard normaélis eloszlasfiiggvényhez, amely minden pontban folytonos. Masrészt a

minket érdekld valdszintiségeket ki lehet fejezni

P(()<a:1,...,,(€)<xk (Zbll < Ti,... Zbkl <xk>

alakban. Azt kell belatni, hogy

lim P (Zb(l,l)nl(”) <x,..., Zb (k, )™ < xk>

=1

=P (ib(l,l)(l < xl,...,Zb(k,l)Q < $k> ;

=1 =1
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ahol (1, ..., (. fiiggetlen standard normalis eloszlast valészintiiségi valtozok. Ezt be lehet
latni a tobbvaltozos centralis hatareloszlastétel és a 2. tétel az eloszldsbeli konvergencia
tulajdonsdgairdl segitségével. A részletek kidolgozasat elhagyom.
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