Sztochasztikus folyamatok fogalma és megadasa.

El6szor roviden ismertetem az eldadas cimében szereplo sztochasztikus folyamat defi-
nicojat, illetve targyalom azt a kérdést, hogy hogyan lehet és érdemes egy sztochasztikus
folyamatot megadni. E kérdések tisztazasa érdekében felidézem a valdszinliségi valtozo
definicigjat. Erdemes ezt a fogalmat eloszor a legaltalanosabb esetben ismertetni,
amikor egy nem feltétleniil valds vagy vektor értékii valoszinliségi valtozét tekintiink.

Valészintiiségi valtozék (altalanos) definicidja. Legyen adva egy (2, A, P) valdszi-
niségi mez6 (azaz eqy §) halmaz, amelyet biztos eseménynek is neveznek, valamint egy
az Q halmaz bizonyos (mérhetének nevezett) részhalmazaibol dllé A o-algebra és egy az
A o-algebrdn definidlt P valdsziniségi mérték), tovabbd egy (X, F) mérhetd tér, azaz
egy X halmaz és annak bizonyos (mérhetének nevezett) részhalmazait tartalmazo F o-
algebra. Azt mondjuk, hogy eqy az (2, A, P) téren definidlt, és értékeit az (X, F) téren
felvett mérhetd (w) figguény eqy (X, F) értéki valdsziniségi vdltozé. Ez azt jelenti,
hogy a £: Q) — F leképezés mérhetd. A £: Q) — F leképezést akkor nevezziik mérhetonek,
ha minden F' € F mérhetd halmaz dsképe, azaz az {w:&{(w) € F'} halmaz mérhetd, mds
szoval {w: &(w) € F} € A. Annak valdsziniségét, hogy a & valdsziniségi valtozd értékét
eqy F' € F halmazban veszi fel a P(§ € F) = P{w:{(w) € F'} képlet adja meg.

Megjegyzés: A fenti kissé formélisnak tiné definicié azért természetes, mert egyrészt
nem megszorité abban az értelemben, hogy minden minket érdekl6 esetben alkalmazha-
t6, masrészt biztositja, hogy mindazok a természetes heurisztikus érvelések, amelyeket
hasznalni szeretnénk igazolhatoak. Kiilon kiemelem azt a tényt, hogy sokszor, amikor
végtelen Osszegekkel szamolunk, azt a tényt hasznéljuk fel, hogy a valdsziniiség nemcsak
additiv, hanem o-additiv is. A mértékelmélet eredményei segitségével megmutathato,
hogy ez a plusz feltétel is teljesithet6. Ennek azonban az az dra, hogy nem tudunk
minden eseménynek, hanem csak bizonyos ‘szép’ mérheto halmazoknak megfelel6 esemé-
nyeknek a valészintiségérol beszélni. Az ilyen események egyiitt egy o-algebrat alkotnak.
Ezért jelenik meg a definiciéban az els6 hallasra idegeniil hangzé o-algebra fogalma. Vi-
szont az Osszes minket érdeklé esemény, amelynek a valdsziniiségérol beszélni kivanunk
része ennek a o-algebranak. Ezért ennek bevezetése nem okoz valédi problémat.

Valés és vektor értékii valdsziniiségi valtozdk definiciéja. Valos illetve n-
dimenzids vektor értéki valdszindségi valtozon egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn de-
finidlt (R, B), illetve (R™,B™) értékii mérhetd figgvényt értink, ahol R a valds szamok
halmazadt, R™ pedig az n-dimenzios Fuklideszi teret jeloli. Tovabbd B a Borel mérhetd
halmazok o-algebraja az R téren, B™ pedig a Borel mérheté halmazok o-algebrdja az R™
téren. (A Borel o-algebra a nyilt halmazokat tartalmazd legszikebb o-algebra.)

E bevezetés utan ismertetem a sztochasztikus folyamatok fogalmat.

Sztochasztikus folyamatok definicidja. Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniségi
mez6 és egy tetszbleges T (index)halmaz. Valdsziniiségi vdaltozoknak az (2, A, P) valdszi-
niiségi mezdn definidlt és a T halmaz elemeivel indexelt &, t € T, rendszerét az (), A, P)
téren definidlt (és a T halmazzal indexelt) sztochasztikus folyamatnak nevezink. Az
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alkalmazasok tobbségében a T halmazt a (nem-negativ) valés vagy egész szamok hal-
mazdnak valasztjuk.

Megjegyzem, hogy az esetek tobbségében csak valds értéki valoszintiségi valtozokat
fogunk tekinteni, de az altaldnos definicié szerint tetszoleges ((X,X) mérhets téren
értelmezett) mérhetd fliggvényt is valdsziniiségi valtozonak neveziink. Ezt a szabadsagot
felhasznalva idénként vektor vagy komplex szam értéki valdszinliségi valtozdkrol is
beszélhetiink.

Nem kotelezd feladat: Legyen adva egy T indexhalmaz és az (R, B) valds szamegye-
nesnek a rajta definidlt B Borel o-algebrdaval a T halmaz elemeivel indezelt (Ry,Bi),
t € T, példinyai minden t € T elemre. Tekintsiik az (Ry, By) mérhetd terek (RT,BT) =

[T (R:, By) direkt szorzatdt az minden t € T elemre, ami egy 1ij (RT, BT) mérhetd tér.
teT
Mutassuk meg, hogy a T-halmazzal indexelt valdos értéki sztochasztikus folyamatokat a

kévetkezé mdodon is definidlhattuk volna ekvivalens modon: FEgy T-halmazzal indexelt
valds értékii sztochasztikus folyamat egy (RT,BT) értékii valészintiségi vdltozo.

Felmeriil az a kérdés, hogy hogyan adhatunk meg egy sztochasztikus folyamatot.
Emlékeztetek arra, hogy valoszintliségi valtozdkat altaldban nem gy adtunk meg, hogy
definialtuk a valdszinliségi mez6t és rajta a valdszintiségi valtozét, hanem megadtuk a
val6szintliségi valtozé eloszlasfiiggvényét, és azt mondtuk, hogy valamely (kozelebbrél
nem definidlt val6szintiségi mezén) egy olyan valdszinliségi valtozét tekintiink, amely-
nek ez az eloszlasfiiggvénye. Ahhoz, hogy ezt megtehessiik sziikségiink volt egy olyan
eredményre, amely pontosan jellemezte az eloszlasfiiggvényeket. Természetes kivansag
az, hogy képesek legyiink sztochasztikus folyamatokat hasonléan jellemezni.

E kérdés vizsgalata elott idézziik fel a valdszintiségi valtozokrdl szélé analdg ered-
ményt.

Tétel. FEgy F(uq,...,ux) fligguény akkor és csak akkor eloszlasfigguénye alkalmas

&1, ..., &k valdszindségi vdltozoknak valamely (2, A, P) valdsziniiségi mezén, azaz akkor
és csak akkor létezik &1, ..., &, valdszindségi vdltozoknak olyan rendszere egy (2, A, P)

valdsziniiségi mezon, amelyre

P(fl<u1,...,£k<u;€):F(u1,...,uk)

minden uy, . ..,u, valés szam-k-asra, ha ez az F' fligguény teljesiti a kovetkezd (i)—(iv)
tulajdonsdgokat.
(i) F(uq,...,ur) minden vadltozdjinak balrél folytonos figgvénye.
(i) ujl-lgloo F(uq,...,ux) = 1.
minden j=1,...,k szdmra
(1ii) lim F(uy,...,ux) = 0. (Ez gy értendd, hogy az dsszes us,
Uj——00

valamely 1<j<k szdmrra

1 <s <k, s#j koordindtdt régzitjik, és u; — —o0.)
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Végiil definidljuk egy az R* téren definidlt F fiigguényre és egy K = [a1,b1) X
- X [ag, by) téglatestre a

pK) = ppK) = Y () Fug, )
uj= a; vagy b;
j=1,...,k
mennyiséget, ahol x(u1,...,ux) jeloli az a;-k szdmdt az uy, ..., us sorozatban.

Ekkor
(i) pr(K) >0 minden K téglatestre.

Az elobb megfogalmazott tétel allitasanak az egyik fele, az hogy egy véletlen vek-
tor eloszlasfliggvénye teljesiti a fent megfogalmazott (i)—(iv) tulajdonsdgokat viszonylag
egyszerii. Csak a (iv) tulajdonsig igazolasa igényel némi munkat. Azt kell megérteni,
hogy a viszonylag bonyolult ;(K) szdm megegyezik a P(a; < & < b;, 1 < j < k)
valésziniiséggel. A tétel masik részének az allitasat nehezebb bizonyitani. Az a feladat,
hogy adva egy (i)—(iv) tulajdonsagokat teljesité F'(ui,...,ux) fiiggvény, konstrualjunk
egy (2, A, P) valésziniiségi mez6t és azon az eldirt tulajdonsagokkal rendelkezé &1, . . ., &
valoszintliségi valtozdkat.

A fenti tulajdonsdgokkal rendelkezé modell konstrukcidja a kovetkezd ugyevezett

/////

Tétel a Stieltjes mérték létezésérdl. Legyen F(uq,...,ur) olyan k-vdltozos figg-
vény, amely teljesiti az el6zd tételben megfogalmazott (i)—(iv) tulajdonsdgokat. Ekkor
létezik és egyértelmiien meg van hatdrozva egqy olyan pp Stieltjes mérték az RF k-
dimenzids tér Borel mérheto halmazainak B* o-algebrdjdn, amely nem negativ o-additiv

halmazfiigguény ezen a o-algebrdn, pr(RF) =1, és
pr({vi, .. ooy <wy, 1 <j<k})=F(ui,...,ug)
minden uq,...,u; valos szamra.

Roviden ismertetem, hogyan lehet a fenti tétel segitségével a kivant konstrukciot
megadni. Legyen (Q, A, P) = (R¥,B* ur), ahol R* a k-dimenziés Eulideszi tér, B¥
a rajta definidlt Borel o-algebra, és up az adott tulajdonsiagia F' fiiggvény altal meg-
hatdrozott Stieltjes mérték. Definidljuk a §;(w), 1 < j < k, valdsziniiségi valtozokat
a fenti (€2, A, P) val6szinliségi mezén a kovetkezoképp: Ha w = (z1,...,xy), akkor
§j(w) =z, 1 <j < k. Nem nehéz belatni, hogy a fenti konstrukcié teljesiti az Gsszes
kivant tulajdonsagot. Az egyetlen nehézség a bizonyitasban annak megmutatasa, hogy
valéban valészintiségi mezét definidltunk. Ehhez azt kell tudnunk, hogy ppr valéban
(o-additiv) mérték, és ezt mondja ki az elébb megfogalmazott tétel.

Vektor értékii valdszintiségi valtozok eloszlasainak jellemzésérdl szold tételnek fon-
tos altalanositasa az alabb ismertetend6 tétel, amely megadja, hogy mikor lehet szto-
chasztikus folyamatokat azok véges dimenzids eloszlasainak segitségével megadni. En-
nek kimondasa el6tt bevezetek egy a tételben természetes modon megjelend definicidt.
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Eloszlasok konzisztencidjanak definiciéja. Legyen adva valamely T (végtelen) hal-
maz, és legyen a T halmaz minden {t1,...,t,} C T részhalmazdhoz egy ezen halmaz ele-
mewvel indexelt Fy, 4 (Te,,..., %4, ) eloszldsfigguény hozzdrendelve. (Ezek szemléletes
tartalma a késobbi alkalmazdasokban az lesz, hogy ha eqy a T halmazzal indexelt szto-
chasztikus folyamatot megszoritunk a {t1,...,t,} halmazra, akkor ennek a véletlen vek-
tornak az eloszldsa legyen Fy, 4 (Tiy,-.., %, ).) Azt mondjuk, hogy a véges dimenzios
eloszlasok ezen rendszere konzisztens, ha tetszdleges véges {t1,...,t,} C T halmazra és
annak (véges) {t1,...,tn,t1,...,tm} C T kiterjesztésére

Ft1,--~7tn (xtw R xtn) = Ft1,~--7tnatn+17"~vtn+m (xtv sy Ly OO 5. 700)7
ahol
Ftl7~-7t'n7tn+1,-~~7tn+m (xt17 tt 7:Etn7oo7 P OO)
= lim - lim g (Tt T Ty s Tt )s
xtn+1—>oo $tn+m—>00
és tetszoleges {t1,...,t,} C T halmazra és annak tetszéleges {t 1y, ... ,trm)} C T
permutdciojdra

Ftlw'-:tn (xt17 tee 7xtn) = Ft‘/r(l)7"'7t7r(n) (xtw(1)7 vt 7xt7'r(n))'

Ezen definicié segitségével megadhatjuk az alabbi, a sztochasztikus folyamatok
megadéasdban alapveté fontossagu tételt.

A valészintliségszamitas Kolmogorov-féle alaptétele. Legyen adva egy (végtelen)
T halmaz, valamint Fy, ¢, (T4, ..., T, ) véges dimenzids eloszldsfiigguényeknek egy a
T halmaz {t1,...,t,} C T véges részhalamazaival indexelt konzisztens rendszere. Ekkor
létezik eqy (2, A, P) valdszintiségi mezd, azon eqy &, t € T, a T halmazzal indexelt szto-
chasztikus folyamat gy, hogy minden {t1,...,t,} C T véges halamazra a (&,,...,&,)
véletlen vektor eloszldsfiigguénye az Fy, . 1 (x4,,...,x,) eloszldsfigguény.

Megfogalmazok egy Kolmogorovtol szarmazé mértékelméleti eredményt, amely-
bol konnyen levezethetd a fenti alaptétel, és ezt a levezetést réviden ismertetem. A
mértékelméleti tétel bizonyitasat viszont elhagyom. A tétel kimondasa el6tt bevezetek
néhany jelolést.

Legyen adva egy T végtelen halmaz, és tekintsiik a szamegyenesnek a hozza tartozé
Borel o-algebraval egyiitt egy eme T halmazzal indexelt (R, B:), t € T, példanyait, és

vegyiik ezeknek (RT,BT) = (H Ry, 11 Bt) direkt szorzatat. Definidljuk tovabba a
teT  teT

kovetkez6 B halmazrendszert, amely valéjaban a BT o-algebra véges sok koordindtatol

fliggd hengerhalmazaibdl all, és halmaz-algebrat alkot. Egy B halmaz akkor és csak

akkor eleme a Bl halmazrendszernek, ha létezik olyan Tp = {t1,...,tn} C T véges

részhalmaza a T halmaznak, és olyan B = B(ty,...,t,) halmaz, amelyre teljesiil a
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B € [I(Ry,,By,), relacié, és B a B altal meghatdrozott hengerhalmaz az (X7, B7)

j=1
térben, azaz valamely x = {z;,t € T} € RT pontra az x € B relacié akkor és csak
akkor teljesiil, ha (z,,...,x,) € B. Ezutdn megfogalmazom a kévetkez6 eredményt.

Tétel A. Legyen adva eqy T végtelen halmaz, €s tekintsiik a szimegyenesnek a hozzd tar-
tozo Borel o-algebrdval egyiitt eqy eme T halmazzal indexelt (R, B:), t € T, példanyait,

és vegyiik ezeknek az el6bb bevezetett (RT,BT) = (H Ry, 11 Bt) direkt szorzatdt
teT  teT

valamint a BY ¢ BT véges sok koordindtdtdl fiiggd hengerhalmazokbdl dllé halmazrend-
szert. Legyen adva eloszlasfiggvényeknek eqy egy a T halmaz véges Ty = {t1,...,tx} C
T részhalmazaival indexelt Fy, . 1 (x4, ...,x,) konzisztens rendszere, és definidljuk
egy B € Bl halmaznak a kivetkezd u(B) mértékét. Ha egy B halmaz elddll, mint
eqy B = B(ty,...,tx) halmaz dltal meghatdrozott hengerhalmaz, akkor legyen p(B) =

pry, ., (B), aholup, ., azFy (%, .. 2y, ) eloszldsfigguény dltal meghatdrozott
n
Stieltjes mérték a [[ (Ry,;,By;) téren. Ekkor u (nem negativ, egyre normdlt) o-additiv
j=1
halmazfiigguény a BY o-algebrdn.

,,,,,

Megjegyzés: A fenti tételben azért kellett feltenni azt, hogy a tekintett eloszlasfiiggvé-
nyek konzisztens rendszert alkotnak, mert ez biztositja azt, hogy bar egy B henger-
halmaz eléallitdsa hengerhalmazként nem egyértelmii (egy B = B(ty,...,t;) halmaz
altal meghatérozott hengerhalmaz eléallithaté B = B’(t1,...,tg,tr41) halmazként is,
ugy hogy a valdjaban semmitmond6 —oo < x4, ,, < oo feltétellel egészitjik ki a B hal-
mazt definidlé reldciét), de a pu(B) valészintiség definidlhatd, ennek értéke nem fiigg a
B halmaz eloallitasatol. A Stieltjes mérték 1étezésérol szolo tételbdl kovetkezik, hogy
rogzitett k > 1 egész szamra és tq,...,t; € T indexekre igaz a kovetkez6 allitas: Ha a p
halmazfiiggvényt megszoritjuk a B = B(ty,...,t;) alaki halmazok altal meghatérozott
hengerhalmazokra, akkor p o-additiv halmazfliiggvény ezen a megszoritason. A tétel azt
a lényegesen tartalmasabb &llitast fogalmazza meg, hogy p o-additiv halmazfiiggvény
az 0sszes hengerhalmazon is o-additiv.

A Tétel A kovetkezménye. A Carathéodory féle kiterjesztési tétel szerint a Tétel A-
ban defindlt p halmazfiggvény egyértelmien kiterjeszthetd egy az

(RTaBT) = (H Ry, H Bt)

teT  teT
téren értelmezett valdsziniiségi mértékre.

A Kolmogorov-féle alaptétel bizonyitdasa a fenti tétel, illetve annak kovetkezménye alap-
jdn. Tekintsiik a Tétel A-ban, illetve annak kovetkezménye altal definidlt (RT, BT)
rendszert. Ez tekinthet6 gy, mint egy valészinliségi mezo, mert p valészintiségi mérték
ezen a téren. (Ennek a ténynek az igazoldsa a bizonyitds legnehezebb 1épése.) Ezért
definalhatjuk az (2, A, P) valdszinfiségi mezét, mint az (RT, BT, i) teret, és az w elemi
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események megegyeznek a T halmazon értelmezett valés értékii fliggvényekkel. Adva
egy w = {x¢,t € T} elemi esemény, definidljuk az &, (w), u € T, valésziniiségi valtozot a
u({me,t € T}) = z,, képlet segitségével. Ekkor az {w: &, (W) < @yyy ..oy &uy (W) < Ty, }
halmaz megegyezik azon fiiggvényekbdl all6 hengerhalmazzal, mely fliggvények értéke

az u; pontban kisebb, mint z,,, az us pontban kisebb, mint z,,, ..., az u, pont-
ban kisebb, mint z,,. Az ilyen fliggvényekbdl allé halmaz valdsziniisége a konstrukcid
alapjan Fu, . up(Tuy, ... Ty, ), és ezt kellett bebizonyitani.

Feladat a gyakorlatra: Legyen adva egy (X, X') mérhetd tér, és azon végtelen sok (esetleg
megszamldlhatondl is tobb) fi(z), t € T, mérhetd fiiggvény. Tekintsiik az Gsszes fi(x)
fiiggvény altal generalt o-algebrat, azaz a legsziikebb o-algebrat, amelyre nézve az 6sszes
fi figgvény mérhetd. Lassuk be, hogy ez a kovetkezéképp is megadhatd: Tekintsiik a
T halmaz 0sszes lehetséges megszamlalhaté részhalmazat, vegyiik az altaluk indexelt
fliggvények altal generdlt o-algebrat, és vegyiik ezen o-algebrdk egyesitését. Ez azt
jelenti, hogy azt a halmazrendszert vessziik, amelyikbe egy B halmaz akkor és csak
akkor tartozik, ha létezik a 7T" indexhalmaznak olyan Ty megszamlalhaté részhalmaza,
hogy a B halmaz eleme a Ty halmaz elemeivel indexelt fiiggvények altal generdlt o-
algebranak.

Feladat a gyakorlatra: Mutassuk meg az el6z6 feladat segitségével, hogy az Tétel A
allitasa redukalhato arra a specialis esetre, amikor 7" a nem negativ egész szamok hal-
maza.

Szochasztikus folyamat trajektoriajanak a fogalma. Legyen adva eqy T indez-
halmazzal paraméterezett & (w) sztochasztikus folyamat. Ennek egy rogzitett w elemi
eseményhez tartozo trajektoridjin a T halmazon definidlt &(w) fligguényt értjik.



