Martingalok elmélete.

El6szor ismertetem a martingalok és szemimartingdlok definicigjat.

Martingal és szemimartingal definicidéja. Legyen adva o-algebrdik Fi C Fo C F3 C

- novekvd sorozata egy (£, A, P) valdsziniségi mezdn, amelyre teljesil az F,, C A tu-
lajdonsdg minden n = 1,2,... szdmra. Legyen adva ezen kivil F, mérhetd &,(w),
E|&n(w)| < oo, waldsziniségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a &,(w), n =
1,2,..., valdsziniségi vdltozok sorozata (diszkrét idében definidlt) martingdlt alkot az
Fy o-algebra sorozatra nézve, ha teljesil az

E(¢n+1(w)|Fn) = &n(w) 1 valdsziniiséggel minden n =1,2,... szamra  (D1)

azonossdg. A fent definidlt sorozat (diszkrét idében definidlt) szemimartingdlt definidl,
ha teljestil az

E(¢n+1(w)|Fn) = &n(w) 1 valdszintséggel minden n =1,2,... szdmra  (D2)

egyenlitlenség.

Legyen adva egymadsba skatulydzott Fy o-algebrdk, t > 0, Fs C Fy, has <t, F; C A
valds szamokkal indexelt rendszere egy (0, A, P) valdsziniségi mezén. Legyen tovabbd
adva F; mérhetd & (w) valdszintiségi valtozok rendszere, amelyre E|&(w)| < oo. Azt
mondjuk, hogy a & (w) valdsziniiségi vdltozok idében folytonos martingdlt alkotnak az F;
o-algebrdk rendszerére nézve, ha teljesul az

E(&(w)|Fs) = &s(w) 1 wvaldszintséggel minden 0 < s <t < oo szdmpdrra (D1’)

azonossdg. A fent definidlt sorozat (folytonos idében definidlt) szemimartingdlt alkot,
ha teljestil az

E(&(w)|Fs) > &s(w) 1 wvaldszintséggel minden 0 < s <t < oo szdmpdrra (D2')
egyenldtlenség.

1. megjegyzés. Hasonléan definidlhatunk egy véges sok elembél allé (&,,F,), 1 < n <
N, martingalt vagy szemimartingdlt. Az egyetlen kiilonbség az, hogy a (D1) illetve
(D2) formulat csak 1 < n < N indexekre koveteljiik meg. Hasonléan definidlhatunk
egy folytonos paraméteri martingalt egy [a,b] intervallumban, a (D1’) és (D2") tulaj-
donsagot csak a < s <t < b paraméterekre kovetelve meg.

2. megjegyzés. Ha adva van val6szintiségi valtozok egy &1 (w), &2(w), . . ., sorozata, akkor

ﬁ(zo) = B(&1,&2,...,&,) a legsziikebb a diszkrét idejii martingdlok és szemimartingdlok
definicojaban szerepld feltételeket teljesito o-algebrak. Vegyiik észre, hogy amennyiben
a (D1) feltétel teljesiil akkor az

(1 @)|F?) = B (B @I F)IF) = B (6@)IFP) = éa(w)

1 valészintiséggel minden n = 1,2... szamra

1



azonossag is teljesiil, azaz ha a ,(w) sorozat martingalt alkot az F,,, n = 1,2,...,
o-algebra sorozatra nézve, akkor martingalt alkot az ]-",(10), n=1,2,..., o-algebra so-
rozatra nézve is. Hasonléan éllithatjuk, hogy ha a &, (w) sorozat szemimartingélt alkot
az JF, o-algebrak sorozatira nézve, akkor szemimartingalt alkot az T(LO) o-algebrak

sorozatara nézve is.

Folytonos idejii martingalok és szemimartingdlok esetén definidlhatjuk az .7-"5(0) =
B(&y, 0 < u < s) o-algebrékat, és ezekkel helyettesitve a Fs o-algebrdkat a folytonos
idejii martingédlokra és szemimartingdlokra is allithatjuk, hogy az & (w) sztochasztikus
folyamatok martingdlok illetve szemi-martingalok maradnak. Ezért jogunk van valé-
szinliségi valtozok egy sorozatat diszkrét idejii martingdlnak vagy szemimartingdlnak
hivni, ha ez a sorozat martingdl, illetve szemimartingal a most definialt fT(LO) o-algebrak
sorozatara nézve. Az irodalomban hasznaljak ezt a konvenciot, és mi is élni fogunk ezzel
a lehet6séggel. Hasonléan, egy &;(w) sztochasztikus folyamatot martingdlnak illetve

szemimartingalnak hivunk, ha az martingal illetve szemimartingél az ]:t(o), t >0, o-
algebrak rendszerére nézve.

A martingalok az igazsdgos, a szemimartingalok pedig az elényos jatékoknak a
természetes modelljei. Tekintsiink ugyanis egy jatékot, amelynek minden egyes ido6-
pontban van egy fordul6ja, és ennek sordn nyereményiink értéke (véletlenszeriien) meg-
valtozik. Jelolje F,, azt a o-algebrat, amely tartalmazza az n-idépontig Osszegyiijtott
Osszes informéaciénkat, &,(w) pedig legyen a nyereményiink értéke az n idépontban.
Ekkor az n + 1-ik fordulé utani idopontbeli varhaté nyereményiink az n-ik forduléban
rendelkezésiinkre allé ismeretek alapjan E(&,4+1(w)|F,). A jaték akkor igazsdgos, ha ez
a varhaté nyeremény megegyezik az n-ik idépontbeli £, (w) nyereményiinkkel, és akkor
elonyos, ha nagyobb néla. Tobb a martingalok elméletében fontos eredmény ezen kép
alapjan érthet6 meg.

A kovetkez6 feladatokban megfogalmazok néhany fontos példat martingalokra. A
feladat allitasai ellenorizhetéek a feltételes varhato érték elobb felsorolt tulajdonsagai-
nak segitségével.

1. feladat. Legyenek &;,&; ..., fliggetlen valdszintiségi valtozdk, amelyekre E|&,| < oo
minden n = 1,2,... szamra. Ha F¢, = 0 minden n = 1,2,..., szamra, akkor az

k
Sp=>.¢&,k=1,2,..., részletosszegek martingalt alkotnak. Ha E¢,, > 0 minden n =
j=1

1,2,... szamra, akkor az S, k =1, 2,..., részletosszegek szemimartingalt alkotnak.

2. feladat. Legyen adva az A o-algebra rész-o-algebrainak novekvé F; C Fo C F3 C
.-+ C A az sorozata és egy £ valdsziniliségi valtozd, E|£| < oo, egy (2, A, P) valészintiségi
mezén. Ekkor az (X,,,F,), n =1,2,..., sorozat, ahol X,, = E(¢|F,,), martingdlt alkot.

n
3. feladat. Legyenek &;,&o,... fliggetlen valészintségi valtozdk, T,, = [] &k, n =
k=1

1,2,.... Ha E§; = 1 minden j = 1,2,... szamra, akkor a T},, n = 1,2,..., sorozat
martingdl. Ha F¢; > 1,és P(¢§; >0) =1, j=1,2,..., akkor T}, szemimartingdl.
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4. feladat. Legyen W (t,w), t > 0 egy Wiener-folyamat. Ekkor mind a W (¢,w), mind
a W2(t,w) —t, t > 0, sztochasztikus folyamat marting4l. (Erdemes mind a két szto-
chasztikus folyamat esetében a F; = B(W (s); s < t), o-algebrat tarsitani a W (t) illetve
W?2(t) — t valésziniiségi valtozéhoz.

4'. feladat. Legyen P(t,w), t > 0 egy Poisson-folyamat, A = 1 paraméterrel. Ekkor
mind a P(t,w) — ¢, mind a (P(t,w) —t)? — t, t > 0, sztochasztikus folyamat marting4l.
Altaldban, ha X (t,w) egy fiiggetlen és staciondrius novekményti sorozat EX (t,w) = 0
és EX?(t,w) = t, akkor X (t,w) és X2(t,w) — t martingdl.

A 4. feladat felsorolja egy Wiener-folyamat bizonyos tulajdonsagait. Ezenkiviil
tudjuk, hogy a Wiener-folyamat trajektériai folytonosak. Megfogalmazom a Wiener-
folyamat egy korabbi jellemzésének altalanosabb, martingal-tulajdonsagokkal megadott
jellemzését.

Tétel a Wiener-folyamatok egy jellemzésérol. Legyen X (t,w), 0 <t < oo, olyan
sztochasztikus folyamat, amelyre EX?(t,w) < oo minden t > 0 szdmra, X(0,w) = 0
eqy valdszintiséggel, és az X (t,w) és X2%(t,w) —t, t > 0, sztochasztikus folyamatok
martingdlok (valamely F; az .7-",5(0) = {X(s,w), s < t}, t >0, o-algebrdkat tartalmazo
o-algebrdk rendszerére nézve). Ha ezenkivil az X (t,w) sztochasztikus folyamat minden
trajektoridja folytonos, akkor X (t,w) Wiener-folyamat.

A fenti tétel bizonyitasat az eléadasban elhagyom, azt egy kiegészitésben ismerte-
tem. Megjegyzem, hogy a tétel bizonyitasdnak lényege az, hogy a fiiggetlen valdszintiségi
valtozok Osszegeirdl széld centralis hatareloszlastétel altalanosithaté martingalokra is,
és ennek az itt nem ismertetett eredménynek a segitségével belathato, hogy tetszoleges
0 =t) < th1 <ty < -+ <t < oo szamokra a tétel feltételeinek teljesiilése esetén
az X(tj,w) — X(tj—1,w), 1 < j < k, valészintliségi valtozdk fiiggetlenek, és normalis
eloszlastiak 0 vérhato értékkel és t; —t;_1 szérasnégyzettel.

Ismertetek néhany a martingalokrol és szemimartingalokrél szél6 fontos eredményt.
Nem adom meg mindegyikiik részletes bizonyitasat. Néhany esetben a bizonyitas fontos
lépéseit (némi magyardzattal elldtott) feladat formajaban fogalmazom meg. Viszont
igyekszem elmagyarazni, hogy a bizonyitasok hatterében ott van az igazsagos és elényos
jatékok tulajdonsagairdl szol6 természetes gondolat. Az elsé eredmény azt fejezi ki, hogy
egy igazsagos jaték esetén nem tudom a jatékot gy abbahagyni, hogy az szamomra
szigorian elonyos legyen, egy elonyos jaték esetén pedig a legelonyosebb stratégia az,
ha a jatékban végig részt veszek. Természetesen, amikor arra gondolok, hogy milyen
szabaly szerint hagyjam abba a jatékot, akkor olyan szabdlyra gondolok, amelyet ef-
fektive végre is tudok hajtani. Ennek pontos megfogalmazasa érdekében bevezetem a
kovetkez6 fogalmat.

Megallasi szabaly definicidja. Legyen adva o-algebrdk novekvo Fy C Fo C F3 C
- C A sorozata egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Azt mondjuk, hogy egy pozitiv egész
értékeket (és esetleg a o) értéket) felvevd T(w) valdszintiségi vdltozé megdlldsi szabdly
e o-algebrdk rendszerére nézve, ha {w: 7(w) =n} € F, minden n =1,2,... szamra.
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E fogalom idében folytonos megfeleldje a kovetkezd: Legyen adva Fy C A, 0 <t <
o0, o-algebrdknak egqy novekvd rendszere (azaz legyen Fs C Fy, ha s < t) eqy (2, A, P)
valoszintiségi mezdén. Azt mondjuk, hogy egy mem negativ értékeket (és esetleg a o)
értéket) felvevd T(w) waldszinidségi valtozé megdlldsi szabdly e o-algebrdk rendszerére
nézve, ha {w: 7(w) <t} € F; minden t > 0 szamra.

Megadom a definicié valtozatat abban az esetben, ha o-algebrak helyett valészinii-
ségi valtozok egy sorozata vagy egy sztochasztikus folyamat van adva.

Megallasi szabdly definiciéja. Legyen valdsziniiségi valtozok & (w), &2(w), ... soro-
zata egy (2, A, P) valészintliségi mezén. Eqy pozitiv egész értékeket (és esetleg a oo)
értéket) felvevd T(w) waldszindiségi vdltozé megdlldsi szabdly e valdsziniiségi vdltozok
sorozatdra nézve, ha megdlldsi szabdly az F,, = B({k(w),1 < k < n) o-algebrdk névekvd
rendszerére nézve.

E fogalom idében folytonos megfeleldje a kivetkezd: Legyen adva eqy X (t,w), t >
0, egy a pozitiv félegyesen definidlt sztochasztikus folyamat egy (2, A, P) valdsziniiségi
mezdén. Azt mondjuk, hogy egy nem negativ értékeket (és esetleg a 0o) értéket) felvevd
T(w) waldszintségi valtozo megalldsi szabdly e sztochasztikus folyamatra nézve, ha meg-
dllasi szabaly az Fy = B(&s: 0 < s <), t >0, o-algebrdk névekvd rendszerére nézve.

Erdemes bevezetni a 7(w) (véletlen) megalldsi idépontig sszegyiijtott informaciot
tartalmazé F, o-algebrat is. Egy B halmaz akkor és csak akkor tartozik a F, o-
algebraba, ha a 7 idépontig tett megfigyelések alapjan el tudjuk donteni, hogy a B
esemény bekovetkezett-e vagy sem. A pontos definicié a kovetkezd.

Egy megallasi szabaly altal generalt o-algebra definicidja. Legyen adva o-
algebrdak névekvé Fy C Fo C Fsz C --- C A sorozata egy (2, A, P) wvalosziniiségi
mezén, és legyen T(w) megallasi szabdaly erre a rendszerre nézve. Az F, o-algebra a
kovetkezé halmazokbol dall: Egy B C ) halmazra B € F, akkor és csak akkor, ha
BNn{w: 7(w) <n} € F, mindenn =1,2,... szamra.

E fogalom idében folytonos megfeleldje a kovetkezo: Legyen adva o-algebrdk novekvd
Fi € A, 0 <t < oo, rendszere (azaz legyen Fs C Fi, ha s < t) egy (2, A, P)
valoszintiségi mezén, és legyen 7(w) megdlldsi szabdly erre a rendszerre nézve. Az F.
o-algebra a kovetkezd halmazokbol dll: B C Q halmazra B € F, akkor és csak akkor, ha
Bn{w: 7(w) <t} € F minden t > 0 szdmra.

Feladat 1: Léassuk be, hogy a fenti definicié értelmes, azaz az F, halmaz rendszer valoban
o-algebra.

Feladat 2: Legyen adva o-algebrék névekvé F; C Fo C -+ C A sorozata egy (2, A, P)
val6szinliségi mezon, valamint egy 7(w) megalldsi szabdly erre a rendszerre nézve, és
valészintiségi valtozok olyan &;1(w),&2(w),... sorozata, amelyre a &,(w) valdsziniiségi
valtozé F, mérheté minden n = 1,2,... szdmra. Mutassuk meg, hogy & (., (w) Fr
mérhetd. Specidlisan, 7(w) F, mérhetd valdsziniiségi véltozo.
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Feladat 3: Legyen adva o-algebrék névekvé F; C Fo C -+ C A sorozata egy (2, A, P)
val6szinliségi mezén, valamint két olyan 7 (w) és mo(w) megallasi szabély erre a rend-
szerre nézve, amelyek teljesitik a 7 (w) < 72 (w) relaciét minden w € Q elemi eseményre.
Mutassuk meg, hogy F; () C Fr,(w)- Igaz ezen allitas kovetkezd folytonos valtozata
is. Ha F;, 0 < t < oo, o-algebrak novekvé rendszere, azaz Fs C F;, ha 0 < s <
t < 0o, valamint 71 (w) és To(w) két olyan megallasi szabdly erre a o-algebra rendszerre
nézve, amelyek teljesitik a 71 (w) < 1o (w) relaciét minden w € 2 elemi eseményre, akkor

le (w) - fTQ(w).

Segitség: Egy B € Fr () eseményt frjunk B = (J(B N {w:7i(w) = k}) alakban, és
k
mutassuk meg, hogy BN {w: 1 (w) =k} € Fr, ).
A folytonos id6 esetében hasznaljuk ki, hogy amennyiben valamely B halmazra
Bn{w:n(w) <t} € F, akkor BN{w:n(w) <t} = BN{w:n(w) <t} N{w:m(w) <
t} € Fi.

Feladat 4: (nem kitelezd) Tekintsiik névekvé F; o-algebraknak a ¢ > 0 szdamokkal
paraméterezett névekvé rendszerét, és egy ezekre nézve természetes médon adaptalt
X(t,w) folytonos trajektoridji sztochasztikus folyamatot. Fogalmazzuk meg és bi-
zonyitsuk be egy ilyen rendszerre a feladat 2 természetes megfelel6jét. (Miért kellett
feltenni azt, hogy a sztochasztikus folyamat trajektoriai folytonosak?)

Tétel véletleniil megallitott (szemi)martingalok varhaté értékének becslésé-
rél. Legyen adva eqy ({k(w), Fr), k= 1,2,..., martingdl és eqy T(w) megdlldsi szabdly
az Fi, k = 1,2,..., o-algebrdk rendszerére nézve, amelyre P(n < 17(w) < N) =1
valamilyen 1 < n < N < oo szamokra. Ekkor

E(&w)(W)|Fn) =&(w) é ElEN(W)|Frw)) = &rw)(w) 1 valdsziniiséggel. (D3)

Specidlisan
By (w) = Bérw)(w) = E{n(w) = B (w). (D4)

Ha (&k(w), Fr), k=1,2,..., szemimartingdl, akkor

E(6rw)(W)|Fn) 2 &n(w) € E(EN(W)|Frw)) = &rw)(w) 1 valdsziniiséggel, (D3')

ezért
En(w) < Eéru)(w) < Bén(w). (DY)

Bizonyitds. Elészor a (D3) és (D3") formuldk baloldalan szerepl relacidkat bizonyitjuk
be. Ennek érdekében vegyiik észre, hogy az ni(w) = &kt1(w) — &k(w), n < k < N,
val6szintiségi valtozok Fiiq1 mérhetdek, és a ({k(w), Fr), n < k < N, rendszer mart-
ingal volta ekvivalens azzal, hogy E(nx(w)|Fr) = 0, szemiszemimartingdl volta pedig
azzal, hogy F(ni(w)|Fx) > 0 1 valészintiséggel minden n < k < N indexre. Vezessiik
be az fr(w) = (W) lie: r@)>k+1}, 7 < k < N valbszintliségi véltozokat. Mivel
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N-1
E(6r ) (@) Fn) = &n(w) = > M(w), a (D3) és (D3') formuldk elsé részének az iga-
k=n

(

zoldséhoz elég azt bebizonyitani, hogy Emng(w)|F,) = 0, k < n < N, ha (&, Fk),
n < k < N, martingél, és Eng(w)|F,) > 0, n < k < N, ha (&,Fr), n < k <
N, szemimartingdl. Viszont az {w:7(w) > k + 1} € Fj, (mert komplementere az
{w:T(w) < k} € Fi, halmaznak.) Ezért a feltételes varhat6 érték tulajdonsigai alapjan
E(ik(w)|Fn) = Ee(@)iw: r@)>k131Fn) = Elw: r@)>kr13 E k(W) Fr))[Fn). In-
nen E(ng(w)|F,) = 0, ha (§(w), Fx) martingdl, azaz E(ng(w)|Fr) = 0. Hasonldan,
E(Mk(w)|Fn) >0, ha (§k(w), Fi) szemimartingal.

A (D3) és (D3') formuldk elsé azonossiagabdl megkapjuk a (D4) és (D4’) képletek
els6 allitasat, ha varhaté értéket vesziink mind a két oldalon.

A (D3) azonossag masodik reldcidjanak a bizonyitdsa hasonld elven alapul. Elég
beldtni azt, hogy E(En(w)l{w: r(w)=k}|Fr) = Ee(W){w: r(w)=k} tetszlleges n <k < N
szamra, mert ezt az azonossagot Osszegezve minden n < k < N szamra megkapjuk
a kivant dllitast. Viszont tetszéleges B € Fr(,) halmazra B N {w: 7(w) = k} € Fy,
ezért felhaszndlva a tekintett sorozat martingdl tulajdonsagat és azt a tényt, hogy az
EN(W) iy r(w)=ky fiiggvény nulldval egyenlé az {w: 7(w) # k} halmazon, kapjuk a
kovetkez6 azonossagot: Ha B € F (), akkor

/ En ()L 2y Pdw) = / e (w)dP( dw)
B B

N{w: 7(w)=k}

Bn{w: 7(w)=k} B

Ezenkiviil az {i(w){w: r(w)=k) Valbszinliségi valtozé F, mérhetd, mert minden x valds
szdmra {w: {p(w){w: r(w)=k} < T} € Fj. Innen

E@EN () w: r@)=k}Fr) = &k (W) {w: rw)=k}

és ezt az allitast kellett bizonyitanunk.

A (D3') egyenlétlenség masodik relacidjanak a bizonyitdsa hasonlé. Minddssze
azt kell észrevenni, hogy a szemimartingal tulajdonsdg az E({n(w)Ify: rw)=k}|Fr) >
§k(W){w: 7(w)=k} egyenlStlenség bizonyitasdt teszi lehetévé tetszéleges n < k < N
szamra. Végil a (D4) és (D4’) még nem bizonyitott része kovetkezik a (D3) és (D3')
relaciok masodik felének az integralasabdl.

Nem kételezd feladat: Mutassuk meg az eléz6 tétel (D3') allitasdnak kovetkezo dltalano-
sitasat. Ha (& (w), Fr), k= 1,2,..., szemimartingdl, 7 (w) és 12(w) két olyan megallasi
szabdly az itt szereplé o-algebrék rendszerére nézve, amelyekre P(n < 7 (w) < mp(w) <
N) =1, akkor &, (w) < E(&r,(w)(w)|Fr,) 1 valészintiséggel.

A fenti tételben feltételeztiik, hogy a 7 megallasi szabaly 1 valészinliséggel véges.
Ezt a feltételt lehet gyengiteni, de teljesen elhagyni nem lehet, mint a kovetkezé hires
példa mutatja. Tegyiik fel, hogy a kovetkezd jatékot jatszhatjuk. Feldobnak egy
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pénzdarabot, amely % valoszintiséggel esik a fej, % valészintiséggel az irds oldalra. Fel-
tehetiink tetszoleges tétet, és fej dobas esetén tétiink megduplazodik, irds dobés esetén
pedig elvész. Tegyiik fel, hogy célunk a kovetkez6: Biztosan akarunk nyerni 1 forin-
tot. Ennek érdekében feltesziink 1 forintot, és ha nyertiink hazamegytink. Ha nem,
duplézunk, 2 forintot tesziink fel, ha nyeriink hazamegytink, ha nem dupldzunk és 4
forintot tesziink fel. Ha nyeriink hazamegyiink, ha nem duplazunk és 8 forintot tesziink
fel, és igy tovabb. El6bb vagy utobb 1 valdszinliséggel megjelenik a fej dobas, és ilyen
modon ebben az igazsagos jatékban 1 valdszintiséggel megnyerjiik a kivant 1 forintot.
Ezek szerint mégis lehet egy igazsagos jatékban biztosan nyerni? Beszéljiikk meg ezt a

példat részletesebben, fogalmazzuk meg a hozzatartozé matematikai modellt.

Egy érdekes matematikai modell. Legyenek &1,&o, ..., fiiggetlen valdszintiségi valtozok,
amelyekre P(§, = 2"71) = P(§, = 2" 1) =1 n=1,2,..., és legyen S,, = 3 &.
k=1

Ekkor S, n =1,2,..., martingal. Definidljuk a kovetkez6 megallasi szabalyt. 7(w) =
min{n: n > 1, S, > 1}, és vezessiik be a 7n(w) = min(7(w), N) megallasi szabélyokat
is minden N = 1,2,... szdmra. Ekkor P(t(w) = k) =27 k=1,2,..., (a7(w) = k
esemény akkor kovetkezik be, ha a &,, n = 1,2,..., véltozok kozil a k-ik az els6
pozitiv értékl valdszintiségi valtozo), ezért P(1(w) < o0) =1, és P(S; =1) = 1. Ez
felel meg az elébbi jatéknak, és annak az allitasnak, hogy 1 valdszintiséggel 1 forintot
nyeriink. Tekintsiik a 7y megdllasi szabalyokat, és a hozzatartozo nyereményeket. Ekkor
P(ry(w) = k) =27% minden 1 < k < N szdmra, P(ty = N) =2-2"", P(S, (o(w) =
1) = 127, P(Spy (W) = (14242871 = P8 (@) = —(2V 1) = 2N, Ry
azt jelenti, hogy ES;, (,)(w) = 0, ahogy a fenti tétel is dllitja, de £S;(,)(w) = 1. Igaz
ugyan, hogy nli_)ngo Srn(w) (W) = Srw)(w) 1 valészintiséggel, ezért E (nh—>H<>lo STN(w)(w)> =
E(S;(w)(w)). De nem lehet felcserélni a limesz és varhaté érték képzés sorrendjét a
fenti azonossag bal oldalan. Megjegyzem, hogy a fenti példa azt mutatja, hogy valéban

lehet egy ilyen jatékban 1 valdszintiséggel nyerni, de ehhez végtelen sok tokével kell
rendelkezniink, ami lehet6vé teszi, hogy a jatékot ne kelljen ido6 el6tt befejezniink.

Megmutatom, hogy a fent megfogalmazott tételnek véletleniil megéllitott martin-
galok és szemimartingalok varhaté értékérdl fontos kovetkezményei vannak. Tobbek
kozott ebbol kovetkezik a fliggetlen valdszintliségi valtozok részletosszegeirdl szolé egyik
fontos eredmény, a Kolmogorov-egyenlotlenség. A martingalelméleti targyalas egyben
megvilagitja ennek az eredménynek a mélyebb hatterét.

El6szor bebizonyitok egy becslést martingalok és szupermartingalok maximumarol.

Becslés szemimartingdlok maximumardl. Legyen (&,,F,), n = 1,2,..., szemi-
martingdl. Ekkor

El¢n (w)]
< — (D5)

1
P >N < - P(d
(1g<:a§XN€k(w) - ) A /{w; max  &x(w)>A} Sv(w)Pldw) <
1<k<N

minden N =1,2,... egész és A > 0 valos szamra.
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A becslés bizonyitdasa. Vezessiik be a T(w) = min(j: &(w) > A) és 7(w) = min(7(w), N)
megallasi szabédlyokat. Alkalmazzuk a (D3') reldcié mésodik felét a véletleniil meg-
allitott (szemi)martingdlok varhaté értékének becslésérél szolo tételnek n = 1 és N
paraméterrel. Azt kapjuk, hogy

AP(mwéumzA)S/ 1) ()P o)
= {w: 1maXN£k(w)2>\}

A\

B(&w() o) P(de) = [ v () P(do),

{w: max & (w)>A}
1<k<N

/{w: max &x(w)>A}
1<k<N

mert {w: max &u(w) > A} € Fr. Igy megkaptuk a (D5) formula elsé egyenlétlenségét.
A (D5) formula mésodik egyenlétlensége nyilvanvald.

A Kolmogorov-egyenl6tlenség egyszertien bizonyithaté az eléz6 becslés és a kovet-
kez6 lemma segitségével.

Lemma. Legyen adva eqy F C A o-algebra és eqy az EE? < oo feltételt teljesitd &
valoszintségi valtozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ekkor teljesil a

E(E%|F) > (BE|F)? 1 valdsziniiséggel.
egyenltlenség. Ebbél az egyenldtlenségbdl kdvetkezik, hogy amennyiben (§,,Fn), n =
1,2,..., martingdl, és E€2 < oo minden n = 1,2,... szdmra, akkor (£2,F,),
1,2,..., szemimartingdl.

n
n

A lemma bizonyitdsa. Azt allitom, hogy E(&2|F) — (E£|F))? = E(€ — E(E|F))?|F),
ahonnan F(&2|F) — (E€|F))? > 0, tehdt a lemma egyenlétlensége igaz. Az el6z6
azonossag kovetkezik az E((§—E(§|F))?|F) = E(&%|F)—2E(EE(&|F)|F)+(E(E|F))* =
E(&|F) — (E(&|F))?, mert E(EE(E|F)|F) = (E(£]F))? szdmolasbol.

Ezért, ha (&, Fn), n=1,2,..., martingal, F£2 < oo minden n = 1,2,... szémra,
akkor E(&2,1|F,) > (E(&ns1|Fn))? = E(w), n =1,2,..., és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzés: Az el6z6 lemma bizonyitasaban hasznalt azonossag hatterében az a jol
ismert tény all, hogy az E(&|F) feltételes varhat6 érték a & valdszintiségi valtozé orto-
gonalis vetiilete az F o-algebrara, ezért alkalmazhatjuk a Pythogorasz tételt a megfelel
valészintiségi valtozdkra. Az igy kapott az £(w)? = (E(w) — E(£(w)|F)? + E(£(w)|F)?
azonossag két oldalanak az F o-algebra szerinti feltételes varhato értékét véve megkap-
juk a lemma bizonyitasaban felirt azonossagot.

A fenti eredmények egyszerii kovetkezménye a Kolmogorov-egyenltlenség.

Kolmogorov-egyenlotlenség. Legyenek &1,...,En fliggetlen valdsziniiségi valtozok,
amelyekre B¢, = 0, 02 = F& < oo minden 1 < n < N szdmra. Vezessiik be az
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P < max_|S,| > x = minden x > 0 szdmra

1<n<N

) < Var Sy =

reldcio, amelyet Kolmogorov-egyenlotlienségnek hivnak.

Bizonyitds. Az S,(w), n =1,..., N, sorozat martingélt, ezért az el6z6 lemma alapjan
az 5721 (w), n=1,..., N, sorozat szemimartingalt alkot. Alkalmazva erre a szemimartin-
galok maximumardl sz6lé becslést kapjuk, hogy

N

VarS, .=
2 2 2

2
On

E2
P(max ]Sn|>x>:P(maX S,%>:L’2)§ i

1<n<N 1<n<N

)

amint allitottuk.

1. megjeqyzés. Erdemes megjegyezni, hogy a Kolmogorov-egyenlGtlenség ugyanazt a
becslést adja a P lgla<xN\Sn| > x| valdszintliségre, mint amit a Csebisev-egyenl6t-

lenség ad a P (|Sy| > x) valészintiségre. Ez az eredmény olyan tényt fejez ki, hogy
fiiggetlen, nulla varhato értékii valdszintiségi valtozok részletosszegeinek a maximuma
nem sokkal nagyobb, mint az utolsé részletosszeg. T6bb ilyen jellegli eredmény van a
valészinliségszamitasban, (ldsd példdul a kovetkezd 2. megjegyzést). A Kolmogorov-
egyenlotlenség hasznos példaul a nagy szamok erds torvényének a bizonyitdsaban. Ha a
nagy szamok torvényét a leheto legaltalanosabb feltételek mellett akarjuk bizonyitani,
akkor minél enyhébb momentum feltételek mellett kell jo becslést adni fiiggetlen valo-
szinliségi valtozok részletosszegeinek a maximumara. Ilyenkor a Kolmogorov-egyenlot-
lenség tesz jo szolgalatot.

A Kolmogorov-egyenlétlenség bizonyitdsaban szereplo lemmanak érvényes a kovet-
kez6 altalanositasa.

Lemma martingdlok konvex fliggvényeirSl. Legyen adva egqy &(w) valdsziniiségi
vdltozo és eqy ®(x), —0o < x < 00, konvex fligguény, amelyekre teljesiilnek az E|§(w)| <
o0 és B|P((w)| < oo feltételek egy (2, A, P) valdszintiségi mezén, és eqy F C A o-
algebra. Ekkor teljesul az

E(®(E(w)|F)) > ®(E(E(w)|F)) 1 valdsziniiséggel

egyenldtlenség. Ezért, ha (§,,Fn), n = 1,2,..., martingdl, ®(z) konvexr fiiggvény, és
E|®(&,)| < 0o mindenn =1,2,... szdmra, akkor (®(&,), Fn), n=1,2,..., szemimar-
tingal.



A lemma indokldsa. A Jensen egyenlGtlenség alapjan tudjuk, hogy a & valdszintliségi
valtozora érvényes az

Ed(&(w)) = / D(2)F(dr) > ( / xF(dx>) — 3 (B(¢Ww)))

egyenétlenség, ahol F'(x) jeloli a & valészintliségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Tudvéan,
hogy létezik a £ valészinliségi valtozd F(B,w), feltételes eloszlasa F o-algebrara nézve,
ahol w € €, és B a szamegyenes Borel mérheto részhalmaza, és azt, hogy hogyan lehet
a feltételes varhato értéket a feltételes eloszlas segitségével kiszamitani, kapjuk, ismét a
Jensen egyenlotlenség segitségével, hogy

ES(()IF) = [ @(@)F(dr.w) 2 @ ( / :cF(d:c,w>) — & (B(E(w)|F)

1 valészintliséggel,

ahol F'(-,w) jeloli a & valésziniiségi valtozd feltételes eloszlasét feltéve a F o-algebrat.
Ennek az egyenl6tlenségnek a segitségével belathatd, hogy (®(&,),Fn) n = 1,2,...,
szemimartingal az adott feltételek mellett.

Feladat. Lassuk be elemi mddszerekkel (a feltételes eloszlas 1étezésérél szolé eredmény
ismerete nélkiil), hogy |E(£(w)|F)| < E(|€(w)| |F) és (E(6(w)|F))" < E(&(w)T|F), ahol
zt = max(z,0). Mutassuk meg, hogy ha (¢, (w), F,,) martingdl, akkor (|&,(w)|,Fy) és
(& (w), Fn), n=1,2,..., szemimarting4l.

Felhaszndlva a martingdlok konvex fiiggvényeir6l sz6l6 lemmat az ®(z) = |x|“,
1 < a < oo konvex fliggvényekkel valamint a (D5) formula elsé egyenl6tlenségét be
lehet latni az alabbi eredményt, amelynek bizonyitasat elhagyom. Magat az eredményt
is inkdbb az érdekesség kedvéért emlitem.

Tétel martingdlok maximumdnak a momentumairdl. Legyen (§,,F,), 1 <n <
N martingdl. Ekkor

E(max |§n|> g( a ) Elén|® haa> 1,
o

1<n<N 1

(& (&
< +
E (12%\['5"') < o T o Plenllog” En]

az a = 1 esetben, ahol log™ x = max(log z,0).

2. megjegyzés. Az el6z6 eredmény azt jelenti, hogy egy martingdlnak (példdul nulla
varhato értékil valdszintiségi valtozdk részletOsszegeinek) az abszolut értékét, akkor az
igy kapott sorozat maximumanak a momentumai csak konstans szamszor nagyobbak,
mint az utolsd tag maximuma. Ez az egyenlGtlenség is olyan tényt fejez ki, hogy egy
martingdl maximuma nem sokkal nagyobb, mint az utolsé tagja. Erdemes megjegyezni,
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hogy az a = 1 eset kissé “kilog a sorbdl”. Itt a felsd becslés kissé gyengébb, mert az
egy E|én|log™ |€x| alaki tagot is tartalmaz, azaz egy logaritmikus faktor is megjelenik.
Megmutattdk, hogy ez a tag nem hagyhaté el a becslésbol.

Konvergencia tételek martingdlokra.

Fontos eredmények érvényesek martingalok 1 valdszintiségi konvergencidjarol. Itt csak a
legfontosabb eredményt ismertetem. Ezenkiviil megmutatom ennek az eredménynek egy
érdekes alkalmazasat, amely lehetové teszi bizonyos esetekben a Radon—Nikodym de-
rivalt tobbé-kevésbé explicit kiszamolasat. Ezeknek az eredményeknek a bizonyitasaban
is azt hasznaljuk ki, hogy a martingdlok az igazsdgos, a szemimartingalok pedig az
elonyos jatékok modelljei.

Tétel martingdlok 1 valésziniliségi konvergenciajardl. Legyen (&,(w),Fn), n =
1,2,..., martingdl egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ekkor az E|&,(w)|, n=1,2,...,
sorozat monoton novekszik. Ha ez a sorozat korldtos, azaz létezik olyan K > 0 szdm,
amelyre E|&,(w)| < K minden n = 1,2,... szdmra, akkor létezik 1 valdsziniiséggel a
Eoo(w) = nlirgo &n(w) hatarérték. Ezenkivil érvényes az E| s (w)| < K egyenldtlenség is

ugyanazzal a K > 0 konstanssal.

A tétel bizonyitdsa. Abbol, hogy (&, (w), F,,) martingal kovetkezik, hogy az (|&, (w)|, Fn)
sorozat n = 1,2,..., szemimartingdl. Ezért az E|,(w)| sorozat monoton novekszik,
amint azt a tételben &llitjuk. Az, hogy a &, (w), n =1,2,..., sorozat 1 valdszintiséggel
konvergdal ekvivalens azzal a ténnyel, hogy nulla annak a valésziniisége, hogy az &, (w),
n=1,2,..., sorozat limesz szuperiora szigorian nagyobb, mint annak limesz inferiora.
Ezért annak érdekében, hogy megmutassuk azt, hogy a £, (w) sorozat 1 valészintiiséggel
konvergél, elég megmutatni, hogy

P(liminf &, (w) <r; <re <limsup&,(w)) =0

n—oo n— oo

minden (r1,72), 11 < 7o, raciondlis szdmpérra. Ezt meg tudjuk mutatni gy, hogy
definidljuk természetes médon azt, hogy az (&,(w),n), n = 1,2,..., pontokon keresz-
tiilmend (véletlen) téréttvonal fliggvény hanyszor metszi at az [rq, 2] X [1, 00 savot, és
bebizonyitjuk, hogy ez a metszésszam 1 valdsziniiséggel véges.

Rogzitstink valamilyen 1 < N < oo szdmot és az 1 < n < N iddintervallumban
tortént dtmetszések szaménak definicidja érdekében vezessiik be a kovetkez6 (i (w), k =
1,2,... (véletlen) id6pontokat:

G(w) =min{k : 1 <k < N, & (w) <1}, ha létezik ilyen k index, (2(w) = min{k :
G(w) <k < N,&(w) > ra}, ha létezik ilyen k index. A tovébbi (;(w), j = 3,4,...
idépontokat hasonléan definidljuk (amig ez lehetséges). Ha j paros szam, akkor legyen
Gi+1(w) = min{k : (j(w) < k < N,&(w) < r}, ha létezik ilyen k£ index. Ha j
paratlan szam, legyen (jy1(w) = min{k : (j(w) < k < N, & (w) > ro}. Legyen By (w) a
legnagyobb olyan j index, amelyet ily médon definialni tudtunk, és ezutan definidljuk a
CBn (w)41 valésziniiségi valtozot (véletlen index-szel) a (g, (w)+1 = IV képlet segitségével.
Vegyiik észre, hogy {w: (;(w) =n} € F, tetszlleges j = 1,2,..., 1 <n < N szdmokra.
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Itt ¢j(w)-t tekinthetjiik olyan valészintiségi valtozénak, amely nincs értelmezve az egész
(2, A, P) val6szinliségi mez6n, vagy azt mondjuk, hogy (;j(w) = N + 1 azokon az w € 2
helyeken, ahol eddig nem definidltuk &t. Be lehet latni, hogy a O (w) valdszintiségi
becslés varhato értéke teljesiti a kovetkezo egyenlotlenséget.

Becslés annak varhato értékérol, hogy egy martingal hanyszor metsz at egy
intervallumot. Legyen (&,(w),Fn), n =1,2,..., martingdl egy (2, A, P) valdsziniiségi
mezon. Rogzitsink eqy N, N > 1 egész, és kétry, ra, 11 < 12, valos szamot, és tekintsik
az dltaluk az el6z8 bekezdésben definidlt By (w) valdszindiségi vdltozot. Ez teljesiti az

EﬁN(w) — 1

5 (ro —r1) < E(€n(w) — )t < Elén(w)] + |r1]. (D6)

egyenlétlenséget, ahol T = max(z,0).

A becslés bizonyitdsa. Vezessiik be a &, (w) = (6n(w) — )T és np(w) = Eppr(w) —&n (W),
n = 1,2,..., valészinliségi valtozdkat. Ekkor (§,(w),Fn), n = 1,2,..., szemimartin-
gél, és E(np(w)|Fn) > 0 1 valésziniiséggel minden n = 1,2,... szdmra. Tekintsiik
a [C2j—1(w), () (w) — 1], 1 < j < 6N( ) (véletlen, és véletlen szamu) intervallumok
[BN(;-’)"Fl]
rendszerét, valamint az A(w) = {1,..., N — 1} \ U  [¢j-1(w),(j(w) —1] | vé-
j=1
[BN(;U)+1]
letlen halmazt és a Z,(w) = _21 (Ecay () (W) = &y () (w)) valdszintiségi valtozot,
J:
ahol [x] egy szdm egész részét jeloli. Ekkor (ry —Tl)% < Zn(w) 1 valésziniiséggel,
mert (SCQJ(w)Q w)— &2] J(w)(W)) > (re—71), ha 2j < B, (w), és a2j = By (w) + 1 esetben
(€es;(0) (W) =Ecoy 1 () (@)) > 0. A most bebizonyitott egyenl6tlenségbdl kévetkezik, hogy

E@’N(w) —1
2

(rg —ri) < EZn(w).

Maésrészt azt allitom, hogy

EZn(w) < E(én(w) — )" — E(G(w) — )" < E(En(w) =)™

A fenti két egyenlétlenségbdl kovetkezik a (D6) egyenlStlenség elso fele. Az utoljara felirt

egyenlStlenség pedig azért igaz, mert F({y(w) — )t — E(&(w) — )t — EZy(w) =
N—1
Z Ennliy: neaw)y, é¢s mivel {w: n € A(w)} € Fy, ezért Enyli,. nea(w)) > 0 minden

1<n<N—1szamra

A (D6) formula masodik egyenl6tlensége nyilvanvald.

A tétel bizonyitdasat egyszeriien befejezhetjiik az el6z6 becslés segitségével. Mivel
On(w), N = 1,2,..., monoton novekvé fliggvénysorozat, fy(w) > 0 minden N =
1,2,... szamra és w € ) pontban, alkalmazhatjuk a Beppo—-Levy tételt monoton
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fiiggvény sorozat hatarértékének integraljarél. A Beppo-Levy tételbél és a (D6) becs-
1ésbdl kovetkezik, hogy E (A}lm BN(w)> = A}im Efn(w) < 0o, ahonnan kapjuk, hogy

P <1\}1m On(w) < oo) = 1. Innen kovetkezik a fent elmondottak alapjén, hogy a

&n(w) sorozat 1 valésziniiséggel konvergél egy & (w) valdszintiségi valtozohoz. A Fa-
tou lemmé&bol kovetkezik, hogy Eléw(w)| < lim E|{,(w)| < K. A Tétel bizonyitasat
n—oo

befejeztiik.

Megjegyzés. Szeretnénk bizonyos esetekben tudni, hogy a &, (w) martingdl nem csak
1 valészintiséggel konvergdl a . (w) valdszinliségi valtozohoz, hanem L; norméban is,
azaz lim F|{,(w) — {x(w)| = 0. Ez a reldcié nem feltétleniil érvényes a martingdlok

1 valdszintiségi konvergencidjarol szolo tétel feltételeinek teljesiilése esetén. Ellenpéldat
kaphatunk példaul azon példa moédositdsaval, amelyben megmutattuk, hogyan lehet
igazsagos jatékban 1 valdszintiséggel nyerni.

Legyenek X, (w), n = 1,2..., fiiggetlen valésziniségi valtozék, P(X, (w) = 2" 1)=

P(X,(w) = —2"7') = 1. Definidljuk az S,(w) = > X;(w) részletosszegeket és a
j=1

T(w) = min{k: Sk(w) > 1}, 7p(w) = min(n,7(w)), n = 1,2,..., megéllasi szabalyokat.

Vezessiik be az &, (w) = 57, ), n = 1,2,..., val6sziniiségi véaltozdkat. Ekkor &, (w),

n=1,2,..., martingdl, és E|{,(w)|=2—-2"",n=1,2,.... Ez azt jelenti, hogy erre a

martingalra is alkalmazhaté a martingalok 1 valészintiiségi konvergencidjarol szolé tétel.

Kozvetleniil is lathat6, hogy lim &,(w) = 1, azaz a martingal sorozat 1 valszintliséggel
n—oo

konvergdl 1-hez, mig F¢,(w) = 0. Tehét ez a martingdl 1 valdsziniiséggel konvergal
1-hez, és L1 normaban nem konvergdl oda.

A kovetkezé eredmény a martingalok 1 valészintiségi konvergencidjarol szold tétel
egyik érdekes kovetkezménye, amely segithet a Radon—Nikodym derivalt kiszamitasaban
bizonyos esetekben.

Tétel. Legyen adva egy &(w), E|é(w)| < oo, valdsziniiségi vdltozé és Fy C Fy C -+ C
A o-algebrdk névekvd sorozata egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Jeldlje Foo a Fy,
n=1,2,... o-algebrdk dltal generdlt o-algebrdt. A

lim E(&(w)|Fn) = E(§(w)[Foo)

n—oo

konvergencia teljestl 1 valosziniiséggel és L1 normdban 1s.
A tétel bizonyitisa. A (£, (w), Fn), &n(w) = E(&(w)|Fn), n=1,2,..., sorozat martingdl,

és El&,(w)| < Elé(w)|, ezért alkalmazhaté rd a martingdlok 1 valdszintiségi konvergen-
cigjardl szolé tétel. Innen kovetkezik, hogy létezik a {o(w) = lim &, (w) hatarérték
n—oo

1 valdsziniiséggel alkalmas £, (w) valdszintiségi valtozéval, de be kell bizonyitani, hogy
€o(w) = E(€(w)|Foo). Ez ekvivalens azzal az allitdssal, hogy

/B oo(w)P(duw) = /B £(w)P(dw) = /B (€| F) (@) P dw)
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minden B € F,, halmazra és n = 1,2,... szamra. Ezért elég belatni, hogy
lim E|E({][Fn) — foc(w)| — 0,

azaz a &,(w), n =1,2,..., sorozat nem csak majdnem mindeniitt, hanem L; normaban
is konvergdl a £ (w) valészintliségi véltozéhoz. Ehhez az analizis dltaldnos eredményei
alapjan elegendd belatni, hogy a &,(w), n = 1,2,..., valészintiségi valtozdk egyenlete-
sen integralhatdéak, azaz minden £ > 0 szdmhoz létezik olyan K = K(e) szam, hogy
f{w: 0 () >K) &n(w)|P(dw) < e minden n = 1,2,... indexre. Viszont

/ n()IP(do) < [ ()| P(de),

{w: [€n(w)|2K} {w: [€n(w)|Z2K}

és minden € > 0 szdmhoz létezik olyan § = 6(¢) > 0 szdm, hogy [ [£(w)|P(dw) < e,
ha P(B) < 6. Méstészt, P(w: &, (w)] > K) < Bl < BEWIL < 5 ha K > Ky(6)
alkalmas Ky(6) > 0 szamra. A fenti becslésekbél kovetkezik a Tétel allitasa.

Kovetkezmény: Legyen adva eqy (X, X) mérhetd téren egy pu valdsziniiségi mérték
és eqy v, a [ valoszinilségi mértékre nézve abszolut folytonos eldjeles mérték, amelynek
mind a pozitiv mind a negativ része véges. Tekintsik az X tér olyan egyre finomodo

{Agn),...,Agﬁ)} particidit, n = 1,2,..., A;n) € X, 1< j <k,, amelyek egyesitése
A
generdlja a X o-algebrdt, és definidaljuk az f,(x) = %, ha x € A;n) fiigguényeket.
KL
dv

Az fn(+) fliggvények p majdnem mindeniitt konvergdlnak a @(x) Radon—Nikodym de-
rivalthoz.

Bizonyitas: Tekintsiik az (X, X, u) teret, mint valészintliségi mezét, vezessiik be rajta

azokat az F,, n = 1,2,..., o-algebrakat, amelyek atomjai az {Aﬁ”), . ,A,(::)} particié
elemei, és legyen f(z) = Z—Z(aj), x € X. Ekkor a Kovetkezményben megfogalmazott
feltételek teljesiilés esetén E f(x) < oo, fn(z) = E(f(z)|F,), és az F,, névekvé o-algebra
sorozat generdlja a X' o-algebrat. Ezért az el6z6 tétel szerint f,(z) egy valdszintiséggel

konvergdl az f(z) fiiggvényhez, és ezt kellett belatnunk.

A fenti eredménynek érvényes a kovetkez6 altalanositasa, amely szintén hasznos biznyos
alkalmazasokban.

A kovetkezmény altalanositasa: Legyen adva egy (X, X) mérhetd téren egy p vald-
szinliséqgi mérték €s eqy v, a | valosziniségi mértékre nézve abszolut folytonos eldjeles
mérték, amelynek mind a pozitiv, mind a negativ része véges. Tekintsik az X téren

F1 C Fo C --- o-algebrdk olyan novekvd sorozatdt, amelyek egyesitése gemerdlja a
X o-algebrat. Vezessiik be az fn(z) = Z—Z f(a:), x € X, n=12,..., valdsziniiségi

vdltozokat, amelyek a p mérték Radoanikod?/m derivdltjdval egyenloek, ha mind a p
mind a v mértéket megszoritjuk a F,, o-algebrdra. Az fn(x), n=1,2,..., figgvények u
majdnem minden pontban és Li(p) normdban is konvergdlnak a Z—Z(m) Radon—Nikodym
derivdlthoz az (X, X)) téren.
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Megforditva, ha nem tudjuk, hogy a v mérték abszolut folytonos-e a p mértékre nézve
az (X, X) téren, de tudjuk, hogy az f,(x) figgvények Li(p) normdban konverdlnak egy
foo(x) fligguényhez, akkor allzthatjuk azt, hogy a v mérték abszolut folytonos az (X, X)
téren a p mértékre nézve, és ¢ ( ) = fool().

Indoklds: Az szorul még magyardzatra, hogy abbdl, hogy az f,(z) figgvények Li(u)
normaban konvergalnak egy fo, fiiggvényhez miért kovetkezik a v mérték abszolut
folytonossdga a p mértékre nézve az (X, X) téren foo(x), x € X, Radon—Nikodym
derivélttal. Viszont az adott feltételek mellett felirhatjuk, hogy

n—oo

v(A) = lim fn w(dx) /foo

o0
minden A € J F,, halmazra. Viszont a mértékek kiterjesztésének egyértelmiisége miatt
n=1
(egy algebrérdl egy o-algebréra) kovetkezik, hogy a v(A) = [, foo(x)pu(dz) azonossig
érvényes minden A € X halmazra, és ezt kellett bizonyltanunk

Feladat: Legyenek & (w), &2 (w),. .., figgetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valto-
z0k, amelyeknek létezik varhaté értékiik. Legyen 7(w) egy megdallasi szabdly a F,, =
B(&1,...,&n), n = 1,2,..., o-algebrdk sorozatira nézve. Tegyiik fel tovdbba, hogy
létezik olyan N egész szdm, amelyre P(7(w) < N) = 1. Vezessiik be az S, (w) =

> &k(w), n=1,2,..., jelolést. Mutassuk meg, hogy ES;(,)(w) = E7(w)E& (w). Igaz
k=1

ennek az allitdsnak a kovetkezé némileg élesebb forméja is. Ha E1 < oo, (azaz T
nem feltétlentil véges, csak véges varhato értékii valdszintliségi véltozo, akkor ESy () =
ET(w)E& (w).

Ha E¢ (w) = 0, B¢ (w)) < 00 és P(t(w) < N) = 1 valamely véges N szdmmal
akkor EST( )( w) = ET(w)E& (w). (A fenti eredményeket hividk Wald azonossdgnak az
irodalomban.)

Megoldas: Vegyik észre, hogy az S, Z & —nEE, n=1,2,... sorozat martingdlt

alkot. Ezért, ha P(r < N) =1 Valamely véges N szamra, akkor F(S, — 7E¢;) =
E(S1 — E&) = 0, azaz ES; = ETES. Azt az esetet, ha csak annyit tesziink fel
a 7 megallasi szabdlyrél, hogy ET < oo a kovetkez6 moédon vezethetjiik vissza erre

az esetre. Legyen 5,‘; = max({;,0), & = min(&,0), St =3 5,;'“, S,o= > & és
k=1 k=1

7~ = min(7, N). Elég belatni, hogy ESS = E¢FEr, és ESS = B¢ ET. Viszont
ES} = E¢ Etn tetszbleges N egész szémra, és az S} és 7y val6szinfiségi valtozdk
sorozatai 1 valésziniiséggel monoton nének. Ezért a Beppo-Levy tétel alapjan ESH =
lim ES;} ,és ET = E]\;im Ery. Innen ES} = E&FET. Az ES; = E¢] ET azonossag

n—oo N’
hasonléan lathato.

Ha E¢ = 0, akkor az S, = > & részletosszegekkel az (S2 — nEET, Fp), n =
k=1
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1,2, ..., sorozat martingalt alkot, mert

E(Spi1 — (n+1)EE)|Fy) = B((Sn + &ntr)?|Fn) — (n + 1) EE]
=82 428, E(&i1|Fn) + EE2 L — (n+ 1)E¢] = S2 — nEEL.

Innen ES? — ETEE? =0, ha P(1 < N) = 1 valamely egész N szamra.

Feladat: Legyen Si(w), S2(w),..., a nulla pontbdl kiindulé bolyongés az egész szamo-
kon, azaz legyenek az S,,11(w) — S, (w) valdsziniiségi valtozok fliggetlenek, és vegyenek
fel +1 vagy —1 értéket, mind a kettot % valészintiséggel. Rogzitsiink egy a > 0 pozitiv
és egy b < 0 negativ egész szamot. Jeldlje 7, (w) azt a véletlen id6pontot, amikor a
bolyongés elészor eléri az a vagy b pontot. Léssuk be (az el6z6 feladat eredményének
a segitségével), hogy annak a valdsziniisége, hogy el6szor az a pontot litogatja meg a

i annak, hogy a b pontot %‘lb'. Tovédbba ET,p, = alb|. Jeldlje 7,(w) azt

a véletlen idopontot, amikor a bolyongas el6szor meglatogatja az a > 0 pontot. Lassuk
be, hogy P(7,(w) < 00) =1, de E7y(w) = 0.

bolyongas

Segitség: Vegyiik észre, hogy S . (w)(w), és STN( b)(w)( W) =TN,(ap) (W), N =1,2,...,

martingdlok, ahol Ty (45)(w) = min(N,7,5(w)). Ennek segitségével belathaté, hogy
ESTa,b(w)(w) = 0, és

Erop(w) = BS?, (o) (@) = a* P(P(rap(w) = a) + B P(7a,p(w) = —b).

Tovabba P(7,(w) < o0) = bhm P(rap(w) < 00) =1, és Etg(w) = bhm Et,p(w) =
0.

Feladat: Legyen W (t,w), t > 0, Wiener-folyamat a félegyenesen. Ldassuk be, hogy a
Z(t,w) = eWE«)=1*/2 ¢ > sztochasztikus folyamat martingdl.

Feladat: Legyen W (t,w), 0 <t <1, Wiener—folyamat a [0, 1] intervallumon. Vegyiik
(n) (n) (n)

minden n = 1,2, ... szdmra gy, hogy hm sup ( E:L_)l ;n)) =0, ésvegylk a Z,(w) =

1<«

a [0,1] intervallum egyre finomodé 0 = ¢; = 1 felosztassorozatét

kp—1

> (W(tg’i)l) W(t§“))) valészintiségi véltozdkat és F, = BW (1), 1 < j < ky)
]:

o-algebrakat. Mutassuk meg, hogy a (Z,(w),F,), n = 1,2,..., sorozat martingal.
Mutassuk meg a martingalok 1 valdszintiségi konvergencia tételének a segitségével, hogy
a Z,(w) sorozat 1 valészintiséggel konvergal 1-hez.

Segitség: Ha mér bebizonyitottuk azt, hogy a Z,,(w) sorozat 1 valésziniiséggel konvergl,
de még nem tudjuk, hogy mi a limesz, akkor elegendo egy elég ritka részsorozatanak a
hatarértékét megtalalni annak érdekében, hogy a bizonyitast befejezziik. Az el6adasban
szereplo hasonld tétel bizonyitasa segit ennek a részfeladatnak a megoldasaban.

Nem kételezd feladat: Tekintsik a W(t,w), 0 < ¢t < 1, Wiener-folyamatot a [0, 1]
intervallumon és a W (t,w) +mt, 0 <t < 1, sztochasztikus folyamatot, ahol m rogzitett
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valés szam. Jelolje p a Wiener-folyamat, és v, a W (t,w) + mt sztochasztikus folyamat
eloszlasat a C([0,1]) térben. Mutassuk meg, hogy a v, mérték abszolut folytonos

a p mértékre nézve, és Radon-Nikodym derivéltja d”;” (z(t)) = em=M=m"/2 a7 x(t),
0 <t <1, folytonos fiiggvény helyén.

Az el6z6 nem kételezd feladat dltaldnositdsa: Tekintsiik a W(t,w), 0 <t <1, Wiener-

folyamatot a [0, 1] intervallumon és egy W (t,w) + fo t)dt, 0 <t <1, szgtochasztikus
folyamatot, ahol m(t), 0 <t <1, folytonosan dlfferen(:lalhato fuggveny szam. Jelolje

p a Wiener-folyamat, és v, a W(t,w) + fo t) dt sztochasztikus folyamat eloszlasat
a C([0,1]) térben. Mutassuk meg, hogy a vy, mertek abszolut folytonos a p mértékre
nézve, és Radon—Nikodym derivaltja

S at) = oo { [ mytst) 5 [ e}

(Az eredmény altaldnosithatd, de ennek megfogalmazasihoz sztochasztikus integralok
hasznélatéra van sziikség, és ez nem témédja ennek az eldaddsnak.)

Nem kdételezd feladat: Legyen W (t,w), 0 < ¢t < 1, Wiener-folyamat a [0,1] interval-
lumon. Mutassuk meg, hogy ennek feltételes eloszlasa feltéve, hogy W(l,w) = x
megegyezik egy B(t,w) + tx, 0 < t < 1, sztochasztikus folyamat eloszldsaval, ahol
B(t,w), 0 <t < 1, egy Wiener-bridge. Pontosabban megfogalmazva, rogzitve valami-
lyen 0 <t <ty <--- <t <1 id6pontokat és uq,...,ur szamokat

P(W(tluw) < Up,y... ,W(tk,&)) < Uk|W(]_,u}) = 'T)
= P(B(t1,w) + t1z < uqy,..., B(tgp,w) + txr < ug).

Segitség: Erdemes a bizonyitasban felhasznalni a W (t,w) = B(t,w) 4+ tW(1,w) azonos-
sdgot, ahol B(t,w) = W (t,w) —tW(1,w) a W(1,w) valdsziniiségi valtoz6tdl fiiggetlen
Wiener-bridge.
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Kiegészités. Wiener-folyamatok martingdl jellemzése.

Tétel a Wiener-folyamatok egy jellemzésérél. Legyen X (t,w), 0 <t < oo, olyan
sztochasztikus folyamat, amelyre EX?(t,w) < oo minden t > 0 szdmra, X (0,w) = 0 egy
valdszintiséggel, és az X (t,w) és X2(t,w) —t, t > 0 sztochasztikus folyamatok martin-
gdlok (az Fy = {X(s,w), s <t}, t > 0 o-algebrdk rendszerére nézve). Ha ezenkivil az
X (t,w) sztochasztikus folyamat minden trajektoridja folytonos, akkor X (t,w) Wiener-
folyamat.

A Wiener-folyamatok martingal jellemzésérdl szolé tétel bizonyitasa érdekében el6-
szor megfogalmazom és bebizonyitom a Lindeberg feltételt teljesitd szériasorozatokrol
sz0l6 centralis hatareloszlastétel martingal megfelelGjét, amely valéjaban az eredeti tétel
altalanositasa. El6szor bevezetem a kévetkezo definiciot.

Martingal kiilonbség szériasorozatok definicidéja. Legyen adva minden k =1, 2,

. szdmra ko, ..o Eony, ValOSzINGségi vdltozok valamint Fio C Fra C -+ C Frongs
novekvé o-algebrak sorozata, azaz legyen Fi j C Fi 0 minden k =1,2,..., és1 < j <
j < ny indexpdrra. Ezt a rendszert martingdl kilonbség szériasorozatnak nevezzik,
ha & ; Fr,; mérhetd valoszintségi vdltozo, E|& ;| < oo, €s E(&k | Fk,j—1) = 0 egy
valosziniséggel minden k =1,2,..., 1 < j < ny indexre.

A kovetkez6 eredményt fogalmazom meg.

Martingal kiilonbség szériasorozatokrdl sz6l6 centralis hatareloszlastétel. Le-
gyen valdoszintségi valtozok &1, . .., €k m, valamint minden rogzitett k indexre novekvd
o-algebrak Fro C Fr1 C -+ C Finy, B = 1,2,..., rendszere martingdl kilonbség
szériasorozat, amely teljesiti a kovetkezd feltételeket is:

ng
a.) O']%’j = Egzj < oo minden k=1,2,..., 1< 5 < nyg indexekre, és kllg)lo Zl cr,%’j =1.
‘]:

N
b.) lim 21E|E(€I%,j’fk,j—1) —opl=0.
00 j=

c.) Teljesiil a Lindeberg feltétel, azaz
ng
: ) B
s Z; B¢ I ({|ék,s] > €}) =0,
1=

minden € > 0 szamra, ahol I1(A) egy A halmaz indikdtor figgvényét jeldls.

n
Ekkor az Sy, = > &k, k= 1,2,..., dsszegek eloszldsban konvergdinak a standard
—

j
normdalis eloszlasfigguényhez, ha k — oo.

A tétel bizonyitdsa. Vezessiilk be minden k£ = 1,2,... indexre fiiggetlen, nulla varhaté
értékil, o? ; szorasnégyzetl ny,;, 1 < j < ny, normalis eloszlasi valoszintiségi véltozok
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J
sorozatat, amelyek fiiggetlenek az Fy, ,,, o-algebratél is. Vezessiik beaz Yy, ; = > & i+
s=1

Nk Nk Nk

Yo My, 1 < j < ny, (specidlisan Yy ., = > &kj) €8 Yio = D> ni,; valdsziniiségi
s=j+1 j=1 j=1
valtozokat. Azt kivanom megmutatni, hogy minden ¢ valés szamra

n

E (eitY’“v’“n — eitY’“’O) = ZE (eity’“j — eity’“’jfl) — 0 hak — oo. (A1)
j=1

ng 2 2

. itYio — Tie gt
Mivel Eett¥ro —= exp{— >

Jj=1

} N e—t2/2, ha k — oo, ezért (Al) reldciébol ko-

vetkezik, hogy EeitSt = FeiYein — ¢=t°/2 minden ¢ valds szdmra, ha k — 0o, azaz
Sy karakterisztikus fliggvénye konvergal a standard normalis eloszlas karakterisztikus
fiiggvényéhez. Ezért az (A1) formuldbdl kovetkezik a Tétel allitdsa.

Az (A1) reldci6 bizonyitdsahoz j6 becslést kell adni az E (e — e*¥ri-1) Kkife-
jezésekre. Ennek érdekében vegyilik észre, hogy mivel az 7 ; valdszintiségi valtozok
figgetlenek az Fj, n, o-algebrdtdl, igy a & ;, 1 < j < ng valdsziniiségi valtozoktdl is,

J ny
ezért bevezetve az U j = > &k, 1 <J<mnp, Ugo=1,Vij = > mij, 0< 7 < ng,

s=1 s=j+1
Vin, = 1 mennyiségeket, a kovetkezo osszefiiggéseket irhatjuk fel:

|E (eitYk,j . eitYk,j,1)| —|E <eit(Uk,jfl+§k,j+Vk,j+1) _ eit(Uk,j71+?7k,j+Vk,j+1)>‘

_|E <eit(U’“'j’1+§k'j) o eit(Uk,j,1+nk,j)>’ |E€z‘th,j+1|

< E (eit(Uk’j_l'i‘gk,j) _ eit(Uk,j—1+77k,j))‘
<E ()E <<eit(Uk,j71+£k,j) _ eit(Uk,jfl‘H']k,j)) ‘ Fu j—1> D .

Tovabba, mivel

‘E <<€it(Uk,j—1+§k,j) _ eit(Ukaj—1+nk’j)> ’ ]:k j*1> ‘
_ {eitUk,jd' |E ((e’it&k,j _ eitnk,j)}fk’j71)|
_ ’E (&0 | Fyj1) — €—t2a-]2c,j/2"
ezért

| (eit¥rs — eit¥ii1)| < E‘E (6it£k,j|j_-k7j_1) _ e_tQO'i,j/Q‘

fk,j—l)‘

t2
i ‘1 — B Frga) — ek

"y . t?
< F ‘ E <6 tri 1 — Zt&f,j + Ef}%,j
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t2

ten : t2 a2,
SB[ — 1 -ty + S8 |+ B ‘1 - S B Fr) —e toial?|
Maésrészt
t2 2 —t252 /2
Ell- EE(fk,jU:k,j—ﬂ —e k.3
t 2 2 ? 5 —t202 /2
< EE‘Gk,j — B(& 1 Frj-1) + |1 — S0k =€ TR

Az el6z6 két egyenlotlenség alapjan

, . , t2
‘E (ethk,j _ eZtYk,j—l)‘ <E eztEk,j —1= it&k,j + E&%J

2 2 (A2)
t 2 2 t 2 _ 4252 /2
+ 5 BB | Fr—1) = oic sl + |1 = Soie; — e TR

2 »J

A Lindeberg feltételbdl kovetkezik a a,%’ ;= E&é ; mennyiségek kovetkezo egyenletes
kicsiségi tulajdonsaga:
li 2. =0. A3
Fooo 1?}%}5% kg (43)
Valéban tetsz6leges ¢ > 0 szamra létezik olyan kg = ko(¢) index, hogy k > ko, 1 < j <
ni indexekre

oij = Bk 1(€k4] < €) + BE (I (16k 3| > €) < € + B I(|€r | > €) < 2¢

minden 1 < j < k indexre, ha k > kg a Lindeberg feltétel alapjan. Innen kovetkezik az
(A3) relacié. Az (A3) relaciébdl levezethetd, hogy

L t2 2 2
lim 1— —a,% et ok,;/2
k—oo 4 2 J
Jj=1

~0. (A4)

Valéban, létezik olyan ko = ko(e, t) index, amelyre igaz, hogy ‘1 — %O'ijj _ etk /2| <

t4a,‘§7 j < 60‘27 j ha £ > kp minden 1 < j < ny indexre. Ezeket az egyenl6tlenségeket

T
Osszeadva minden 1 < j < nj indexre, és felhasznalva a klim > aij = 1 feltételt,

—00 j=1 ’
kapjuk az (A4) relaciét.

A Lindeberg feltétel felhasznalasaval megmutathaté az is, hogy

lim iE
1

. t2
et — 1 —it&y; + 56,%,]» = 0. (A5)

k—o00 4
J:
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Valéban rogzitve egy tetszblegesen kicsi € > 0 szdmot, és felhaszndlva az |e!® — 1 —
- 2 2 %2 |t?|? fo | pitT : 22 2,.2

ity + Hr°| < S <etg—, ha |x] <eés e — 1 —idtx + S| < t°2% ha [z| > €
egyenlotlenségeket, kapjuk, hogy

3| EE2 .
< €HTIW + tzEfi’jI(‘ék’j’ > E).

e . t2
E|ettri — 1 — Zték,j + Efi,j

Osszeadva a fenti egyenlStlenséget minden 1 < j < ny indexre, és felhasznilva a

ny
klim > o ; = 1 feltételt és a Lindeberg feltételt azt kapjuk, hogy
— 00 j=1 ’

N 2
: t
lim sup § E ezt&k,j —1-— Ztgk;’] + 35%7‘7 < 5|t3|.

k—oo

j=1

Mivel a fenti reldcié igaz minden € > 0 szdmra, innen kévetkezik az (A5) reldcid.
Az (A1) relaci6 elsé azonossagdbol, az (A2), (A4) és (A5) reliciékbdl valamint a
Tétel b) feltételébodl kovetkezik az (A1) relicié mésodik fele is. A tételt belattuk.

Sziikséglink lesz még az alabbi lemmara és annak egy kovetkezményére.

Lemma. Legyen X (t) folytonos trajektoridji sztochasztikus folyamat valamely [0,T]
intervallumon. Rogzitsink két € és a pozitiv szamot, és vezessik be segitségikkel az
alabbi T valdszinidségr valtozot:

T=71(e,a,T) =max{t: | X(u) — X(v)|<e, ha 0<u<v<T, és|u—v| <a}l.

Az elébb definidlt T = 7(e,a, T') wvaldsziniiségi vdltozé megdlldsi szabdly minden olyan
Fi, 0 <t < T, monoton o-algebra rendszerre nézve, amelyre B(Xs, 0 < s <t} C F;.
Ez azt jelenti, hogy {w: T7(w) < t} € F; minden 0 <t < T szdmra.

Tekintstink eqy tetszéleges 0 < t < T szdmot, és definidljuk a 7, = min{t, 7}
valdszindiségi vdltozoét. Ha Elg(X(u),u)] < oo, 0 < u < T, és (9(X(u),u)),Fu),
0 < u < T, martingal valamely folytonos g(x,u) fliggvénnyel és F,, 0 < u < T,
monoton névekvd o-algebra rendszerrel, akkor g(X (1), 7)) = E(g(X(T),T)|F%,).

Kovetkezmény. Legyen X (u), 0 < u < T, folytonos trajektoridji sztochasztikus folya-
mat valamely [0,T] intervallumon, amelyre EX?(u) < oo, 0 < u < T. Legyen tovdbbd
(X (u), Fy) és (X?(u)—u,Fy), 0 <u<T, martingdl valamely F,, 0 < u < T, monoton
novekvd o-algebra rendszerrel. Ekkor az (X (1), Fr,) és (X%(1¢) — 1, Fr,), 0 <t < T,
sztochasztikus folyamatok a lemmaban definidlt 7, valdsziniségi valtozokkal szintén mar-
tingdlok.

A Lemma bizonyitdsa. Adva egy 0 < t < T szam, jeldlje Q; a [0,t] intervallumba es6
raciondlis szamok halmazat. Ekkor

e @]

{w:t(w) <t} = U U {w:|X(u,w)—X(v,w)|Z€+%}E]:t,

(u,0)uEQL, VEQ:, |lu—v|<am=1
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ami azt jelenti, hogy 7(w) megéllasi szabaly. (A t = T elfajulé esetben nyilvan igaz, hogy
{w:T(w) < T} =Q € Fr.) A fenti reldciéban felirt azonossig érvényes, mert 7(w) < t
akkor és csak akkor, ha létezik két olyan 0 < u,v < t szdm, amelyekre |u — 0| < «, és
| X (@,w) — X (v,w)| > e. Ekkor azonban (a trajektéridk folytonossdga miatt) léteznek
olyan u € @Q; és v € Q4 szamok, és m pozitiv egész szdm, amelyekre |u — v| < «, és
X(u,w) — X(v,w)| > e+ L.

Legyen Z, = g(X(u),u), 0 < u < T, és tekintsiik minden m = 1,2,... pozitiv

egész és 0 < t < T valdés szdmra a Zr = ¢ (X (%), %) valoszintliségi valtozokat,
a Gjr = Fjr o-algebrakat, 1 < j < m, valamint a 7. diszkretizdlt megallasi

(m) _

szabdalyt, amelyet a 7, %, ha % <7 < %, 1 <1 < m, képlet segitségével
definidlunk. (Jegyezziik meg, hogy az X(t) folyamat trajektéridinak folytonossagabdl,
és a 7 valészinliségi valtozé definiciéjabdl kovetkezik, hogy 7(w) > 0 minden w-ra.)

Ha (¢(X(w),u),Fy), 0 <u < T, martingal, akkor <Z£,9£>, 1 < j < 'm, szintén
martingdl, és Tt(m) megéllasi szabdly erre a rendszerre nézve. FEzért az el6adasban
targyalt véletlentil megéllitott (szemi)martingalok varhatd értékének becslésérol szold
tétel alapjan (annak (D3) képletét hasznalva) kapjuk, hogy Z o) = E(Zr|Fr )

t
a g(X(u,w),u), 0 <u <T,
folyamat trajektéridinak folytonossaga miatt. Ezért a Lemma bizonyitasanak befe-
jezése érdekében elég megmutatni azt, hogy az E(ZT|.7:Tt(m)) valdszintiségi valtozok
konvergalnak az E(Zp|F;,) valosziniiségi valtozéhoz, ha m — oo.

min-

den m = 1,2,... szdmra. Masrészt Z,, = lim Z,
m—oo  t(m)

S6t, a kivant dllitds igazoldsahoz elég azt ellendrizni, hogy az E(Zr|F: ,, ) val6-
szinliségi valtozok, m = 1,2,..., egyenletesen integralhatéak. Ugyanis azt mar tudjuk,
hogy ezek 1 valdsziniiséggel konvergalnak valamely (egyelore ismeretlen) Z val6szintiségi
valtozéhoz. Ezért az egyenletes integralhatdsagbdl, illetve az F., C F; relaciobol

t(’m)
kovetkezik, hogy [, ZdP = lim [, E(Zr|F;

(my ) AP = fA Zp dP minden A € F,,
halmazra. Innen kapjuk, hogy Z = E(Zp|F;,).

A kivant egyenletes integralhatésag igazolasahoz, (azaz az 20| > K |Z(™) | dP < e
egyenl6tlenség bizonyitédsdhoz minden m = 1,2, ... szdmra, ha K > K(¢) ahol Z("™) =
E(ZT|~7:rt<m) )) elég azt megmutatni, hogy egyrészt minden € > 0 szdmhoz 1étezik olyan
§ = 6(g) > 0 szam, hogy [,|Z™|dP < e, ha P(B) < § és B € Fr ) » MasTészt
P(|1Z™)| > K) < 6 minden m = 1,2,... szdmra, ha K < K() alkalmas K(4)
szdmmal. Az elsé allitds azért igaz, mert az adott feltételek mellett [, |Z(™)|dP <
Jg1Zr|dP, és [5|Zr|dP < €, ha P(B) < §. A mésodik allitds azért igaz, mert
E|Z(™| = B|E(Zr|F,,,,,)|) < E|Zrl, é innen P(|Z0M| > K) < B2 < BlZrl < 5,
ha K > K(9). A lemmat bebizonyitottuk.

A Kévetkezmény bizonyitdsa. Az adott feltételek mellett X (74, w) = E(X(T,w)|F7,) és
X%(1y,w) — 7(w) = E(X?*(T,w) — T|F,,). Ezért, ha 0 < s <t < T, akkor F,, C F,,
és E(X(my,w)|Fr,) = E(E(X(T,w)|F:)|Fr,) = E(X(T,w)|F:,) = X(1s,w). Ez a
kovetkezmény els6 allitasa. A masodik allitdas hasonléan bizonyithato.
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A Wiener-folyamatok egy jellemzésérdl szolo tétel bizonyitdsa. Azt kell megmutatnunk,
hogy a tétel feltételeinek teljesiilése esetén tetszoleges 0 =ty < t1 < - -+ < t,,, szdmokra
az X(t;) — X(t;j—1), 1 < j < m, valésziniiségi valtozdk fliggetlen nulla varhaté értéki,
t; — tj_1 szérasnégyzetli, normdlis eloszldsti valészintiségi valtozék. A bizonyitas 6
részében azt magyardzom el, hogy hogyan lithat6 t; = 1 esetben az, hogy X(t1) —
X(top) = X (1) standard normalis eloszldsi valdszinliséségi valtozé. Ezutan elmagya-
razom, hogyan lehet a tétel &llitdsat teljes egészében beldtni. (Valéjaban a Tétel egy
enyhe &ltaldnositdsat bizonyitom be.)

Tekintsiink egy folytonos trajektériakkal rendelkez6 sztochasztikus folyamatot egy
[0, 1] intervallumban. Mivel egy véges intervallumban folytonos fiiggvény egyenletesen is
folytonos, ezért az ¢, = %, k=1,2,..., sorozathoz valaszthaté olyan oy, k =1,2,...,
sorozat, amelyre

lim P ( sup | X (t,w) — X(s,w)| > £k> = 0.

k—oo  \ 0<s,t<1, [t—s|<ay

Feltehetjiik a fenti relaciéban, hogy ar — 0, és nx = a—lk egész szam, ha k — oo.

Tekintsiik a lemmaban bevezetett 7 = 1, = 7(eg, g, 1) és T,gj) = min{7g, jagr}, 1 <j <
ny, valoszintiségi valtozokat, k = 1,2,..., 0 < j < nj. Legyen tovabba & ; = X(T,EJ)) —

X<7_]§j—1)), 1 <j < nyg. Ekkor klirrgo P(X(1,w) = X (1%, w)) = 1. Ezért elegendd beldtni,

ni,

hogy az X (1) = Y &, valoszintliségi valtozdk eloszlasban konvergélnak a standard
i=1

normalis eloszlashoz. Megmutatom, hogy ez az allitas kovetkezik a martingal kiillonbség

szériasorozatokrél sz6ld centralis hatareloszlastételbdl és a Lemma kovetkezményébol.

Valoban, legyen Fy ; = F ), Fro = Fo, k=1,2,...,1 <j < ny. Ekkor a Lemma
k

kévetkezménye alapjan (&g, Frj), £ = 1,2,..., 1 < j < ng, martingdl kiilonbség
sorozat, és E(§£7j|fk,j_1) = E(min{7y, jog }|Fi,j—1) — min{7x, (j — 1)oy }, mert

B(&} j\Fijm1) = B(X (1) = X (/™) | Fijm)
= B(X (1) = 7| Frymr) + B0 Fi )
= 2X(r{ TYEX (1) Figo1) + X (1)
=X/ =+ B Fre) = 2X (10T X ()T
= B | Fig-r) -7
Ellenérizni akarjuk, hogy a (&k.j, Frj), k= 1,2,..., 1 < j < ny, valsziniiségi véltozék
teljesitik a martingal kiilonbség szériasorozatokrol szdéld centrélis hatareloszlastétel fel-

tételeit. A (&g ;, Fk,;) parok nyilvan martingdl kiilénbség szériasorozatot alkotnak. Nem
nehéz belatni, hogy teljesitik az a) tulajdonsdgot, mert

Ej. j = BE(min{ry, joy}) — E(min{r, (j — Dax}),
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n;

ahonnan ) Eé’,%j = E(min{7,1}) — 1, ha k — oo, mivel klim P(r, = 1) = 1,
i=1 —o0

és Tp(w) < 1 minden w-ra. A c) feltétel szintén nyilvén teljesiil, mert a konstrukciéd

alapjan P(|¢,;| > €) = 0 minden 1 < j < ny, indexre, ha k < 1.

A b) tulajdonsig igazolasdhoz vegyiik észre, hogy

BE(& j|1Fr.j—1) = E([min{rg, jore } — min{7e, (j — Dar})]| Fr,j—1) < o,

ahonnan o3 ; < oy s kovetkezik, és

Nk ng
> E|E(&] ;| Fr 1) —onl <Y E(ar — B(& ;| Fkj-1))
j=1 j=1

ng
=1-)Y E&;—0 hak— oo.

Jj=1

Mivel E|E(€,§’j|fk,j—1)—0£,j| = 2K ‘E(fl%,j|‘7:k7j—1) - Ji,j‘

ahol || = max(—=z,0), ezért a fenti reldciékbol

< 2E|E(§1%,j|~7:k,j—1) —agl,

Nk Nk
Y EIE(E j1Frj-1) — ol <2) BB ;| Fi 1) —ax| =0, hak — oo,

j=1 j=1

és a b) feltétel is teljesiil. lgy az X (1r) valdszintiségi véltozok konvergalnak a standard
normalis eloszlashoz, és ezt kellett belatnunk.

Az altalanos eset targyalasa elott vezessiik be a Wiener-folyamat kissé altalanosabb
definiciéjat.

Altalanositott Wiener-folyamat definiciéja. Legyen adva egy X (t,w) sztochasz-
tikus folyamat, F; o-algebrdk névekvo sorozata, 0 < t < T, azaz legyen Fs C Fy, ha
0 < s <t <T. Tegyik fel tovdbbd, hogy X (t,w) Fi mérheté minden 0 < t < T
szamra. Azt mondjuk, hogy az (X (t,w),F;) parok, 0 < t < T, (dltaldnositott) Wiener-
folyamatot alkotnak a [0,T] intervallumon, ha X (0,w) = 0 minden w elemi eseményre,
X(t,w)—X(s,w) az Fs o-algebrdtdl figgetlen, nulla varhaté értéki, t — s szdrasnégyzeti
normdlis eloszldsu valoszindségi vdltozo minden 0 < s < t < T szdampdrra, és X (t,w)
folytonos trajektoridju sztochasztikus folyamat minden w elemi eseményre.

Ervényes az (altaldnositott) Wiener-folyamatok kévetkezo jellemzése.

Tétel az (Altaldnositott) Wiener-folyamatok egy jellemzésérdl. Legyen adva
eqy X (t,w), sztochasztikus folyamat és Fy, o-algebrdk novekvd sorozata 0 < t < T pa-
raméterekre gy, hogy X (t,w) Fy mérheté minden 0 <t < T szdmra. Tegyik fel azt is,
hogy EX?(t,w) < oo minden t > 0 szdmra, X(0,w) = 0 minden w elemi eseményre,
és az (X(t,w), Fp) és (X2(t,w) —t,F), 0 < t < T, pdrok martingdlok. Ha ezenkiviil
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az X (t,w) sztochasztikus folyamat minden trajektoridja folytonos, akkor az (X (t,w), Ft)
rendszer (dltaldnositott) Wiener-folyamat a [0,T] intervallumon.

A Tétel bizonyitisa. Azt kell megmutatni, hogy tetszoleges 0 < s < t < T szamparra
X(t,w) — X(s,w) a Fg o-algebratdl fiiggetlen nulla varhaté értékii ¢ — s szérasnégyzetii
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo. Ezt az el6z0 bizonyitas némi modositasaval,
finomitasaval megtehetjiik.

Rogzitstink egy 0 < s < T szadmot, és definidljuk az Y (u,w) = X (s+u,w)— X (s,w),
0 <u < T — s, sztochasztikus folyamatot, és G, = Fs4, o-algebrakat, 0 <t < T — s.
Vegyiik észre, hogy E(Y (v,w)|G,) = 0 és E(Y?(v,w) —v|G,) = Y?(u,w) — u, ha 0 <
u<v<T—s. Az utolsé azonossagot a kovetkez6 szamolas mutatja:

E(Y*(v,w) = v|Gu) = B([X (v + 5,w) = X(s5,w)]* = v|Fsru)
=E(X?*(v+sw) — (v+8)|Foru) + X2(s,w) — 2X (5,0) EX (v + 8,w)|Forn) + 5
= X%(u+s,w) — (u+5) + X%(s,w) — 2X(5,w) X (u+ s,w) + s
= (X(u+s,w)— X(5,w))* —u=Y?*u,w) —u

Ezért alkalmazhatjuk az el6z6 bizonyitast némi atskalazassal. Abbdl azt kapjuk, hogy
Y(t —s,w) = X(t,w) — X(s,w) nulla varhatd értékdi, ¢t — s szérasnégyzetii normaélis
eloszlasu valdszintiségi valtozd. Meg kell még mutatni azt is, hogy ez a valdszintliségi
valtozé fliggetlen a Fy o-algebratél. Ennek érdekében alkalmazzuk a kovetkezo érvelést.

Vegyiink egy tetszéleges B € Fs; = Gy eseményt, amelyre P(B) > 0, és tekintsiik
az (Y(u,w),Gy), 0 < u < T — s, parokat ugyanazon az (€2,.4) valdsziniiségi mezén,
de helyettesitsiik a P valdszintiségi mértéket azzal a Pp valdsziniiségi mértékkel, ame-
lyet a Pp(A) = P55, A € A, képlet definidl. Az (Y (u,w),Gu) és (Y(u,w) —
U,Gu)y, 0 < u < T — s, rendszerek tovabbra is martingdlt alkotnak. FEzért a fenti
Pp mértékhelyettesitéssel kapott rendszerre alkalmazva a mar bizonyitott eredményt,
kapjuk, hogy P({w: X (t,w) — X (s,w) < 2}NB) = P(B)®(x,t—s), ahol ®(z,0?) a nulla
varhaté értékii o2 szérasnégyzetii normalis eloszlds értékét jeloli az x helyen. Mivel ez
az allitdas igaz minden x valds szamra és B € Fg eseményre, innen kovetkezik a tétel
allitasa.
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