Folytonos idejii Markov-lancok.

A folytonos idejii Markov lancok és Markov folyamatok elméletét nem fogom olyan
részletesen targyani, mint a diszkrét Markov lancokét. Megelégszem néhany fontos
probléma és eredmény ismertetésével.

Lattuk, hogy diszkrét idejii Markov-lancok atmenetvaldsziniiségeinek megadasahoz
elegend6 az egy lépéses P(i,j) = P(1,i,75) atmenetvaloszintiségeket definidlni. Ezek
ismeretében az n-lépéses P(n,i,j) valosziniiségeket ki lehet szamolni az n 1épésszam
szerinti teljes indukcioval a

P(n,i,j)= Y P(n—1,i,k)P(k,j)
k: Ex€E

Chapman—Kolmogorov azonossag segitségével tetszoleges n pozitiv egész szamra ki
tudjuk szamolni. Szeretnénk megtaldlni ennek az eredménynek a folytonos idejii meg-
felel6jét. Ebben az esetben nincsen a 0 idépont utan kozvetleniil kovetkezé idépont.

Viszont tekinthetiink egy kis h szamot, és felirhatjuk a P(t + h,i,j) idépontbeli dtme-
P(t+h,i,j)—P(t,i
h

netvaloszintiségeket és a :J) differenciahanyadost a Chapman—Kolmogorov
azonossag segitségével. Ezutdn a h szammal 0-hoz tartva egy olyan differencidlegyenletet
kapunk az atmenetvalésziniiségekre, amely segit megérteni a Markov-lanc atmenetva-
l16szintiségeinek a viselkedését. Abbdl a célbdl, hogy ezt jobban megértsiik, tekintsiik
elOszor a véges sok Fi, ..., Ey allapotot felvevé Markov-lancokat, és vizsgaljuk ennek
P(t,i,j) = P(X(t) = E;|X(0) = E;) atmenetvalészintiségeit és az dtmenetval6szint-
ségek &ltal meghatérozott II(t) = (P(t,i,75)) k x k méretli (sztochasztikus) dtmenet
matrixokat, ¢ > 0. Be fogjuk latni egy egyszerii Tétel segitségével, hogy amennyiben a
I1(t) &tmenet métrixok rendszere differencidlhaté fiiggvénye a t > 0 id6paraméternek,
akkor a Markov-lanc eloszlasainak viselkedése a ¢t > 0 egyszeriien megadhaté a idépont
fiiggvényében, mint egy linedris differencidlegyenlet megoldéasa. El6tte megfogalmazok
egy itt nem bizonyitott eredményt, amely azt mondja ki, hogy az azt koveté Tétel
feltételei nagyon altaldnos feltételek mellett teljesiilnek.

Propozicié. Ha egy véges dllapotteri folytonos idejii Markov-lanc I1(t) dtmenetmdt-
rizai, t > 0, folytonosak a nullaban, akkor azok derivdlhatoak is minden t > 0 szdmra.

Tétel véges allapotterii folytonos idejii Markov-lancok eloszlasainak viselke-
désérol. Legyen X (t), t > 0 Markov lanc eqy k (véges) elemi E, ..., Ey dllapottéren
P(t,i,j) = P(X(t) = E;|X(0) = E;) dtmenetvaldsziniségekkel. Jelilje

@) = ((P@E,,5)), 1<ij<k, t=0,

a Markov-lanc dtmenetvaldsziniiség matrizait. Tegyiik fel, hogy a 11(t) mdtriznak létezik
a (jobboldali, koordindtanként vett) differencidlhdnyadosa a t = 0 pontban. Jeldlje a
Q mdtriz ezt a differencidlhdnyadost. Ha P(t) = (P(t,1),...,P(t,k)), t > 0, jeldli a
Markov-ldnc t idépontbeli eloszldsdt, azaz, P(t,j) = P(X(t) = Ej;), akkor ez a vektor
értéki fiigguény teljesiti a ;

%P(t) =P(t)Q, t>0,



differencidlegyenletet, amelynek megolddsa

ahol P(0) = (P(0,1),...,P(0,k)) a Markov-ldnc eloszldsa a nulla idépontban.

A tétel bizonyitdsa. A (staciondrius) Markov tulajdonsagai miatt P(t + h) = P(¢)II(h),
ahonnan w = P(t)%, ahol I az identitds matrixot jeloli. Mivel I1(0) = 1,
a fenti azonossaghdl h — 0 hataratmenettel kovetkezik a felirt differencidlegyenlet.
(Némi plusz munkéval, amit most elhagyunk be lehet bizonyitani, hogy a fenti h — 0
hataratmenet negativ h szdmokra is igaz. Ez konnyen lathaté, ha el6szor megmutatjuk,
hogy P(t) a t valtozé folytonos fiiggvénye.) A tétel masodik allitasa a linedris differen-
cidlegyenleteknek az analizisben tanult megoldasabdl kovetkezik.

Elsé megjegyzés. A tételben szereplé @ matrixot a Markov-lanc infinitezimélis operéto-
ranak hivjak az irodalomban.

Midsodik megjegyzés. Az e'? kifejezést a @ matrix Jordan alakjénak a felirdsa segitsé-
gével érdemes kiszamolni. Ha a ) matrixnak megtaldljuk a J Jordan alakjat, akkor
a Q matrixot reprezentdlhatjuk @ = CJC~! alakban alkalmas invertalhaté C' métrix
segitségével, és ekkor e!@ = Cet/C~'. A J Jordan alaki métrix e?’ alaki fiiggvénye
egyszerlien kiszamithato.

Feladat. Mutassuk meg, hogy a () matrix sorosszegei nullaval egyenloek.

Meg akarjuk mutatni, hogy a véges sok allapotot felvevé Markov-lancokhoz ha-
sonléan, megszamlalhatéan sok allapotot felvevé Markov-lancoknak az atmenetvaldszi-
niiségei is teljesitenek olyan differencidlegyenletrendszereket, amelyek fontos szerepet
jatszanak a Markov-lancok viselkedésének a tanulmanyozasaban. Ebben az el6adasban
két fontos specidlis modellt fogunk vizsgalni részletesebben, a sziiletési és sziiletési és
halalozasi folyamatokat. Megmutatjuk, hogy ezek ‘infinitezimalisan kis’ idéintervallum
alatt bekovetkezett megvaltozasainak ismeretében fel lehet irni olyan differencialegyen-
leteket, amelyek lehetové teszik e folyamatok atmenetvaldszinliségeinek kiszamitasat
tetszoleges iddintervallumban.

Felmeriil az a kérdés, hogy ezeknek a Markov-folyamatok atmenetvaldoszinliségeit
meghatarozé differencidlegyenleteknek egyértelmii-e a megoldasuk. Kiderilt, hogy ez
az egyértelmiiségi kérdés nem pusztan technikai probléma, hanem olyan a Markov-
lancok viselkedését leiré bonyolultabb jelenségekhez kapcsolddik, amelyek mar a leg-
egyszeriibb modellekben, a sziiletési folyamatokban is megjelennek, és vizsgalatuk a
Markov-folyamatok elméletének fontos része. Két kiilonbozé differencidlegyenletrend-
szert, az ugynevezett Kolmogorov-féle forward és Kolmogorov-féle backward differen-
cidlegyenleteket fogunk felirni és alkalmazni vizsgalatainkban. Késébb bebizonyitjuk és
targyaljuk ezeket a differencidlegyenleteket altalanos Markov-folyamatok esetében is.

Mind a sziiletési mind a sziiletési és halalozasi folyamat olyan Markov-lanc, amely-
nek allapottere az € = {0,1,2,...} természetes szdmok halmaza. A tekintett mo-
dellek olyan Markov-lancok, amelyek egy populacié fejlédését irjak le. Annak, hogy
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X (t) = j az a szemléletes tartalma, hogy a Markov-lanc altal leirt populédcié létszama
a t id6pontban j. A (staciondrius) Markov-lanc teljes definicidjahoz meg kell ad-
nunk a P(t,i,7) = P(X(t) = j|X(0) = 0) dtmenetvaldszintiségeket. Mind a sziiletési
mind a sziiletési és haladlozasi folyamat definiciéjaval meg fogunk adni egy aszimp-
totikus formulédt a P(t,i, ) atmenetval6szintiségek értékére kis ¢ szamok esetére a mo-
dell paramétereinek tekintett szamok segitségével. Azt mondjuk, hogy egy Markov-
lanc sziiletési vagy sziiletési és halalozasi folyamat az adott paraméterekkel, ha annak
atmenetvaldszinliségei teljesitik az eloirt aszimptotikus formulat.

Sziiletési folyamat definiciéja. Azt mondjuk, hogy eqy X (t), t > 0, idében folytonos
(stacionarius) Markov-lanc az € = {0,1,2,...} dllapottéren sziiletési folyamat Ao, A1,
. paraméterekkel, ha P(t,i,j) = P(X(t) = j|X(0) = i) dtmenetvaldsziniiségei tel-
jesitik a
P(h,i,i+1) =X h+o(h), P(h,i,i)=1—Xh+o(h), és
P(h,i,j) =o0(h), haj#iésj#i+1 h— 0 esetén

reldciot.

A sziiletési folyamat definicigjanak szemléletes tartalma nyilvanvalé. A populacio
tagjai nem halnak meg, és egy i elemii populacioban kis A id6 alatt 1 1j egyed sziilethet
kozelitoleg \;h valdszintiséggel.

Sziiletési és haldlozasi folyamat definicidja. Azt mondjuk, hogy eqy X (t), t > 0,
iddében folytonos (staciondrius) Markov-linc az € = {0,1,2,...} dllapottéren sziletési
és haldlozdsi folyamat No, A1,... €s po, tq, - - . paraméterekkel, (uo =0), ha P(t,i,j) =
P(X(t) = j|X(0) = i) dtmenetvaldsziniiségei teljesitik a

P(h,i,i+ 1) =Xh+o(h), P(h,i,i —1)= p;h+ o(h),
P(h,i,i) =1 = (A + pi)h + o(h),
és P(h,i,j) =o0(h), haj#1iésj#i+t1 h— 0 esetén
reldciot.

A sziiletési és halalozasi folyamat definicidja a sziiletési folyamathoz hasonléan in-
terpretalhato. Egy i elemii populacioban kozelitéleg A\;h valdszintiséggel torténik egy
sziiletés, és kozelitoleg p;h valdszintiséggel torténik egy halalozas kis h id6 alatt.

Tekintstink egy sziiletési folyamatot, A\g, A1, ... paraméterekkel tetszoleges kezdeti
t = 0 id6pontbeli eloszlassal, és jeldlje P, (t) annak a valdsziniiségét, hogy a Markov-lanc
a t idopontban az n allapotban van. Ekkor

Po(t+h) = (1 — hAp)Pu(t) + hAn_1Po_1(t) + o(h), han>1, ésh— 0,

és
Py(t+h) = (1= Xoh)Py(t) +o(h), hah—0,
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mert a t+h idépontban (elhanyagolhatéan kis val6szintiségii eseményeket figyelmen kiviil
hagyva) vagy ugy lehet a populdciénak n eleme, hogy az n idépontban a populdciénak
n eleme van és az adott idGintervallumban nem kévetkezett be sziiletés, aminek valé-
szinlisége P, (t)(1 — A,h + o(h)) vagy a populdciénak a ¢t idépontban n — 1 eleme van,
és az adott idéintervallumban egy sziiletés tortént. Ez utébbi esemény valdszintisége
P 1(t)An_1h + o(h). Atrendezve az elsé egyenletet kapjuk, hogy

P,(t+ h) — P,(t)
h

= —MPn(t) + A—1Pn1(t) +0(1), han>1, ésh—0,
ahonnan h — 0 hataratmenettel kapjuk, hogy
P! (t) = =AnPo(t) + An—1Pr1(t), han>1. (la)

Hasonldéan
Py(t) = =XoPo(t). (1b)

A sziiletési folyamat atmenetvaldszinliségeit megadé differencidlegyenletek fenti leveze-
tésében nem fogalmaztuk meg azokat a feltételeket, amelyek sziikségesek ahhoz, hogy a
benne szerepld hataratmeneteket végrehajthassuk. A sziiletési és sziiletési és haldlozasi
folyamatok ismertetése utan fogom targyalni azt, hogy milyen feltételek mellett érvé-
nyesek az ott felirt egyenletek és azok altalanositasai.

Vegyiik észre, hogy rogzitve egy i > 0 szamot és a P;(0) =1, P;(0) =0, ha j # i
kezdeti feltételeket véve, azaz olyan sziiletési folyamatot tekintve, amelyben a populacié
létszama i a nulla id6pontban az (1a), (1b) differencidlegyenlet rendszer rekurziv médon
megoldhaté. Azt kapjuk, hogy Pj(t) = 0 a 0 < j < i esetben minden ¢ > 0 szamra.
Ezutén indukciéval megoldhaté az (1a) egyenletet el6szor az i paraméterre, majd ezutan
indukcioval j =1+ 1, j =7+ 2 szdmokra és igy tovabb.

Latszolag ilyen médon kielégitd leirdsat kapjuk ezaltal a tiszta sziiletési folyama-
toknak. Valdjaban szamos kérdés nyitva maradt. Tisztdznunk kell, hogy a kapott
megoldasrendszer teljesiti-e a Chapman—Kolmogorov egyenleteket, azaz tekintheto-e egy
Markov-lanc atmenetvaldszintiségeinek. Erre a kérdésre igenl6 a valasz, de a bizonyitast

oo
elhagyjuk. Ugyancsak érdekes kérdés, hogy a kapott megoldas teljesiti-ea Y P(t,i,5) =

=1
1 egyenletet minden ¢ > 0 szamra, ha ez a relacio teljesiti ezt az egyenletet ¢t = 0 szamra.

Ez az 0sszeg mindig kisebb vagy egyenld, mint 1, de eléfordulhat, hogy szigorian kisebb,
mint 1. Ennek sziikséges és elégséges feltételét tartalmazza az alabbi tétel, amelynek
bizonyitasat elhagyom, de adok egy heurisztikus magyarazatot ra.

Tétel sziiletési folyamatok viselkedésérol. Tekintsik eqy Ao, \1,..., paraméte-
rekkel definialt X (t), t > 0, sziletési folyamatot P(t,i,j) = P(X(t) = j|X(0) = 1)

dtmenetvaldszintiségekkel. A >" P(t,i,j5) = 1 azonossdg teljesil minden t > 0 szdmra,

j=i
o oo o0

ha Y s+ =o00. Ha Y. 3+ < oo, akkor Y P(t,i,j) < 1 minden t > 0 szdmra.
n=i n=i j=i
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Az eloz6 tétel annak a sziikséges és elégséges feltételét adja meg, hogy a sziiletési
folyamat populaciéjanak létszama egy alkalmas véges idéintervallumban pozitiv valdszi-
niiséggel eléri a végtelent. Ha ez bekovetkezik valamely [0, ¢g] idSintervallumban, akkor

o0

> P(t,i,7) < 1 minden t > ty szdmra. Ha van ilyen ¢y szdm, akkor minden ¢q > 0 ilyen
j=i

szam.

Az alabbi feladat segithet az el6z6 tétel okanak megértésében.

Nem kételez6 feladat. Tekintstink egy idében folytonos, stacionarius Markov-lancot
valamely & = {Ej, Es, ...} allapottéren P(t,i,j) = P(X(t) = E;|X(0) = E;) atme-
netvaldsziniiségekkel. Tegyiik fel, hogy a P(t, j,j) folytonos fiiggvény. Mutassuk, hogy
ebben az esetben F(t) = P(X(u) = E;minden 0 < u < t idépontra| X (0) = E;) = e~ !
alkalmas A\; > 0 szdmmal, azaz az E; dllapotban val6 allandé tartézkodds hosszanak
ideje exponencialis eloszlasu.

Segitség: Vegyiik észre, hogy F(t + s) = F(t)F(s). Ha az F(t) fliggvény a nulldban
folytonos, akkor a fenti egyenletnek F(t) = e~**, A > 0, alaki a megoldésa.

A fenti feladat eredménye mutatja, hogy egy folytonos idejii Markov-folyamat egy
helyen exponencidlis sok ideig tartézkodik. Egy sziiletési folyamatban az n helyen vald
tartozkodas &, ideje exponencialis eloszlasi valoszinliségi valtozé A = A, paraméterrel.
Tovabba ezek a valdszintiségi valtozdok kiilonbo6zo n indexekre fiiggetlenek. Az ¢ allapot-
bdl indulé sziiletési folyamat akkor és csak akkor éri el a végtelent véges id6 alatt, ha

[o.@]
> &, < 00. A valdszinliségszamitas klasszikus eredményeibdl (Kolmogorov-féle harom
n=¢

o0

sor tétel) lehet latni, hogy ez az Osszeg egy valészintiséggel divergdl, ha > ﬁ = 00, 6s
o n=1
egy valdszintiséggel konvergal, ha > % < 00.

A sziiletési folyamat dtmenetvalészintiségeit leird (1a) és (1b) egyenletek a Kolmo-
gorov-féle forward egyenletek specidlis esetei. Késobb targyalni fogom ennek az egyenlet-
nek pontos megfogalmazasat és bizonyitasat az altalanos esetben. Ez az eredmény felveti
azt a kérdést is, hogy van-e a olyan sziiletési folyamat, amelynek atmenetvaldszintiségeit
nem lehet megtaldlni a Kolmogorov-féle forward egyenlet megoldasaiként, mert nem
elégiti ki ennek az egyenlet érvényességéhez sziikséges Osszes feltételt. Erre a kérdésre
igenlo a valasz, de ennek okara csak heurisztikus magyarazatot adok, a részletes bi-
zonyitast elhagyom.

A sziiletési és halalozasi folyamat hasonléan vizsgalhaté a sziiletési folyamatokhoz.
Ha a sziiletési és haldlozasi folyamat paraméterei Ao, A1, ..., illetve pg, p1,..., akkor
annak P, (t) valészintisége, hogy a folyamat a ¢t idépontban az n értéket veszi fel teljesiti
a

P,(t+h)=(1—=h(A,+ pn))Po(t) + AA\p—1Pp—1(t) + hptny1Pry1(t) +o(h), han>1,
és h — 0, és

Po(t + h) = (1 — th)Po(t) + h,ulpl(t) + O(h), ha h — O,
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egyenleteket, ahonnan h — 0 hataratmenettel kapjuk, hogy
Po(t) = =M+ pn) Po(t) + A1 Pac1(8) + ping1 Paya(t), han>1.  (2a)

Hasonldéan
Po(t) = =AoPo(t) + p1 Pr(t). (2b)

Ez a sziiletési és haldlozasi folyamatrol sz6l6 Kolmogorov-féle forward egyenlet, amelyet
hasonléan indokolhatunk, mint a sziiletési folyamatokrol sz6lé egyenletet. Ebben az
esetben a megoldas nem irhaté fel olyan explicit mdédon, mint a sziiletési folyamat
esetén, és nem adhatd egyszerii univerzalis valasz arra a kérdésre sem, hogy mikor jut
el egy ilyen folyamat véges id6 alatt pozitiv valdsziniiséggel a végtelenbe.

A Kolmogorov-féle backward egyenleteknek is el6szor a sziiletési és sziiletési és
halalozasi folyamatok esetén érvényes alakjat ismertetem roviden. A sziiletési folyama-
tok esetében a

P(t+ h,i,5) = (1 — \h)P(t,4,§) + \hP(t,i + 1, ) + o(h)

relacié érvényes, mert elészor a [0, h], majd a [h,t + h] intervallumot figyelve annak
valészintiségét, hogy a sziiletési folyamat t + h id6 alatt az ¢ dllapotbdl a j allapotba
jut ugy irhatjuk fel, mint annak a valészintisége, hogy a folyamat a [0, k] id6 alatt az i
allapotot nem valtoztatja, majd ¢ id6 alatt az ¢ allapotbdl a j allapotba jut, plusz annak
a val6szintisége, hogy a [0, h] id6 alatt az i dllapotbdl az i + 1 allapotba jut, majd ¢ idé
alatt az i+ 1 allapotbdl a j dllapotba jut plusz egy o(h) nagysigi esemény valdszintisége.
A tekintett események koziil az els6 valdszintliség koriilbeliil (1—\;h)P(t,1,5), a masodik
pedig A\;hP(t,i+1,7). A felirt aszimptotikus reldciébél azt kapjuk A — 0 hataratmenet
segitségével, hogy

P'(t,i,5) = =A\iP(t,i,5) + A\iP(t,i + 1, 7). (3)

Ez a Kolmogorov-féle backward egyenlet a sziiletési folyamatra. A sziiletési és haldlozasi
folyamat esetében hasonlé indoklassal kapjuk, hogy

ahonnan

A (3) és (4) formuldban felirt backward egyenletek kapcsolata az (1a), (1b) illetve (2a),
(2b) forward egyenletek kapcsolatdnak megértése alaposabb vizsgalatot igényel. Ennek
érdekében el6szor felirjuk a forward és backward egyenleteket az altalanos esetben

Az alabbiakban a Kolmogorov-féle forward és backward egyenleteket bebizonyitjuk
tetszoleges Markov-lancokra. Erdemes ezt a kérdést kissé altaldnosabban vizsgalni, és
nem feltétleniil stacionarius, idében folytonos, legfeljebb megszamlalhaté sok kiilonb6z6
értéket felvevé Markov-lancokat tekinteni.



Legyen X(t), t > 0, nem feltétleniil stacionarius Markov-lanc egy véges vagy
megszamldlhatéan végtelen € = {Eq, Es,...} allapottéren, P(s,t,i,j) = P(X(t) =
JIX(s) =1), 0 < s <t< oo, atmenetvaldsziniiségekkel. Ezek az dtmenetvaldszintiségek
teljesitik a

P(s,t,i,j) = Z P(s,u,i,k)P(u,t,k,j) s<u<t (5)
k: Ep€€

Chapman—Kolmogorov egyenleteket. Megmutatjuk, hogy amennyiben az atmenetvalo-
szinliségek teljesitenek bizonyos folytonossag jellegii feltételeket is, akkor kielégitenek
bizonyos differencidlegyet rendszert is. S6t két kiillonbozo differencidlegyenletrendszert

is levezethetiink. Az egyiket, az igynevezett Kolmogorov-féle forward differencidlegyen-
P(s,t+h,i,j)—P(s,t,i
h

letrendszert gy kapjuk, hogy tekintik a 1) differenciahanyadosokat,
illetve ezek limeszeit h — 0 esetén, és a P(s,t + h,i,j) atmenetvalésziniiséget gy
szamoljuk ki a Chapman—Kolmogorov egyenlet segitségével, hogy kovetjiik annak vald-
szinliségét, hogy az s idépontban az F; allapotban tartozkodé trajektoria a t idépontban
eljut valamely Fj, é4llapotba, majd onnan h idé mulva az E; allapotba jut. A masik
egyenletrendszert, a Kolmogorov-féle backward differencidlegyenletrendszert tugy kap-
juk, hogy a Pls:tig )_f(s_h’t’i’j ) differenciahanyadosokat, illetve ezek limeszeinek viselke-
dését vizsgaljuk h — 0 esetén. Ebben az esetben a P(s—h, t, i, j) &tmenetvaldsziniiséget
ugy szédmoljuk ki a Chapman—Kolmogorov egyenlet segitségével, hogy kovetjiik annak
valoszinliségét, hogy az s — h idopontban az FE; allapotban tartozkodo trajektéria h
idépont mulva eljut valamely Ej, éllapotba, majd onnan ¢t — s id6 mulva az E; allapotba
keriil.

Mind a Kolmogorov-féle forward mind a Kolmogorov-féle backward egyenlet tel-
jestiléséhez bizonyos feltételeknek teljesiilni kell. Elészor megfogalmazom azokat az 1a),
2a), 3a) feltételeket, amelyek teljesiilése esetén be tudjuk bizonyitan a Kolmogorov-féle
forward egyenleteket, majd megfogalmazom és bebizonyitom ezeket az egyenleteket.

la) feltétel: Minden Ej allapothoz létezik olyan ¢y (t) > 0 fuggvény, amelyre

1-P
i (t,t + h, k, k)

_ : - (e,
lim h ck(t) minden ¢t > 0 szamra (6)

2a) feltétel: Minden Ey, és E;, E; # Ej, allapotparhoz és t idéponthoz léteznek olyan
folytonos py, ;(t) ‘dtmenet valdsziniiség’ fliggvények, melyekre teljesiil, hogy

. P(t,t+hk,j)
lim =
h—0 h

ce(t)pr,;(t) J#k (7)
relaci6, ahol ¢k (t) az 1a) feltételben szerepld fiiggvény. Tovabba,

Z Prj(t) =1, prr(t) =0 minden ¢t > 0 szamra.
j: E;€€

3a) feltétel: A 2a) feltételben megfogalmazott (7) relaciéban vett hatérértékben a kon-
vergencia egyenletes a k valtozoban minden rogzitett j indexre és ¢ > 0 id6pontra.
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Latni fogjuk, hogy a fenti feltételek teljesiilése esetén fel tudunk irni egy diffe-
rencialegyenletrendszert, amelynek megoldasa megadja a Markov-lanc atmenetvaldszi-
niségeit. Ez a hozzadllas természetes analogonja a véges allapotterii folytonos idejl
Markov-lancok eloszlasainak viselkedésérdl szolé tételnek. A Markov-lanc atmenetvald-
szintliségeit annak segitségével prébaljuk meghatarozni, hogy az atmenetvaldszinliség kis
idotartam alatt bekdvetkezett valtozasairdl van informéciénk. Ez hasonld az emlitett
tétel eredményéhez, amelyben a Markov-lanc infinitezimalis operatora segitségével ha-
taroztuk meg az atmenetvalészintiségeket. Hasonlo szellemet tiikroz a mechanika tu-
domdénya is, ahol egy rendszer mozgasat az annak lokalis kis ido6 alatt kozelitéleg megado
differencidlegyenletek segitségével probaljuk meghatarozni.

A fent megfogalmazott la) és 2a) feltételek természetesek. Az la) feltevés azt
fejezi ki, hogy kis id6 alatt a Markov-lanc csak kis valdszintiséggel valtoztatja meg az
allapotat. Ha a Markov lanc a t idépontban az Ej, allapotban tartézkodik, akkor annak
a valésziniisége, hogy h id6 milva megvaltoztatja az allapotat kozelitéleg hey(t). Az,
hogy ez a valdszintiség fiigghet a t idéponttdl, azzal fiigg 0ssze, hogy a Markov-lanc nem
feltétlentil stacionarius. Az 1a) feltétel tartalmanak jobb megértéséhez hozzajarulhat az
alabb megfogalmazott feladat is.

A 2a) feltétel azt fogalmazza meg, hogy ha a Markov-lanc a ¢ idépontban vagy egy
ehhez kozeli idépontban megvaltoztatja az allapotat, és egy Ej allapotbdl a valamely
mas allapotba ugrik, akkor py ;(t) annak a valészintisége, hogy E; lesz ez az 1j allapot.
Ertelemszertien, pji(t) = 0. A 3a) feltétel viszont tisztdn technikai jellegli. Ez a
feltétel a forward egyenlet gyengeségeit tiikrozi. Van olyan Markov-lanc, amelynek
atmenetvaldszintiségeit nem kaphatjuk meg az alabb ismertetend6 Kolmogorov-féle for-
ward egyenlet megoldasaként, mert a Markov-lanc atmenet valdszinliségei nem teljesitik
a 3a) tulajdonsagot.

A Kolmogorov-féle forward differencidlegyenletek. Legyen X (t), t > 0, (nem
feltétlendil staciondrius) folytonos ideji Markov-lanc eqgy € = {E1, Es, ...} dllapottéren
P(s,t,i,j) = P(X(t) = E;|X(s) = E;) datmenetvalosziniiségekkel. Ha ezek az dtmenet-
valdsziniségek teljesitik az 1a), 2a) és 3a) feltételeket, akkor teljesitik az

OP(s, ., j)

5 = —¢j(t)P(s,t,i,5) + > Pls,t,i,k)er(t)pr;(t)

k: Ex€E
egyenleteket is. Ezeket az egyenleket hivjdk Kolmogorov-féle forward egyenleteknek.

Megjegyzés: A bizonyitasban ki fogjuk hasznélni, hogy a P(s,t,14,j) dtmenetvalészinii-
ségek teljesitik az 1a), 2a) és 3a) feltételek mellett a Chapman—Kolmogorov egyenletet,
valamint ) P(s,t,4,7) < 1. Az utolsé relaciéban kisebb vagy egyenlé jelet irtam, mert

j
lehetséges, hogy a folyamat “eltiinik” (ldsd a sziiletési folyamatot, amikor a populacié
véges id6 alatt végtelen lesz), de az atmenetvaldszintiségek Osszege nem lehet 1-nél nagy-
obb. Hasonl6 megjegyzés érvényes a késobb targyalandé backward egyenletek esetében
is.



Bizonyitds. Az (5) Chapman—Kolmogorov egyenlet alapjan
P(s,t+h,i,j)= Y P(s,t,i,k)P(t,t +h,k,j).
k: Ex€E
Ennek az azonossidgnak és az 1a) feltételben szerepld (6) formula alapjan
P(s,t+ h,i,j) — P(s,t,1,))
h

—P(s,t P(s,t,1,k
. k )

P(t,t+ h,k,j)

Az 1a) feltétel szerint hm P(s t,i ])M P(s,t,1,j)c;(t), és a 2a) feltétel
alapjan }lllr% P(s,t,z,kz)w = P(s,t,i,k)ci(t)pr,j(t), ha k # j. Innen formélis

hataratmenettel megkapjuk a Kolmogorov-féle forward differencidlegyenletet.
Be kell latnunk, hogy ez a formadlis hataratmenet végrehajthatd, ha teljesiilnek a
tétel feltételei. Ennek igazolasaban felhaszndljuk a 3a) feltételt és a > P(s,t,i,k) <1
k
relaciét. A 2a) és 3a) relaciokbol kovetkezik, hogy

P(t,t+h,k,j)
h

—cp(t)pr,;(t)| <e, hah < hgy(e,j,t). 9)

Ezért speciélisan az is igaz, hogy ci(t)pk, ;(t) < A(j,t) alkalmas A(j, t) < oo szammal
minden k indexre. Valéban, W < hl, és ci(t)pr,;(t) < h + ¢, ahol hy =

ho(e,j,t). Innen, és a ZP(S t,i k) <1 egyenlotlensegbol kovetke21k hogy a Kolmo-

gorov-féle forward egyenlet jobboldalan szerepl Osszeg konvergens. (A fenti érvelésben
Y P(s,t,i,k) < 1 egyenl6tlenséget irtam és nem egyenléséget. Ennek oka az, hogy
k

nem akartam kizarni olyan Markov-lancokat, amelyekben a Markov-lanc véges id6 alatt

kiszalad a végtelenbe vagy egy hatarpontba. Lattuk, hogy ilyen lehet6ség méar a sziiletési

folyamatokban is megjelenhet.) Ezért a (8) és (9) reldcidk valamint a ) P(s,t,i,k) <1
k

egyenlotlenségbdl kovetkezik a Kolmogorov-féle forward egyenlet.

Ratérek a backward Kolmogorov-féle egyenletek ismertetése. Ezek bizonyitisa az
alabbi 1b) és 2b) feltételeken alapul.

1b) feltétel: Minden E; allapothoz létezik olyan c;(t) > 0 fliggvény, amelyre

lim 1 _P(t_ hvtajvj)
h—0 h

=¢;j(t) minden t > 0 szamra. (6")

2b) feltétel: Minden E; és Ey, E; # Ej, allapotparhoz és t idéponthoz léteznek olyan
folytonos p; 1 (t) ‘atmenet valészintiség’ fiiggvények, melyekre teljesiil, hogy
P(t—h,t, j, k
lim ( ) 7]7 )
h—0 h

=c;(Opjxt) J#k (7)



relaci6, ahol ¢;(t) az 1b) feltételben szerepl6 fiiggvény. Tovabbd,

Z pjk(t) =1, p;;(t)=0 minden ¢t > 0 szdmra.
k: Exe€

A fenti tulajdonsdgok természetes megfelel6i az 1a) és 2a) tulajdonsagoknak. Vi-
szont nem fogalmaztam meg semmilyen a 3a) tulajdonsdgnak megfelel6 feltételt. A
kovetkezd eredményben megmutatom, hogy a Kolmogorov-féle backward egyenlet érvé-
nyességéhez elegend6 a fent megfogalmazott 1b) és 2b) tulajdonséag.

A Kolmogorov-féle backward differencidlegyenletek. Legyen X(t), t > 0, (nem
feltétlendil staciondrius) folytonos ideji Markov-lainc eqgy € = {E1, Es, ...} dllapottéren
P(s,t,i,7) = P(X(t) = E;|X(s) = E;) dtmenetvaldsziniiségekkel. Ha ezek az dtmenet-
valdsziniségek teljesitik az 1b) és 2b) feltételeket, akkor teljesitik az

WP LLT) _ cy(s)Pls,ting) —els) 3 Plostik, pias)
5 k: Ex€E

egyenleteket is. Ezeket az egyenleket hivjak Kolmogorov-féle backward egyenleteknek.

A tétel bizonyitdsa. Jelen esetben az (1) Chapman—Kolmogorov egyenletet a kovetkezo
formaban fogjuk hasznalni:

P(s—h,t,i,j)= Y P(s—h,s,i,k)P(s,t,k,j).
k: Exe€

Innen, és a (6’) formuldbdl kapjuk, hogy

P(s — h,t,i,7) — P(s,t,i,7)
h

P —h,,.,'_l .o P _h77.7k5 .
_ 2 ,j ) P(s,t,i,5)+ Y. (e h = )P(s,t,k‘,J)-
k: E, €€ k#i (10)

Az 1b) képlet alapjan }llir% WP(s,t,i,j) = —c;(s)P(s,t,i,7), és a 2b) feltétel
szerint lim MP(S, t,k,j) = ci(s)pik(s)P(s,t,k,j). Ha végrehajtjuk tagonként

h—0
a hatdratmenetet a (10) képlet jobboldaldn, megkapjuk a backward Kolmogorov-féle
egyenletet. (Vegyiik észre, hogy a (10) kifejezés baloldaldnak a limesze, feltéve, hogy
az a limesz létezik —%.) A probléma az, hogy kiilon indokldst igényel ennek a
tagonkénti hatdratmenet elvégzésének a jogossaga. A kovetkezo érvelés mutatja, hogy
ezt meg lehet tenni anélkiil, hogy ehhez kiilon feltételeket kellene el6irni. Ez rendkiviil

lényeges kiilonbség a forward és backward Kolmogorov-féle egyenletek kozott.
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Tekintsiink egy elég nagy N szdmot, amelyre az is igaz, hogy N > i. Akkor a
(10) formula jobboldaldn levé végtelen 6sszeg N-nél nagyobb tagjainak hozadékat a
kovetkez6 modon lehet megbecsiilni:

N
1— > P(s—h,s,i,k)

P(S — h,S,i,k) . P(S _ h787i7k) k=1
0< E P(s,t,k,j7) < g <
< (87 ) 7.7)— h - h,

P(s—h,s,i,k
1—P(s—h,s,i,i) & 1§k§N, ki ( ) al
- h — h — CZ'(S) 1-— sz,k(S) .
k=1

(11)
A (11) egyenlStlenség els6 soranak végén megint egyenlStlenséget irtam, mert csupan a

o0
gyengébb > P(s — h,i, k) < 1 feltételt kivinom haszndlni, nem kovetelem meg, hogy
k=1

o

pontos egyenldség teljesiiljon. A (11) relaciébdl, a > p; (s) = 1 azonossdgbdl valamint
k=1

az 1b) és 2b) tulajdonsdgokbdl kovetkezik, hogy minden £ > 0 szdmhoz létezik olyan

No(e) = No(e,i) index, hogy N > Ny(e) esetén

P(s—h,s,1,i) — 1
hmsup (8 7877/7@)

o P(s—h,s,i,k) .
P S,t,Z, + P 57t7k7
n st - (s.t,i,4) > (s.t.k,j)

, h
k: E,€E ki

-+ CZ'(S)p(S,t, Z,]) — CZ'(S) Z P<57t7 k?J)pZ,k(s) <ée.
k: Exe&, k<N

Masrészt a Kolmogorov-féle backward egyenlet jobboldalan levé Gsszeg nagy indexi

tagjainak az Osszegére is fel lehet irni a 0 < ¢;(s) > P(s,t,k,5)pik(s) < €
k: Bye&, k>N

egyenl6tlenséget, ha N > N(g,i). Ezért az utolsé egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy

P(s — ,1) — 1
lim sup (s—h540)

. P(s—h,s,i,k) .
nst h P(s,t,i,5) + Z P(s,t,k,j)

h
k: EL €& k#i

+ci(8)P(s 1,4, 5) — ci(s) Y P(s,t,k, j)pin(s)| < 2.

k: Ex€E

Mivel ez a relacié minden € > 0-ra érvényes a (10) azonossdg jobboldaldn végre lehet
hajtani a tagonkénti hataratmenet képzést. A tételt bebizonyitottuk.

A Kolmogorov-féle forward és backward egyenletek némileg egyszertisodnek sta-
ciondrius Markov-folyamatok esetében. Ekkor ¢;(t) = ¢;, P(s,t,i,5) = P(t — s,1,7),
pi,;(t) = pij, % = P'(t—s,i,j) és % = —P'(t—s,1,j). A sziiletési folya-
mat esetén ¢;(t) = A;, pii+1(t) =1, p;;(t) =0, ha j # i 4+ 1. A sziiletési és halalozasi
folyamat esetében Cl(t) = >\z + i pi,i—l—l(t) = NATZ,LM’ pm-_l(t) = )\iliiui és Di,j (t) = 0, ha
jAi+lésgAi— L
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Tekintsiik a sziiletési folyamatok modelljeit. Réldat mutatok egy olyan folytonos
idejii Markov lancra, amely tekintheto a Kolmogorov-féle backward egyenletet kielégito
sziiletési folyamatnak, de a megfelel6 Kolmogorov-féle forward egyenletet nem elégiti ki.
Ugyanis e Markov lanc atmenetvaldszintiségei teljesitik a forward egyenlet megoldasahoz
sziikséges 1a) és 2a) feltételeket, de nem teljesitik a 3a) feltételt. Leirom ezt a modellt,
és ismertetem vizsgalatanak legfontosabb gondolatait, de nem dolgozom ki a bizonyitas

részleteit.
0

Rogzitsiink valamely pozitiv A1, e, ... szdmokat, amelyekre '21 % < 00, és legyen
J:
A1 = 1. Konstrualjunk minden j = 1,2,... szdmra fiiggetlen valdszintiségi valtozok

€(1),&(2),... sorozatat, ahol a &;(i), 1 <1i,j < oo, valdsziniiségi valtozdk egyméstol

fliggetlenek, és £;(7) exponencidlis eloszlasi \; paraméterrel. Legyen (; = ) &;(4),
i=1

[&.°]
1 < j < co. Ez a definici értelmes, mert a tekintett véletlen Gsszegek (a > 3= < o0
g=1"
k
feltétel miatt) konvergensek. Legyen Tp = Ty(1) =0, T, = Tk(1) = > ¢, és definidljuk
j=1

-1
aTe(l)=Tk+ > &kr1(1), 0 < k < 00,2 <1 < oo, valészintiségi véltozokat. Definidljuk
p=1

az X(t), t > 0, pozitiv egész értékii sztochasztikus folyamatot az X (t) = [ egyenlettel,
ha Ty (1) <t < Tp(l + 1) valamely £k = 0,1,2,... és | > 1 indexekkel. Ekkor X (¢) egy
folytonos idejii Markov lanc, amelyre a P(t,j, k) = P(X(t + s) = k| X (s) = j) dtmenet
valoszintiségek teljesitik az la), 2a) illetve 1b), 2b) feltételeket ¢; = Aj, p;iy1 = 1,
pjx =0, ha k # j + 1 szdmokkal. Ugyanakkor a Kolmogorov-féle forward egyenlet 3a)
feltételét nem teljesiti ez a Markov lanc.

Azt, hogy X (t) miért folytonos idejii Markov lanc csak heurisztikusan magyarazom
el. Ha X(t) = i valamely ¢t > 0 id6pontban, akkor Ty (i) < t és Tk(i) + &xr1(i +
1) > t valamely 0 < k < oo szammal. Az az id6, amit az X (¢) folyamat kovetkezo
1épéséig kell varni, tehat az a legkisebb u > 0 szdm, amelyre X(t +u) =i+ 1 a {11
exponencialis eloszlasu valdszinliségi valtozé orokifju tulajdonsdga miatt nem fiigg attol,
hogy hogyan fejlédott az X (-) folyamat a [0, ¢] idGintervallumban. (Lésd a jegyzet végén
megfogalmazott feladatot.)

Az X(t) Markov lénc teljesiti a P(h,i,1) < 1 — P(h,i,i) — P(h,i,i + 1) = o(h)
relaciét minden ¢ # 1 szamra, ha h — 0, amint ezt a 2a) feltétel el6irja. Viszont
bérmilyen kis h-ra lehet taldlni olyan i(h) indexet, hogy i > i(h) esetén P(h,i,1) > 1,
ami nyilvan ellentmond a 3a) feltételnek. Ugyanis megvalaszthatjuk az i(h) indexet
olyan nagyra, hogy P (Z () < %) > %, ha i > i(h) (ez a valészinfiség nem fiigg a

=i
j indextél), és kis h-ra P(&xy1(1) > h) > % Ez azt jelenti, hogy ha X (t) = i, akkor
az X (t) Markov ldnc legaldbb 3 valdszintiséggel % idon beliil az 1 4llapotba keriil, és
ezutan legalabb % valoszintiséggel tobb mint h ideig ott is marad.

A fenti modellben azt az esetet irtuk le formalisan, amelyben amikor a tiszta
sziiletési folyamat populacidja végtelen nagysaguva novekszik, akkor az azonnal megszii-

12



nik, és helyette egy 1j egy tagi populacioval indulé tiszta sziiletési folyamat keletkezik.

Roviden, a bizonyitasok elhagyasdaval ismertetem, milyen megoldast ad a Kolmo-
gorov-féle forward és backward egyenlet a sziiletési folyamat atmenetvaldsziniiségeinek
a kiszamitasara. Lattuk, hogy a forward egyenlet segitségével egyértelmiien rekurziv
médon egyértelmiien kiszdmolhaték az atmenetvaloszinliségek. Be lehet létni (nem
trividlis médon) azt is, hogy ezek a megoldasok teljesitik a Chapman—Kolmogorov egyen-
letet.

A Kolmogorov-féle backward egyenlet nem oldhaté meg olyan explicit modszerrel,
mint a forward egyenlet. De be lehet latni (szintén nem trividlis médon), hogy a
forward egyenlet megolddsa egyben megoldasa a backward egyenletnek is. Felmeriil
a kérdés, van-e a backward egyenletnek mas megoldasa is. Mint az elobb targyalt
példa mutatja, a véalasz igenlé abban az esetben, ha a sziiletési folyamat olyan, hogy
pozitiv valdszintiséggel véges id6 alatt eljut a végtelenbe. S6t a backward egyenletnek
olyan 1j megoldasa is van, amelyik teljesiti a Chapman—Kolmogorov egyenletet, tehat
valoszinliségszamitasi szempontbdl is érdekes.

Az el6bb vazlatosan targyalt példa hatterében egy a Markov-folyamatok elméle-
tében fontos probléma rejtézik. A tekintett Markov-lanc allapotterének a végtelen
hatarpontja, és felmeriil a kérdés, hogyan fejlodik a Markov-lanc azutan, hogy egy
hatarpontjat elérte. Ez nehéz kérdés, és mint a fenti példa mutatja, mar a legegyszertiibb
modellekben is megjelenik ez a nehézség.

Végiil ismertetek egy feladatot, amely segithet megérteni, hogy miért Markov folya-
mat az a sztochasztikus folyamat, amelyet mint a Kolmogorov-féle forward egyenletet
ki nem elégit6 sziiletési folyamatra adott példat tekintettiink.

Feladat:

Legyen Z nem negativ valdszinliségi valtozo, £ egy téle fliggetlen exponencialis
eloszlasu valdszintiségi valtozo A > 0 paraméterrel. Ekkor tetszdleges t > 0 és
u > 0 szamokra

P(Z<t, Z+E>t+u)

_ AU
PZ<t Ziesn ¢ “FPl>u

Megoldas. Jelolje F(x) Z eloszlasfiiggvényét. Ekkor

P(Z<t, Z+E>t+u) [ e =9 F(ds)

= Au __
P(Z<t, Z+E>1) fge—k(t—s)p(ds) =e " =PE>u)
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