Diszkrét idejii Markov-lancok vizsgalata.

Tekintsiink egy diszkrét ideji Xg, X1, ... Markov-lancot P(j, k) = P(X,+1 = Ex|X,, =

j), n = 1,2,..., atmenetvalésziniiségekkel egy (02, A, P) valésziniiségi mez6n, amely
bizonyos Ei, Fso,... értékeket vesz fel. Elsosorban a kovetkezd kérdésekre vagyunk
kivancsiak.

a) Milyen P(j,k) atmenetvaldszintiségek esetében mondhatjuk azt, hogy a Markov-
lanc az E; allapotbdl kiindulva 1 valészintiséggel (végtelen sokszor) visszatér az E;
allapotba? (Mint latni fogjuk, ha a Markov-lanc 1 valészintiséggel visszatér az I
allapotba, akkor az is igaz, hogy 1 valdsziniiséggel végtelen sokszor visszatér oda.)

b) Tekintsiik egy Xo, X1,... Markov-lanc E; allapotét, és a P(n,j,j) = P(X, =
E;| Xy = Ej) n-1épéses atmenetvaldszintiségeket. Létezik-e a lim P(n,j, j) hatér-
n—oo
érték? Ha létezik meg tudjuk-e adni ezt a hatarértéket viszonylag egyszertt médon?
Léteznek-e és jellemezhetéek-e a lim P(n,j, k) = lim P(X,, = E;|Xo = E;) ha-
tarértékek?

c) Mondhatjuk-e, hogy amennyiben E; és Ej két olyan allapot, amelyekre teljesiil
az a tulajdonsdg, hogy a Markov-lanc pozitiv valdszinliséggel jut el az az Ej;
allapotbdl az Ej, allapotba, illetve az Ej, éllapotbdl az E; allapotba (alkalmas
szamu 1épésben) akkor a Markov-lancot az E; illetve Ej, allapotbdl elinditva egy-
szerre igaz vagy nem igaz az, hogy a Markov-lanc végtelen sokszor visszatér illetve
csak véges sok alkalmommal tér vissza oda; egyszerre léteznek vagy nem léteznek
pozitiv nli_}n; P(n,j,j) > 0és nli_)rglo P(n,k, k) > 0 hatarértékek? Altaldnosabban, fel
tudjuk-e osztani a Markov-lanc allapotterét annak alapjan, hogy mely allapotbol
mely allapotba lehet eljutni pozitiv valdszinliséggel természetes médon osztalyokra
ugy, hogy az egy osztalyban levo elemeknek sok fontos hasonlé tulajdonsaga van?

E kérdések targyalasa el6tt érdemes bevezetni néhany fogalmat és mennyiséget.

Markov-lanc rekurrens és tranziens allapotanak fogalma. Legyen Xo, X1,...
eqy Markov-lanc eqy € = {E1, Eo, ...} dllapottéren. Azt mondjuk, hogy a Markov-ldnc
E; dllapota rekurrens, ha a Markov-ldncot az E; dllapotbol inditva, azaz ha P(X, =
E;) =1, a Markov-ldnc 1 valdszindséggel visszatér valamikor az E; dllapotba. Ez azt

jelenti, hogy
P (U {w: X (w) = Ej}> = 1.
n=1

A Markov-ldnc E; dllapota tranziens, ha a Markov-ldncot az E; dllapotbol inditva, az
1-nél kisebb valdsziniséggel tér vissza valamikor az E; dllapotba, azaz

P ([j {w: X (w) = EJ}> < 1.



Markov-lanc egy allapotanak a peridodusa. Legyen Xo, X1,... eqy Markov-ldnc
eqy € = {E1, Ea, ...}, dllapottéren, és jelolje P(n,j, k) = P(X, = Ey|Xo = E;), az n-
lépéses datmenetvaldsziniiségeket. Vezessik be az A(j) = {n: P(n,j,7) > 0}, halmazokat,
azaz azon n indexek halmazdt, amelyekre a P(n,j,j) dtmenetvaldsziniség szigorian
pozitiv. Azt mondjuk, hogy a Markov-lanc E; dllapotinak periodusa l, ha az A(j) hal-
mazban szereplé szamok legnagyobb kézos osztoja l. Ha ez a legnagyobb kozés oszto 1,
akkor a Markov-ldnc E; dllapotat aperiodikusnak nevezzik. (Ha a A(j) halmaz dres,
azaz a Markov-ldnc 1 valdsziniiséggel soha nem tér vissza az E; dllapotba, akkor nem
definidljuk az E; halmaz periddusdt.)

(Egyszerii) feladat. Egy a d-dimenzids tér egész koordidtaju pontjaibdl &ll6 racson

torténo bolyongés peridodusa 2.

Legyen X, X1,... Markov-lanc egy & = {Fi, Es,...}, allapottéren, és jeldlje
P(n,j, k) = P(X, = Ex|Xo = Ej), az n-lépéses atmenetvaldsziniiségeket. Vezessiik
be az aldbbi mennyiségeket:

fj(n):P(Xn:Ej,Xm%Ej, ha1§m<n|X0:Ej), n=12,..., (1)
azaz f;(n) annak a val6szinlisége, hogy az E; allapotbdl inditott Markov-lanc n 1épés
mulva tér vissza el0szor az F; allapotba. Nyilvdn az E; allapot akkor és csak akkor

[e.e]
rekurrens, ha ) f;(n) = 1. Ha az Ej; allapot rekurrens, akkor vezessiik be a
n=1

o0

pi =Y _nfi(n) (2)

n=1

mennyiségeket is. A p; mennyiség egyenlé az E; allapotba val elsé visszatérés idejének
a varhato értékével. Mint majd latni fogjuk, a p; mennyiség szoros kapcsolatban van a
(1étez8) lim P(n,j,j) hatérértékkel.

n—oo

Vezessiik be a
Pi(z) =Y P(n,j,j)a", Fi(z)=Y_ fi(n)a" (3)
n=0 n=0

hatvénysorokat, ahol P(0,j,7) = 1, f;(0) = 0 definicié szerint. Ezek a hatvanysorok
konvergélnak |z| < 1 esetében. Vegyiik észre, hogy P(n,j,j) = f;(n)P(0,4,j) + fj(n —
)P(1,j,5)+ fi(n—2)P(2,5,§) +---+ f;(1)P(n—1,4,7) minden n = 1,2,... szémra.
Innen, illetve a P(0,j,7) = 1 relaciébdl kovetkezik, hogy

Fj(z)P;(z) = Pj(x) — 1. (4)
A (4) azonossédg segitségével be fogjuk latni a kovetkezo tételt.

Tétel Markov-lancok rekurrens és tranziens allapotainak jellemzésérol. Le-
gyen Xo, X1, ..., Markov-linc, Ey, Es, ... dllapotokkal, és jelilje P(n,j, k) = P(X,, =
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Ey|Xo = E;) a Markov-lainc dtmenetvalosziniiségeit. A Markov-lanc E; dllapota rekur-

rens, ha
oo
> P(n,j,j) = o0
n=1
tranziens, ha

> " P(n,j,j) < 00
n=1

Ha az E; dllapot rekurrens, akkor a Markov-ldnc 1 valdsziniséggel végtelen sokszor tér
vissza az Ej dllapotba. Ha az E; dllapot tranziens, akkor a Markov-ldnc 1 valdsziniséggel
csak véges sokszor tér vissza az E; dllapotba.

A tétel utolso allitdsa a kovetkez6t mondja. Ha egy az E; dllapotbdl indulé Markov-
lanc 1 valdszintiséggel tér vissza az E; allapotba, akkor 1 valdszintiséggel végtelen sok-
szor tér vissza az F; allapotba. Mig abban az esetben, ha a visszatérés valdsziniisége
szigordan kisebb, mint egy, akkor nulla annak a valdszintisége, hogy a Markov-lanc
végtelen sokszor tér vissza az F; dllapotba.

Bizonyitds: A (4) relacid, illetve annak a ténynek az alapjan, hogy Fj(x) és P;(x)
nem-negativ egyiitthatos hatvanysorok, kapjuk, hogy minden N > 1 szamra

N
Zﬁwsgﬁmblxﬂp ZL
n=1

) N
Ha ) P(n,j,j) = K < oo, akkor > fj(n) <1-— hm1P( 7 < 1- + minden N =
n=1 n=1 T
1,2,..., szdmra, ezért »  f;j(n) <1, és az E; allapot tranziens. Ha )  P(n,j,j) = o0
n=1 n=1
akkor 1 > >~ f;(n) > 1—11;1_)1111 2 (w) =1, tehat Z fj(n) =1, és az E; éallapot rekurrens.

n=1
oo

A tétel bizonyitdsanak befejezéséhez elegendd beldtni, hogy mivel F; = > f;(n)
1

annak a valdsziniisége, hogy az F; allapotbol indulé Markov-lanc legaldbb 1—szgr vissza-
tér az E; éllapotba, Ff annak a valészinlisége, hogy a Markov-lanc legaldbb k-szor
visszatér az F; allapotba. Innen ugyanis kovetkezik, hogy annak valésziniisége, hogy a
Markov lanc végtelen sokszor tér vissza az E; 4llapotba lim Ff, ésez 1, haF; =1, és

k—o00

nulla ha F; < 1. Ezt az allitast k szerinti teljes indukciéval fogjuk belatni.

Az indukciés feltevés k = 1 esetben érvényes. Jelolje f;k) (n) annak a valészintiségét,
hogy a Markov-ldnc az n id6pontban tér vissza a k-ik alkalommal az E; allapotba. Az,

hogy az indukcids feltevés érvényes k-ra azt jelenti, hogy >° f](k)(n) = Ff . Annak a
n=1

valoszinlisége, hogy a Markov-lanc legalabb k + 1-szer visszatér az E; allapotba kife-

jezhetd, mint 21 z_ F® ) f5(m) = (i f;’“(n)) (f;jl fj<m)) = FEYLA tétel

bizonyitasat befejeztiik.



Erdemes megfogalmazni a fenti eredmény kévetkezd Pélya tétel néven ismert hires
kovetkezményét.

Pélya Gyorgy tétele véletlen bolyongasok visszatérésérol. Tekintsik a véletlen
bolyongast a d-dimenzids egész rdacson, azaz tekintsunk egy olyan Xg, X1,..., Markov-
lancot a d-dimenzids tér egész koordindtdji pontjain, amelyre P(Xo = (0,...,0)), az
Xnt1 — Xy, valdszintségi vdltozok figgetlenek, P(X 41 — X, =€) = P(X,p1 — X, =
—ej) = %, j=1,...,d,n=0,1,..., ahol e; azt a d-dimenzids vektort jeloli, amelynek
j-ik koordindtdja 1, és 0sszes tobbi koordindtdja nulla. A wvéletlen bolyongds d = 1
és d = 2 dimenzioban 1 valdsziniséggel végtelen sokszor visszatér az origoba, d > 3
dimenzioban 1 valdsziniséggel csak véges sokszor tér vissza oda.

Megjegyzés: Micheal Keane amerikai matematikus a kovetkez6 humoros, de a lényeget
jol kifejezo interpretacidjat adta a Polya tételnek: Egy részeg ember el6bb-utébb biztos,
hogy hazatalal, de egy részeg madar nem feltétleniil.

oo

A Pdélya tétel bizonyitdsa. Az el6z6 tétel alapjan elég belatni azt, hogy > P(n,0,0) =
n=1

0o egy d-dimenzids véletlen bolyongéds dtmenet valészintiségeire, ha d = 1 vagy d = 2,

és > P(n,0,0) < oo, ha d > 3. Ezen relaciék megmutatdsdhoz elég beldtni, hogy
n=1
P(2n,0,0) ~ Kn~%? alkalmas K = K(d) > 0 egyiitthatéval minden n = 1,2,...,
paraméterre és d = 1,2, ... dimenziéra. (Jegyezziik meg, hogy P(2n+1,0,0) = 0, azaz
paratlan sok 1épésben nem térhetiink vissza az origéba). Viszont ismert az ugynevezett
lokalis centralis hatareloszlastétel, amely jelen esetben azt fejezi ki, kissé feliiletesen
megfogalmazva, hogy a P(X, = k) valésziniiségek ugy viselkednek, mint ahogy azt a
centralis hatéareloszlastétel sugallja.
n—1
Felirhatjuk az X,, = > (X;—X;_1) relaciot, ahol az &sszegben fiiggetlen és (ismert)
j=1
egyforma eloszlasu valdszintliségi valtozok szerepelnek. Ez lehet6vé teszi, hogy a centralis
hatareloszlastétel bizonyitasdhoz hasonléan, (valéjaban egyszeriibben), jé aszimptoti-
kus reléciot irjunk fel annak valészintiségére, hogy az X,, valdszintiségi valtozo adott

értéket vesz fel. Most csak a szamunkra a jelen feladatban érdekes formulat latjuk be.

Nevezetesen azt, hogy amennyiben Y, = Xy —Xx_1, k = 1,...,2n fiiggetlen d-dimenzios
térbeli értékeket felvevé valdszintiségi valtozdk, P(Y, = e;) = P(Y, = —e;) = 2—1d,
7=1,...,d, k=1,...,2n, akkor
/2 d/2 242
lim n~%2P(Xy, =0) lim n~¥2P(Y; + -+ Y5, =0) = ———, (5)
n— oo n—00 (27T)d/2

Innen kovetkezik Polya Gyorgy tétele.

Az (5) relaci6é bizonyitdsanak részleteit elhagyom, Csak rovid magyardzatot adok
arra, honnan lehet latni, hogy egy ilyen aszimptotikus formula érvényes, illetve, mi a
bizonyitas alapgondolata. A részletek kidolgozasa szorgalmi feladat.

Az (5) képlet bizonyos értelemben a centralis hatdreloszldstétel lokalis alakjanak
tekinthet6. A centralis hatédreloszlastétel bizonyitasa azon milik, hogy az X5, véletlen
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fiiggetlen Gsszeg ¢, (t) karakterisztikus fliggvényére, illetve annak normalizaltjira jé
aszimptotikus becslést tudunk adni. Jelen esetben a karakterisztikus fiiggvény egy
On(te, ... tq) = cp(ky, ... kq)etFititFkata) alaki (t6bb-véltozés) Fourier sor, amely-
nek tagjai c, (K1, ..., kg)e!(Fitit+kata) alakii fiiggvények, ahol ki, ..., kq egész szamok,
és k1+- - -+kq paros szam. Tovabba a fiiggetlenség miatt oy, (t1,...,tq) = @*"(t1,...,tq),

d . . d
ahol @(t1,...,tq) = 55 > (€™ +e7 ). Igy a ¢, (t) karakterisztikus fiiggvény kiszdmol-
j=1

haté. Ezért felhasznélva, hogy a Fourier sor tagjaiban szerepl6 fliggvények ortogondlisak

a K = [—5, 5} x [—m, w971 d-dimenzi6s téglatesten, (mely allitast kiilon igazolni kell,)
a ¢, (0,...,0) Fourier egyiitthatét, ami egyenl6é a P(Xs, = 0) valdszintiséggel, ki lehet
fejezni a Fourier sor integraljanak a segitségével a K téglatesten. Ez, mivel a Fourier sor
értékére j6 aszimptotikus formulank van, lehet6vé teszi az (5) képlet igazolasat. Ennek
a szamolasnak a f6 1épése annak megmutatasa, hogy a tekintendo integrél lényegében
az origd egy kis kornyezetébe van koncentralva, ahol az integrandusra j6 aszimptotikus

formulat lehet adni.

Magat a végeredményt elére megsejthetjiik. A keresett valdszintiség kozelitéleg
egyenld a megfelel6 kovarianciaji, 0 varhatéd érték{i normélis stirtiségfiiggvény integral-
javal a K téglatesten. Rdadasul, mivel a kovariancia matrix (nagy n index esetén) nagy,
ezért kis hibat kovetiink el, ha a K téglatest helyett az egész téren integralunk.

Ratérek a b) kérdés tdrgyaldsara, annak vizsgdlatara, hogy mennyivel egyenl6 egy
Markov-lanc atmeneteinek lim P(n,j,j) hatarértéke (feltéve, hogy ez a hatérérték
n—oo

létezik), illetve az igy kapott eredménybél milyen kovetkeztetéseket tudunk levonni a
P(n,j, k) atmenetvalészintiségek aszimptotikus viselkedésére nagy n paraméter esetén.
A vizsgalat elején csak aperiédikus F; allapotokat vizsgalunk. Ha ezek viselkedését jol
le tudjuk irni, akkor az altalanos eset vizsgdlata viszonylag egyszerlien visszavezetheto
erre.

A vizsgalat kulcslépése a valdszintiségszamitas egyik érdekes eredményének az uigy-
nevezett felijitasi tételnek az alkalmazasa. Ezt az eredményt az eléadasban nem bi-
zonyitom, csak elmagyardzom, hogy szemléletesen nagyon természetes. (A kiegészi-
tésben ismertetem ennek az eredménynek egy lehetséges bizonyitasat William Feller:
Bevezetés a Valdszinliségszamitasba cimi konyve XIII. fejezetének 11. pontjaban leirt
bizonyitas alapjan.)

Felujitasi tétel. Legyen Y1,Ys, ..., figgetlen, egyforma eloszldsi, (szigorian) pozitiv
n

egész értékeket felvevd valdszinidségi vdltozdk sorozata. Jeldlje Sy, = > Y, n=1,2,...,
j=1

a tekintett valdszindiségi vdltozok részletosszegeit, és A = {m: P(Y1 = m) > 0}, azaz

azon egész szamok halmazat, amelyeket az Y1 valosziniségi valtozo pozitiv valosziniiség-

gel vesz fel. Tegyiik fel, hogy az A halmazban szerepld szamok legnagyobb kozds osztdja

1. Jeldlje tovdbba p = > jP(Y1 = j) az Y1 valdszintiségi vdltozo varhatd értékét. Ekkor
=1

J
a kovetkezd aszimptotikus formuldt érvényes annak valosziniiségére, hogy valamelyik Sy,
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részletosszeq felvesz eqy elore régzitett nagy n értéket:

lim P (w: L) Sm(w) = n) _ % (6)

A (6) reldcic mind p < oo, mind p = oo esetben fenndll. Utobbi esetben ez a képlet a

1 P L
= = 0 jeloléssel érvényes.

A felujitasi tétel segitségével be fogjuk latni a kovetkezd tételt.

Tétel Markov-lancok atmenetvaldsziniiségeinek aszimptotikus viselkedésé-
rél. Legyen Xo, X1,... olyan Markov-ldnc P(n,i,j) = P(X, = E;| X, = E;) dtme-
netvaldsziniségekkel, amelyben az Ej; dllapot rekurrens és aperiodikus. Ekkor teljestil
¢ 1

lim P(n,j,j) = — (7)
azonossdg, ahol a j1; mennyiség a (2) formuldban van definidlva. A (7) képlet specidlisan
azt is dllitja, hogy ha p; = oo, akkor lim P(n,j,j) = 0.

n—oo

El6szor elmagyarazom a felajitasi tétel szemléletes tartalmat, majd azt, hogy ho-
gyan lehet ennek segitségével az ezt koveto tételt belatni.

Természetes azt varni, hogy hogy a fliggetlen, pozitiv egész értékil valdszintiségi
valtozok Si,S,..., részletosszegei kortilbeliil ugyanolyan valdszintiséggel vesznek fel
valamilyen indexre minden elég nagy n szdamot. (Ahhoz, hogy ez a tulajdonsag tel-
jesiiljon fel kellett tenni, hogy a tételben definialt .4 halmazban szerepld szamok leg-
nagyobb ko6zos osztéja 1. Ezzel kapcsolatban lasd a kdvetkezd feladatot.) Ez azt su-
gallja, hogy ha megjeloljiik azokat a (véletlen) pontokat, amelyeket az S;(w), Sa(w), . ..
részletosszegek meglatogatnak, akkor a megjelolt pontok halmazanak az Gsszes pozitiv
egész szamok halmazdban van valamilyen siirtisége, és a (6) képlet baloldalan szereplé
kifejezésnek ez a siiriiség a (létezd) limesze. Viszont ezt a siirliséget konnyen kisza-
molhatjuk. Ugyanis a nagy szamok torvénye alapjan Sn—” értéke tart a p szdmhoz 1
valészintiséggel, ha n — oco. Ez azt jelenti, hogy nagy n indexre van egy olyan [1, A,]
intervallum, (véletlen A, végponttal), amelyre A, ~ nu, és az [1, A,] intervallumban
pontosan n megjelolt pont van. Ezért a megjelolt pontok strtisége %

Feladat. Legyenek Yi,Ys,... fliggetlen, egyforma eloszldsi, pozitiv egész értékeket
felvevo valdszintiségi valtozok. Tekintsiik a felujitasi tétel megfogalmazasaban definialt
A = {m: P(Y; = m) > 0} halmazt. Mutassuk, meg hogy ha a A halmazban szereplé
szamok legnagyobb kozos osztdja 1, akkor létezik olyan (az A halmaztdl fiiggd) Ny
kiiszObszam, és olyan aq,...,ar € A szamok, hogy minden n > Ny szam felirhato

n = riay + - - - + rrar alakban, ahol r1,...,r; szigorian pozitiv egész szamok. Ezért
M

annak valdszintisége, hogy > Y; = n valamilyen M > 1 szdmra, ha n > Ny, szigortan
j=1

pozitiv.



Segitség. Vegylik észre, hogy bizonyos szamelméleti eredmények alapjan igaz a kovetkezd

allitas: Ha aq,...,ax egész szamok legnagyobb kozos osztéja 1, akkor az sja; + -+ +
skar = 1 relacio teljestil alkalmas s, ..., si egész, de nem feltétleniil pozitiv szamokkal.

Ha R(ay +---+ax) <n < (R+1)(a; + -+ ag), akkor irjuk fel az n szdmot n =
R(ay +---+ag)+ [n— R(a1 + - - - + ax)] alakban, és alkalmazzuk a fenti eredményt.

A fenti heurisztikus gondolatmenet mutatja, miért hihetd, hogy a felujitasi tétel
igaz. Mésrészt, egy az alabb megfogalmazott lemma eredménye szerint ha egy valamely
E; rekurrens és aperioédikus allapotbdl indulé Markov-ldncot tekintiink, és vessziik azon
idépontokat, amikor ez a Markov ldnc az E; pontot meglatogatja, akkor az egymést
koveto latogatasi idépontok kozott eltelt idészakaszok hosszai olyan fiiggetlen, egyforma
eloszlasi valdszinliségi valtozok, amelyek teljesitik a feldjitasi tétel feltételeit p = p;
varhaté értékkel. Ezen észrevétel segitségével megkapjuk a (7) formula bizonyitésat.

Legyen X, X1,..., staciondris Markov-lanc, P(Xo = E;) = 1, és legyen E; a
Markov-lanc egy rekurrens allapota. Legyen

T1 :’7'1<Ej):min{k’2k‘>0, Xk:Ej}. (8)

Definidljuk ezutédn a 7,,, n = 1,2,..., megallasi szabalyokat az n szam szerinti teljes

indukciéval a kovetkezé modon. Ha 7,-et mar definialtuk, akkor legyen
Tpn+l = Tn_|_1(Ej) = IIllIl{k k>, Xp= EJ} (9)

Szavakkal megfogalmazva, 7,, az E; allapotba valé n-ik visszatérés idépontja. Beldtjuk
a kovetkez6 lemmat.

Lemma. Tekintsink eqy Xo, X1,..., Markov-ldncot. Ha F; a Markov-lanc eqy rekur-
rens dllapota, és P(Xo = Ej;) = 1, akkor a (8) és (9) formuldkban definidlt T, n =
1,2,..., megdlldasi szabdlyokra az Y1 = 11, Y = 7o — Tk_1, k = 2,3,..., valosziniiségi

vdltozok figgetlenek és egyforma eloszldsuak. Tovdbbd P(Yy = N) = f;(N), N =
1,2,..., ahol f;(N) a (1) képletben van definidlva.

A Lemma bizonyitdsa. A P(Yy = N) = f;(N), N =1,2,..., relacié nyilvan teljesiil, és
elég megmutatni tetszdleges k > 1, és N; > 1,1 < j < k + 1 egész szamokra, hogy

P(Yiq1 = Ni1|Y1 = Ni,..., Y, = Ni) = f;(N).

Ez ugyanis azt jelenti, hogy Y41 feltételes eloszldsa feltéve az Y, 1 < j < k valdszintiségi
valtozok tetszoleges értékeit mindig megegyezik Y7 eloszlasaval. Ez pedig azt jelenti,
hogy Yi41 fliggetlen az (Y7,...,Yy) vektortdl, és eloszlasa megegyzik Y7 eloszlasaval.

A kivant azonossdg igazoldsahoz elég megmutatni, hogy minden olyan Ej, , Ej,, ...

E; sorozatra, amelyre

Ny+---+Ng

{w: Xo(w) = Ej? Xl(w) = EjNXQ(w) = Ejz? . 'XN1+"'+Nk (w) = EjN1+»~+Nk}
- {w: Yl(w) = Nl, c. ,Yk(w) = Nk}
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P(Yiy1 = Npp1|[Xo=E;, X1 =E;,,Xo=FEj,,... XN, 44N, = EjN1+»-<+Nk) = f;(Ng).

Viszont ebben az esetben Ele N,

= Ej, és a Markov tulajdonsdg alapjan
P(Yk;+1 = Nk—l—l’XO = Ej,Xl = Ejl,XQ = Ej2, .. ~XN1—|—~~-—|—Nk = Ej

= P(Yes1 = N1 | Xnygoieve = Ej) = fj(Nig1).-

N1+~~+Nk)

Az utolsé képlet masodik azonossaga azért igaz, mert annak feltételes valészinliségét
kell kiszdmolni, hogy az E; pontbdl kiindulé Markov lanc Nj;; id6 mulva tér vissza
el6szor az E; pontba. A lemmét bebizonyitottuk.

A Markov-lancok atmenetvaldsziniiségeinek aszimptotikus viselkedésérol szolé tétel
egyszeri kovetkezménye a fenti lemmaéanak és a felijitasi tételnek. Valéban, tekintsiik
a lemma mésodik allitasaban szereplé 7,, megallasi szabdlyokat. Ezek felirhatéak 7, =

n

>~ Y} alakban, ahol Y7, Y5, ... fliggetlen egyforma eloszldst valésziniiségi valtozdk, és
g,z 1a,z esemény, hogy az E; pontbdl indulé bolyongas az n-ik idépontban visszatér az F;
allapotba azzal az eseménnyel egyezik meg, hogy az 71 (w), T2 (w),. .., visszatérési id6k
valamelyike felveszi az n értéket. Mivel ezeket a valdszintliségi valtozokat eloallitottuk,
mint fiiggetlen, egyforma eloszlasi Y7, Yo, ... valdszintségi valtozok részletosszegeit,
azt kell meggondolnunk, hogy ezekre alkalmazhato a felijitasi tétel, és az az altalunk
megfogalmazott eredményt adja.

Valéban, megadtuk az Y; valészinliségi valtozéd eloszlasat, és abbdl latszik, hogy
Y1 varhat6 értéke a (2) formuldban definidlt p; szdm. Madsrészt azon pozitiv egész
szamok halmazanak, amelyeket az Y7 valoszinliségi valtozé pozitiv valdszinliséggel vesz
fel, (azaz a A halmazban szerepl6 szdmoknak) a legnagyobb kozds osztéja 1 az E; allapot
aperiodikus tulajdonsaga miatt. Valoban, ha ezen szdmok mindegyike oszthaté volna
valamely d > 2 szammal, akkor a 7, valdszintiségi véaltozdk értékei 1 valdszintiséggel
oszthatdk lennének d-vel minden n = 1,2,... szamra, és ez azt jelentené, hogy az FE;
allapot peridodusa oszthatd d-vel. igy a felujitasi tétel megadja a kivant allitast.

Az elobb targyalt eredmény bizonyitasdaban azt bizonyitottuk, illetve hasznaltuk
fel, hogy (diszkrét idejii) Markov lancok teljesitik az igynevezett erés Markov tulaj-
donsagot. Ez egyszerii, de fontos tulajdonsag, amelyet érdemes ismertetni. E tulaj-
donség definicigjanak megadasdhoz be kell vezetni a megallasi szabdly fogalmat.

A megallasi szabaly szemléletes tartalma az, hogy ez olyan utasitds (véletlen idé-
pontbeli) megallasra, amely végrehajthatd, azaz az n idépontbeli informacidk alapjén,
de a jovobeli fejlodést nem feltétleniil ismerve el lehet donteni, hogy az n-ik idépontban
megallitsuk-e a folyamatot vagy sem. El6szor az altalanos esetben fogalmazom meg
a definiciét, akkor amikor az n idépontig szerzett informéacidk egy F, o-algebraban
vannak 0Osszegyiijtve.

Megallasi szabaly definicidja. Legyen adva o-algebrdk novekvo Fy C Fo C F3 C
-+ C A sorozata egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Azt mondjuk, hogy egy pozitiv egész
értékeket (és esetleg a 0o) értéket) felvevd T(w) valdsziniiségi vdltozé megdlldsi szabdly
e o-algebrdk rendszerére nézve, ha {w: 7(w) =n} € F, minden n =1,2,... szamra.
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Ezutdn megadom a definicié valtozatat abban az esetben, ha o-algebrak helyett
valoszinliségi valtozok egy sorozata van adva.

Megallasi szabdly definiciéja. Legyen valdsziniiségi vdltozok & (w), &2(w), ... soro-
zata egqy (2, A, P) valészintiségi mezén. Eqy pozitiv egész értékeket (és esetleg a oo)
értéket) felvevd T(w) waldszindiségi vdltozé megdlldsi szabdly e valdszindiségi vdltozok
sorozatdra nézve, ha megdlldsi szabdly a F, = B(&x(w),1 < k < n) o-algebrdk névekvd
rendszerére nézve.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a megallasi szabdly definicigjat ekvivalens modon fogal-
mazzuk at, ha az {w: 7(w) = n} € F, feltételt az {w: 7(w) < n} € F, feltétellel
helyettesitjiilk (minden n = 1,2,... szamra).

E fogalom bevezetése utan megfogalmazom az erés Markov tulajdonsagot.

Er6s Markov tulajdonsag definicigja diszkrét ideji Markov-lancokra. Legyen
Xo, X1,... (staciondrius) Markov-lanc. Azt mondjuk, hogy a Markov-lanc teljesiti az
eros Markov tulajdonsagot, ha a Markov-lanc tetszoleges olyan T megadllasi szabdlydra,
amelyre P(T(w) < 00) =1

P(XT+1 :EIL17XT+2 = EUQ?"'7XT+j :EUj|X0 = Evoa--'7X'r = Ev.,)
=P(Xi=FE,,Xo=FEy,,...,X; = Euj‘Xo =FE,.)

minden olyan n, uy,...,u, €S v1,...vg szamokra, amelyekre a fenti képlet baloldaldan
szerepld feltétel nem nulla valdsziniiségi esemény.

A Markov tulajdonsag (stacionéarius) Markov-lancokra azt mondja ki, hogy rogzitve
egy n idépontot, és egy trajektdriat a [0, n] intervallumon egy Markov-folyamatnak az n
idépont utdni viselkedése, feltéve, hogy a [0,n] idSintervallumban az el6irt trajektoriat
jarta be ugyanolyan, mint egy olyan Markov-folyamaté, amely a 0 id6pontban ennek a
trajektorianak a végpontjabdl indul. Az erés Markov tulajdonsag ezt a tulajdonsagot
fogalmazza meg abban az altalanosabb esetben, amikor a Markov-folyamatnak nem egy
determinisztikus, hanem egy véletlen megallasi szabaly altal definidlt idopontja utani
viselkedését kivanjuk leirni. Bar ezt a fogalmat csak diszkrét ideji Markov-lancokra
fogalmaztuk meg, az erés Markov tulajdonsdg fogalmat lehet (s6t érdemes) definidlni
altalanos Markov-folyamatokra is.

Bevezetem a kovetkez6 definicidkat.

Markov-lanc null rekurrens allapotanak a definiciéja. Legyen Xq, X1,... Mar-
kov-lainc eqy € = {E1, Ea, ...} dllapottéren. Azt mondjuk, hogy a Markov-ldnc egy E;
dallapota null rekurrens dllapot, ha az E; dllapotbdl inditott Markov-ldnc egy valdszini-
séggel visszatér az E; dllapotba, de a visszatérés idejének a vdrhato értéke végtelen.

Markov-lanc pozitiv rekurrens allapotanak a definicidja. Legyen Xo, Xq,...
Markov-lanc eqy € = {E1, Es,...} dllapottéren. Azt mondjuk, hogy a Markov-lanc
eqy E; dllapota pozitiv rekurrens dllapot, ha az E; dllapotbol inditott Markov-ldnc egy
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valdsziniiséggel visszatér az E; dllapotba, €s a visszatérés idejének a vdarhato értéke véges.
Egy pozitiv rekurrens aperiodikus dllapotot ergodikusnak nevezink.

A kovetkezo tételben megfogalmazott eredmény részben Gsszefoglalé jellegli. Ebben
felsorolom azokat a mér bizonyitott eredményeket is, amelyek a P(n,j, k) dtmenet-
valoszinliségek segitségével jellemzik a tranziens, null rekurrens és pozitiv rekurrens
allapotokat. Ezenkiviil nagy n id6 esetén, aszimptotikus formulat is adunk a P(n, i, j)
atmenetvaloszinliségekre, azaz annak a valoszinliségére, hogy az E; dllapotba jutunk az
(attol esetleg kiilonboz6) E; allapotbdl. Ahhoz, hogy ezeket az eredményeket megkapjuk,
eloszor bevezetek néhény jelolést, és megadok néhany egyszerti, de hasznos formulat.

Vezessik be az
fm(n):P(Xn:E],Xm#EJ, hal§m<n|X0:Ez), n=12 ..., (10)

és
)= fij(n) n=12,.., (10')
n=1

mennyiségeket. Az f; ;(n) szdm annak a valdszintisége, hogy az E; éllapotbdl elinduld
Markov-lanc az n idépontban jut elészor az E; allapotba, és F; ; annak a valdszintisége,
hogy az E; 4llapotbdl elindititott Markov-lanc valamikor késébb eljut az E; allapotba.

Igaz a kovetkezd azonossag:
n77‘7] Zfl,j _lvj7j)7 ha,”ll21, (11)

mert f; ;(1)P(n—1,j,j) annak a valdszintisége, hogy az E; allapotbdl kiindulé Markov-
lanc az [-ik 1épésben veszi fel elészor az E; értéket, 1 <1 < n, és ezutdn n—[ lépésben az
E; é4llapotbdl visszajut az E; allapotba. Most megfogalmazom a kovetkezd eredményt.
Tétel egy Markov-lanc egy allapotanak jellemzéséro6l. Legyen X, X1,... Mar-
kov-lainc valamely & = {Ey, Es, ...} dllapottéren P(n,i,j) = P(X, = E;|Xo = E;)
atmenetvaloszintiséqgekkel.
a) Az E; dllapot akkor és csak akkor tranziens, ha
>
> " P(n,j,j) < oc.

n=1

Ebben az esetben

Z n,i,j) < oo minden E; dllapotra.
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b) Az E; dllapot akkor és csak akkor null rekurrens dllapot, ha

n—oo

Z n,j,7) és lim P(n,j,7)=0.

Ebben az esetben

lim P(n,i,j) =0 minden E; dllapotra.

n—oo

c) Egy aperidodikus E; dllapot akkor és csak akkor ergodikus, (azaz akkor és csak akkor
teljesil a lim P(n,j,j) = “i > 0 relacio alkalmas p; > 0 szdmmal, ha p; =
n—oo J
o0

Z nfj(n) < oo, ahol az fj(n) mennyiség az (1) képlettel van megadva. A két
kepletben szerepld p; szdm megegyezik. Ha az E; dllapot ergodikus, akkor

1
lim P(n,i,j) = F(i,j)— minden E; dllapotra. (12)

n—oo j
Az ebben a képletben szerepld F(i,7) szamot a (10) és (10") képletben definidltuk.

Markov-lanc egy dllapotdanak jellemzésérdl szolo tétel bizonyitdsa. Az a) rész els6 al-
litasat a Markov-lancok rekurrens és tranziens allapotainak jellemzésérol szold tétel
tartalmazza. Az a) rész masodik éllitdsa kovetkezik az a) rész els6 allitdsabdl és a (11)
formulabdl, mert ebbdl kovetkezik, hogy

Y Pnyiyi) = fis(OP(n—1,5,5) (Z fi(l ) (Z P(m,j,j>> < o0
n=1 n=11=1 m=1

A b) rész els6 allitdsa kovetkezik a Markov-lancok rekurrens és tranziens allapo-
tainak és a Markov-lancok atmenetvaldsziniiségeinek aszimptotikus viselkedésérol szolo
tételekbdl. Ez utébbi eredmény csak aperiddikus (azaz 1 periédusii) allapotokrdl szol.
Viszont, ha az X; allapot periddusa d > 2, akkor tekinthetjiik az X; = Xg4;, 5 = 0,1,.
P(X; = 0) = 1, Markov-lancot. Ennek periédusa 1, ezért erre alkalmazva a Markov—
lancok étmenetvalészinﬁségeinek aszimptotikus Viselkedéséréﬂ sz6lo eredményt kapjuk,
hogy nli_)rréo P(Xnq = Ej) = 0. Mésrészt P(Xp44r = E;) =0, ha 0 <r < d. Ezért a b)
rész elso allitasa igaz az altalanos esetben.

A b) rész masodik allitasa kovetkezik annak els6 felébél és a (11) formuldbdl, mert

n/2 00
P(n,i, j) < s wp P(m. ) )Y i+ > i)
=1 l=n/2

és a b) eset feltételei mellett mind a két Gsszeg nagyon kicsi nagy n indexre.
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A ¢) résznek is csak a masodik &llitdsa 1ij. Az els6t tartalmazza a Markov-ldncok
atmenetvaldsziniiségeinek aszimptotikus viselkedésérol szélo tétel. A hidnyzo részt az
els6 rész és a (11) formula segitségével lathatjuk be hasonléan a b) rész indokldsdhoz.
Valéban

n/2

P(n,i,j) me (=140 + Y, fu;(WP(n—1,j,5) = E1(n) + Sa(n).
l=n/2+1
Viszont
n/Zf F Z )
lim ¥i(n) = lim Z Z’] = 2] )
és

0 <limsup3sa(n) < lim Z fii(D) =

oo I=n/2

ahonnan kovetkezik az allitas.

Feladat: Tekintsiink egy az origébdl indulé bolyongast a szamegyenesen. Mutassuk
meg, hogy a bolyongas egy valdszintiséggel eljut az 1 pontba, viszont az 1 pontba jutas
idejének a varhato értéke végtelen.

Segitség: Alkalmazzuk az el6z6 tétel eredményét.

Megadom egy Markov-lanc hataratmenetvalésziniiségeinek egy mas tipusu jellemzé-
sét is. Ennek alapgondolata a kovetkez6. Ha megadjuk a Markov-lanc egy olyan kezdeti
(dgynevezett stacionérius) eloszlasét, amely az id6 sordn nem véltozik, akkor bizhatunk
abban, hogy ennek eloszlasai megegyeznek az el6z6 tételben megadott hatarértékekkel.
ﬂy modon ki tudjuk szdmolni az t hatarértékeket anélkiil, hogy a kozvetleniil nehezen
kiszamithat6 varhaté értékeket kellene meghataroznunk. Ehelyett egy (esetleg végtelen)

linedris egyenletrendszert kell megoldanunk. E mddszer targyalasaban sziikségiink van
az aldbbi definiciora.

Markov-lanc stacionarius eloszlasanak a definicidja. Legyen Xg, X1,..., Mar-
kov-lanc valamely € = {Eq, Es, ...} dllapottéren P(i,j) = P(X; = E;|Xo = E;) egy
lépéses atmenetvaldsziniségekkel. Azt mondjuk, hogy egy w1 > 0,us > 0,..., nem-

negativ szamokbdl dallo sorozat a Markov-lanc staciondrius eloszldsdt adja meg, ha ez a

sorozat teljesiti a
> uj=1 (13)
J:E;e€

uj = Z w; P(i,7) minden j =1,2,... szamra. (14)

egyenleteket.
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A (13) és (14) formuldknak természetes szemléletes tartalma van. Ha olyan Markov-
lancot tekintiink, amelynek 0 idépontbeli eloszlasa P(Xo = E;) = u; minden j =
1,2,... szdmra, akkor a (13) képlet alapjan a Markov-lanc 1 id6épontbeli eloszlasa
P(Xl = E]) = Z P(XO = EZ)P(Xl = Ej|X0 = Ez) = Z UZP(Z,_]) = Uj minden

B, €€ ik, €€
Jj=1,2,... szamra. Ez azt jelenti, hogy a Markov-lancnak ugyanaz a P(X; = E;) = u;,
j = 1,2,..., az eloszlasa az n = 1 idépontban. De ekkor indukciéval kapjuk, hogy
ugyanez a Markov-lanc eloszldsa minden n = 1,2,... id6épontban.

A korabbi eredmények alapjan természetes azt varni, hogy bizonyos nem til meg-
szorito feltételek teljesiilése esetén a Markov-lancnak egyetlen stacionarius eloszlasa van,
amelyet az u; = Hi képlettel adhatunk meg. Azt varjuk, hogy ez a szamsorozat kielégiti

J

a (13) és (14) képleteket, valamint a Markov-lanc tetszéleges kezdeti eloszlds esetén tart
a stacionarius eloszlashoz, ha az id6 tart a végtelenhez. Ilyen tipusd eredményt fogunk
bizonyitani.

Csak abban az esetben varhatjuk, hogy egy Markov-lancnak létezik az elébb leirt
stacionarius eloszlasa, ha annak allapotai pozitiv rekurrens, aperiédikus allapotok. Ez
a feltétel biztositja, hogy az u; = i szamok pozitivak. Annak érdekében, hogy lassuk
azt, hogy a késébb megfogalmazott eredmény jél hasznalhatod, eldszor attekintjik egy
Markov-lanc allapotterének szerkezetét. Megmutatjuk, hogy az allapotteret természe-
tes modon fel lehet bontani alkalmas osztalyok unidjaként 1gy, hogy az egy osztdlyban
levo allapotok egyszerre tranziens, null vagy pozitiv rekurrens &allapotok, és minde-
gyikiikknek ugyanannyi a periédusa. Az allapottér alkalmas felbontdsanak megtaldlasa-
ban a kévetkezo eredmény jatszik kulcsfontossdgu szerepet.

Tétel Markov-lanc allapotainak tulajdonsagairdl. Legyen Xo, X1,... Markov-
lanc valamely € = {E1, Es, ...} dllapottéren P(n,i,j) = P(X,, = j|Xo = i) dtmenet-
valdszintiségekkel. Legyen E; rekurrens dllapota a Markov-ldncnak, és definidljuk az
dllapottér kévetkezé az E; dllapottdl figgd C(j) C & részhalmazdt. Ey € C(j) akkor
és csak akkor, ha létezik olyan r pozitiv egész szdm, hogy P(r,j, k) > 0, azaz az E;
allapotbol pozitiv valosziniiséggel el lehet jutni az Ey dllapotba.

A C(j) halmaz minden eleme rekurrens dllapot. Ha Ey € C(j), E; € C(j) akkor
F(k,l) =1 a (10') képletben definidlt F(-,-) mennyiséggel, azaz az Ey, dllapotbdl kiinduld
Markov-lanc 1 valdszintséggel eléri az E; dllapotot. A C(j) halmazban levd dllapotok
mindegyike egyszerre null vagy pozitiv rekurrens dllapot, és mindeqyikik periodusa meg-
egyezik. Tovdbbd minden Ey € C(j) (rekurrens) dllapotra az Ej dllapottdl figgd C(k) C
& halmazra C(k) = C(j).

A Markov-ldnc dllapotainak tulajdonsdgairol szolo tétel bizonyitdsa. El6szor azt mu-
tatom meg, hogy ha P(n,j,k) > 0 valamely n > 1 szdmra, azaz a (rekurrens) E;
allapotbdl inditott Markov-lanc pozitiv valdszintiséggel eljut az Ej allapotba, akkor
F(k,j) = 1, azaz az Ej, allapotbdl inditott Markov-lanc 1 valészintiséggel eljut az Ej
allapotba. Val6ban, ha ez nem lenne igaz, akkor az 1 — F'(k,j) > 0 és P(n,j,k) > 0
relaciok miatt pozitiv lenne annak a valdszintisége, hogy az E; dllapotbdl indulé Markov-
lanc az n idOpont utdn nem tér vissza az F; allapotba, mert az n idépontban az Ej

13



allapotba jut, és onnan nem lép soha az E; allapotba. Ez viszont ellentmond annak a
ténynek, hogy az FE; éallapot rekurrens, ezért a Markov-lanc 1 valészintiséggel végtelen
sokszor visszatér az E; 4llapotba.

Ha k € C(j), akkor léteznek olyan r és 7 szdmok, amelyekre P(r,j, k) > 0 és
P(7,k,7) > 0. Tovabbd P(r+7+n,k, k) > P(7, k,j)P(n,j,j)P(r,j, k). Ebbdl az egyen-
16tlenségbdl, illetve abbdl a ténybdl, hogy a F; allapot rekurrens tulajdonsdga ekvivalens
azzal, hogy . P(n,j,j) = oo kovetkezik, hogy >  P(n,k,k) = oo, és az Ej allapot

szintén rekurrens. Tovabba, ha az F; édllapot vagy £, 4llapot egyikébdl egy E; pozitiv
valészintiséggel elérhetd, akkor ez az E; allapot a F; és Ej, allapotok masikabdl is pozitiv
val6szintiséggel elérhetd, (esetleg el6szor azt az dllapotot latogatva meg, ahonnan tudjuk,
hogy az E; halmaz megldtogathaté. Ez azt jelenti, hogy C(j) = C(k), ha Ex € C(j).
Ez specidlisan azt a kovetkezményt is maga utdn vonja, hogy Ej, E; € C(j) esetén
F(k,l) = 1. Val6ban (a paraméterek mas szereposztasaban) lattuk, hogy ez a reldcié
kovetkezik abbdl, hogy Ej € C(1).

Megmutatom, hogy abban az esetben, ha létezik egy olyan Fj € C(j), amelyik
null rekurrens allapot, akkor E; is null rekurrens allapot. Innen kovetkezik, hogy C(j)
osztalyban levo allapotok egyidejiileg null vagy pozitiv rekurrens allapot. Az emlitett
tulajdonsag azért érvényes, mert P(r + 7+ n, k, k) > P(7,k,7)P(n, j,j)P(r, j, k) alkal-
mas P(7,k,j) > 0 és P(r,j,k) > 0 szamokkal, ezért a lim P(n,k,k) = 0 relaciébdl

kovetkezik, hogy nli_)néo P(n,j,7) =0.

A tétel bizonyitasdnak befejezéséhez elegendd azt megmutatni, hogy ha Fy, E; €
C(j), és az A(k) = {n: P(n,k,k) > 0} halmaz elemei oszthatok egy d szdmmal, akkor
az A(l) = {n: P(n,l,l) > 0} halmaz elemei szintén oszthatok ezzel a d szdmmal. In-
nen kovetkezik, hogy a C(j) halmaz elemei ugyanolyan periédusu éllapotok. A fent
megfogalmazott allitds igazolasa érdekében vegyiik észre, hogy léteznek olyan r1 > 0 és
ro > 0, amelyekre P(rq,k,l) > 0 és P(ro,l,k) > 0. Tovabbd r + ry € A(k), mert a
Markov-lanc pozitiv valészintiséggel visszajuthat r1 + ro lépésben az FEj allapotbdl az
E. allapotba, r1 1épésben az E; majd tovabbi ro 1épésben az Ej allapotba jutva. Ezért
r1 + ro oszthaté a d szdimmal. Tovdbba, ha n € A(l), azaz P(n,l,1) > 0 valamely n
szdmra, akkor P(n + 1 + ro, k, k) > P(r1,k,l)P(n,l,1)P(ra,1,k) > 0, ezért n+ 1y + 1o
oszthatd a d szammal. A fentiekbol kovetkezik, hogy n oszthatd d-vel, és ezt kellett
belatnunk.

Bevezetem a kovetkezd két definiciot.

Zart osztalyok definiciéja egy Markov-lanc allapotterében. Legyen adva egy
Xo, X1,... Markov-lanc valamely € = {E1, Es, ...} dllapotterén P(j,k) 1 lépéses at-
menetvalosziniségekkel. Azt mondjuk, hogy eqy C C & halmaz az dllapottér egy zdrt

osztalydt alkotja, ha minden E; € C dllapotra ) P(j, k) = 1, azaz, ha a Markov-ldnc
keC
eqy C halmazbeli dllapotbol indul, akkor egy valdsziniséggel a kovetkezd lépésben is eqy

ilyen dllapotban marad.

Irreducibilis, zart osztalyok definiciéja egy Markov-lanc allapotterében. Azt
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mondjuk, hogy eqy Markov-lanc dllapotterének eqy zart osztdalya irreducibilis, ha onma-
gan €és az tres halmazon kivil nincs mds olyan részhalmaza, amely zart osztaly. FEgy
Markov-lancot irreducibilisnak hivunk, ha a teljes dllapottér irreducibilis (zdrt) osztdly.

Az el6z6 eredménybdl kiolvashatd, hogy ha E; egy rekurrens allapot, akkor az Ej
allapot az Osszes olyan 4allapottal egyiitt, amelyek az E; allapotbdl indulé Markov-
lancban pozitiv valdszinliséggel elérhetoek zart osztalyt alkotnak. Sot, ez egy irre-
ducibilis zért osztaly. Ugyanis, ha P(n, j, k) > 0 valamely n > 1 szamra, akkor 1étezik
allapotoknak olyan F;, Ej,, ..., Ejn, jo = j, jn = k sorozata, amelyre P(1, j;_1, 1) > 0
minden 1 <1 < n szdmra. Ezért mindegyik F;,, 1 <[ < n, allapot benne van minden
az E; éllapotot tartalmazé zart osztdlyban. A tranziens allapotok osztalyozdsa nem
ilyen egyszeriien attekintheto. Az egyik lehetoségre a kovetkezd feladat mutat példat.

Feladat. Legyen X1, Xs,... bolyongds a d-dimenzios téren. Ez irreducibilis Markov-
lanc (azaz egyetlen irreducibilis osztalybol dll), melynek elemei 2 periddikusak. Ha d = 1
vagy d = 2 akkor ennek az osztdlynak az elemei null rekurrens dllapotok, ha d > 3 akkor
tranziens dllapotok.

Latni fogunk példat olyan Markov-lancokra is, amelynek tranziens allapotai nem
tartoznak egyetlen zart osztalyba sem.

Bebizonyitom az el6z6 tétel segitségével az irreduciblis zart osztdlyok néhény tu-
lajdonsagat.

Tétel Markov-lanc irreducibilis zart osztalyainak tulajdonsagairol. Legyen C
egy Xo, X1,..., P(n,j, k) = P(X,, = Ex|Xo = E;) dtmenetvaldsziniségekkel rendelkezd
Markov-lanc € = {E1, Es, ...} dllapotterének irreducibilis, zart osztdlya. Ekkor minden
Ei € C és By € C, dllapotparra az E; dllapot elérhetd az Ey, dllapotbol, azaz létezik olyan
r pozitiv egész szam, amelyre P(r,k,1) > 0. Egy irreducibilis osztaly minden elemének
ugyanaz a periodusa, €s eqy irreducibilis osztaly minden eleme eqyidejileg, tranziens,
null-rekurrens vagy pozitiv rekurrens dllapot. Ha E; a Markov-ldnc rekurrens dllapota,
akkor az el6z4 tételben definidlt C(j) halmaz, amely azokbdl az dllapotokbdl dll, amelyeket
az E; dllapotbol pozitiv valdsziniséggel el lehet érni, irreducibilis, zdrt osztdly. Minden
olyan zdrt, irreducibilis osztdly, amely tartalmaz eqy E; rekurrens dllapotot megegyezik
eqy ilyen C(j) osztdllyal.

A tétel bizonyitasa. Adva egy C zart osztaly és egy Ej € C allapot definidljuk azt a
C%) ¢ C halmazt, amely azokbdl az E, € C allapotokbdl &ll, amelyekre P(n,k,p) > 0
valamely n szamra. Azt dllitom, hogy C*) is zart osztaly. Innen kovetkezik a Tétel elsé
allitasa, mert ha a C halmaz valamelyik allapota nem érheté el az Ej allapotbdl, azaz
ha létezik olyan FE; € C éllapot, amelyre P(n,k,l) = 0 minden pozitiv egész n szamra,
akkor C(*) a C halmaz olyan nem {ires, valédi részhalmaza, (mert C nem iires halmaz, az
E; allapotot viszont nem tartalmazza), amely zart osztaly. Ez azt jelenti, hogy C nem
irreducibilis.

Vildgos, hogy 3.  P(n,k,l) = 1 minden n = 1,2,... szdmra, mert £ \ C*)

I:E ec(k)

csak olyan E; allapotokat tartalmaz, amelyekre P(n,k,l) = 0 minden n = 1,2,...
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szamra. Azt &llitom, hogy ha E; € C%) akkor a Y.  P(n,l,p) = 1 reldciénak is
p:E,eCk)

teljesiilnie kell minden n = 1,2, ... szdmra, amibdl kovetkezik, hogy C¥) zart osztély.
A bizonyitandé allitas igaz, mert ellenkezd esetben lenne olyan n > 1 szam, amely-
re > P(n,l,p) < 1. Ekkor létezik olyan r szam, amelyre P(r,k,l) > 0, és

p:E,eC(k)

S Pn+nrkl) < S P(r,k D)+ P(r,k,l) Y. P(n,l,p) =1— P(r, k1) +
l:E;eCc®) LLE;eE\{E} p:EpeC)
P(r k1) > P(n,l,p) <1, és ez ellentmondés.

p:Ep,eC k)

Az irreducibilis osztalyok mér bizonyitott tulajdonsagabdl kovetkezik az el6z6 tétel
bizonyitasanak befejezéséhez hasonldéan, hogy egy ilyen osztaly minden elemének ugyan-
annyi a periédusa. Az el6zd tételben lattuk, hogy egy rekkurrens E; allapotra a C(j)
halmaz az édllapottér egy zart osztdlya. Tovabbd, ha C C C(j) nem iires zart osztaly,
akkor 1étezik egy Ej € C elem, és ezért C(j) = C(k) C C. Ezért C(j) irreducibilis zart
osztaly. Tovabba, ha egy irreducibilis zart osztaly tartalmaz egy rekurrens £; allapotot,
akkor tartalmazza a zart C(j) osztalyt is, ezért megegyezik vele. Innen kovetkezik, hogy
egy irreducibilis zart osztalynak vagy mindegyike eleme tranziens &allapot vagy meg-
egyezik valamelyik C(j) halmazzal, ahol E; rekurrens éllapot. Egy ilyen osztaly minden
eleme null rekurrens vagy pozitiv rekurrens allapot. A tétel bizonyitasat befejeztiik.

Megfogalmazom a fenti eredmények alabbi kovetkezményét.

Kovetkezmény. Legyen X, X1,... Markov-linc P(n,j, k) = P(X, = Ei|Xo =
E;) dtmenetvaldszindiségekkel eqy € = {E1,FEy...} dllapottéren. Bontsuk fel az £
dllapotteret az € = R UT képlettel az R rekurrens és T tranziens dllapotokbol allo hal-
mazok unidjaként. A R halmaz felbonthato C(j) diszjunkt irreducibilis, zdrt osztdlyok
unidjaként. Ha Ey, E; € C(j) az R halmaz egy irreducibilis, zart C(j) osztdlydra, akkor
F(k,1) =1 a (10") képletben definidlt F(-,-) figguénnyel.

Bizonyitds. A megfogalmazott eredmények kovetkeznek a Markov-lanc irreducibilis zart
osztalyainak és egy Markov-lanc dllapotainak tulajdonsdgairdl szo6lé tételek eredményei-
bol. Azt kell még megmutatnunk, hogy ha két az utobbi tétel megfogalmazasaban
definidlt C(j) és C(k) halmaz nem diszjunkt, akkor C(j) = C(k). De ebben az esetben
létezik egy E; € C(j) N C(k) allapot, és C(j) = C(l) = C(k).

A fent megfogalmazott kovetezményben egy Markov-lanc rekurrens dllapotainak
halmazat felbontottuk irreducibilis, zart halmazok unidjaként. A tranziens allapotok
halmazanak nincs ilyen egyértelmii leirasa. Ennek megmutatasa érdekében a bolyonga-
sok allapotterének leirasarol szélo feladatot kiegészitem a kovetkezd példaval.

Példa. Definidljuk a kovetkezé Markov-lancot a két-dimenzids tér egész koordindtdji
rdcspontjain: Ha a Markov-ldnc valamely (j,k), 7 # 0 pontban van, akkor a kévetkezd
lépésban egyforma i valoszintséggel lép a (j—1,k), (7+1,k), (j,k+1), (4, k—1) szomszéd
pontok valamelyikébe. Ha a Markov-linc valamely (0,k) alaki pontban van, akkor a
kovetkezd lépésben % valdsziniséggel lép a (0,k + 1) vagy a (0,k — 1) pontba. Ennek a
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Markov-lancnak a (0,k), k= 0,£1,£2,... alakd pontok a rekurrens dllapotai, amelyek
wrreducibilis zart osztalyt alkotnak. Ennek elemei null-rekurrens, 2 periodusi dllapotok.
A (4,k), 7 # 0 alaki pontok tranziensek. FEgy ilyen dllapotbdl kiinduld Markov-lanc
1 wvaloszinidséggel eljut a rekurrens dllapotokbol dllo halmazba, ezért nincs olyan irre-
ducibilis zart osztaly, amely ezeket tartalmazza.

Feladat: Bizonyitsuk be a fenti példa &allitasat.

Egy irreducibilis Markov-lancokrél szol6 allitast fogjuk bebizonyitani, azaz olyan
Markov-lancot fogunk tekinteni, amelynek allapottere egyetlen, zart osztaly. Az is-
mertetett tétel feltételt ad arra, hogy mikor van egy ilyen Markov-lancnak stacionarius
eloszlésa.

Tétel irreducibilis Markov-lancok stacionarius eloszlasardl. Legyen Xo, X1, ...
irreducibilis, aperiodikus Markov-ldnc P(n,j, k) = P(X,, = Ex|Xo = E;) dtmenetvald-
szintségekkel eqy € = {E1, Eo, ...} dllapottéren.

a) Ha a Markov-lanc dllapotai pozitiv rekurrensek, akkor az u; = lim P(n,i,j) >

0 hatdrértékek léteznek, u; = u%-’ ahol a pj szdmok a (2) formuldban vannak
definidlva. Azwu; szamok, E; € £, a Markov-ldnc staciondrius eloszldsdt definidljdak,
azaz teljesitik a (13) és (14) formuldkat.

b) Megforditva, ha a Markov-ldncnak van u;, E; € &, staciondrius eloszldsa, akkor a
Markov-ldnc ergodikus, azaz pozitiv rekurrens dllapotokkal rendelkezik, (és aperiodikus).
A Markov-ldnc (egyetlen) staciondrius eloszldsa teljesiti az uj; = %, E; € &, azonos-

J

sagot.

A tétel bizonyitdsa. Tekintsiik elészor azt az esetet, amikor az a) rész feltételei tel-
jestilnek. Az egy Markov-lanc egy allapotanak jellemzésérol szolo tételben bizonyitott
(12) formulébdl és a Markov-léanc dllapotainak tulajdonsdgairdl sz616 tételbél kovetkezik,
hogy nlin;o P(n,i,j) = F(z,j)% = t Azt kell még beldtnunk, hogy az u; = /%j’ E; g,

szdmok teljesitik a (13) és (14) azonossigot. El6szor azt mutatom meg, hogy

uj = Z ugP(m,k,j) minden m =1,2,..., szdmra. (15)
k:E,€E

Ennek érdekében irjuk fel a

P(n+m,i,j) = Z P(n,i,k)P(m,k,j)
k:Ep €&

és probaljunk limeszt venni az n valtozé szerint mind a két oldalon felhasznélva azt,
hogy lim P(n+ m,i,j) = u; és lim P(n,i,k) = ug. Mivel a jobb oldalon szereplo

P(m,k,j) egyiitthatok Osszege (rogzitett j-re és a k véltozé szerint Osszegezve) lehet
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divergens is, egyelére csak az aldbbi a kivantnal gyengébb Osszefiiggést tudjuk felirni
(felhasznalva, hogy a jobb-oldalon szerepld szdmok mind nem-negativak:

u; > > wP(m,k,j) (15a)
k:Ep €&

Hasonléan a >  P(n,i,k) = 1 azonossagbdl kapjuk n — oo hataratmenettel, hogy
k:Epe€&

> up <L (16)

k:E, €&

Ezt az egyenlStlenséget felhasznalva, és Osszegezve j-re a (15a) egyenlStlenségeket azt
kapjuk, hogy

Z uj > Z Z upP(m, k,j) = Z P(m,k,j) ( Z uk>:s.

j:E;e€ J:E;€€ k:ELel j:E;e€ k:Epe&

Mivel az utolsé egyenlétlenségsor bal és jobb oldala egyenld (és véges), a felhasznalt
(15a) egyenlStlenségekben mindeniitt azonossagnak kell allni, tehat a (15) formula
érvényes.

Ha a (15) formuldt m = 1 valasztassal tekintjiik, megkapjuk a (14) képletet.
Tekintsiik 1jbdl a (15) formulét tetszéleges j szammal, és tartsunk végtelenhez az m
paraméterrel. Ekkor felhasznédlva a (16) formuldt (pontosabban csak azt, hogy az ott
tekintett Osszeg véges) azt kapjuk, hogy

E UrU; = Uy E Uk -

k:Epe& k:Er€&

Mivel u; = ui > 0, innen kévetkezik a (13) relacid.
J

Ratérek a b) rész bizonyitasara. Megmutatom n szerinti teljes indukciéval a Chap-
man—Kolmogorov egyenlet segitségével, hogy a b) esetben teljesiil a (14) képlet kovet-
kez6 altalanositasa is.

uj; = Z u;P(n,i,7) minden j =1,2,... ésn=1,2,... szdmra. (147)
B, €&

Val6ban, ha a (14’) formula igaz az n szamra, akkor

> uwiPn+lij)= Y w Y PnikPk.}j)

wk;eE i:E;€E k:Exe€
= Y P(kj) Y wiP(nik)= Y Pk jur=uj
k:E, €& i:E;€E k:E, €&
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tehédt a (14’) azonossag igaz n + 1-re is.

Alkalmazzunk n — oo hatardtmenetet a (14’) képletben. Azt allitom, hogy a

Markov-lanc ergodikus, minden i és j indexre létezik a lim P(n,i,j) = + > 0

n—00 Hj
(2) képletben definidlt hatarérték, és

1
uj = Z ul,u— minden j =1,2,... szamra. (17)

Valéban, mivel irreducibilis Markov-lancot tekintiink, a Markov-lanc minden &lla-
pota egyszerre tranziens, null-rekurrens vagy pozitiv rekurrens. Viszont az els6 két
esetben lim P(n,i,j) = 0, ezért a (14’) formuldban elvégzett hatdrdtmenet azt adnd,

n—oo

hogy u; = 0 minden j indexre. Ez viszont ellentmond a (13) relaciénak. Ezért a Markov-
lanc allapotai pozitiv rekurensek. Mivel feltettiik, hogy a Markov-lanc aperiédikus,
ezért ergodikus, az dtmenet valészintiségeknek az el6z6 bekezdésben felirt hatarértékeik
vannak, és teljesiil a (17) formula. A (17) és (13) formuldk alapjan viszont

u]' = E (07

1
B, €& M]

1 1

— Z u; = — minden j = 1,2,... szamra.

Hi B, eE Hj

Ez azt jelenti, hogy egy ergodikus Markov-lancnak u; = %, E; € &;, az egyetlen
J

stacionarius eloszlasa.

Feladat: Lassuk be az eloz6 feladat eredményének a segitségével, hogy egy Xo, X1,...,
irreducibilis, ergodikus Markov-lanc eloszlasa tetszoleges kezdeti eloszlas esetén kon-

vergdl a Markov-lanc staciondrius eloszldséhoz, ha n — oo, azaz lim P(X,, = E;) = u;
n—oo

minden u; allapotra.

A korabbi eredményekben feltettem, hogy a tekintett Markov-lanc aperiddikus. Ezt
els6sorban kényelmi szempontok miatt tettem. Periédikus Markov-lancok vizsgalata
hasonléan torténhet, és az eredmények is hasonldak, csak a jelolés valik kissé bonyo-
lultabbd. Ezenkivil periédikus Markov-lancok vizsgdlata visszavezethetd az aperiddi-
kus Markov-lancok esetére. Itt csak roviden attekintem azt, hogy milyen eredmények
érvényesek, és milyen észrevétel segitségével kaphatjuk meg azokat.

Legyen Xy, X1,... irreducibilis Markov-lanc egy &€ = {E1, Es,...} &llapottéren
P(n,j, k) dtmenetvalészintiséggel. Tegyiik fel, hogy a Markov-ldnc allapotai pozitiv
rekurrensek, és periédusok valamilyen d > 1. (Tudjuk, hogy egy irreducibilis Markov-
lanc minden allapota egyszerre, tranziens, null vagy pozitiv rekurrens, és minden alla-
potnak ugyanaz a periédusa.) Tekintsiik az X, X1,... Markov-ldnc mellett az X,, =
Xan, n = 0,1,2,... Markov-lancot is, amelynek &llapottere megegyezik az eredeti
Markov-lanc £ allapotterével, és értéke az n idépontban egyenld az eredeti Markov-lanc
értékével az nd idépontban. Ez utébbi Markov-lanc aperiédikus, P(j, k) = P(d, j, k) egy
lépéses atmenetvaldszinliségekkel, minden allapota pozitiv rekurrens, de allapottere nem
feltétleniil irreducibilis. Viszont alabb megado e Markov-lanc allapotterének felbontasat
d darab Cy,...,Cq—1 irreducibilis osztdly unidjara.
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Rogzitsiik mondjuk az E; € £ allapotot, és tekintsiik minden Ej € £ édllapotra az
N = {n: P(n,1,k) > 0} halmazt, azaz azon idépontok halmazdt, amely id6pontok
alatt az F; allapotbdl pozitiv valdsziniiséggel jutunk az Ej allapotba. Nem nehéz
belatni, hogy az X, X1,... Markov-lanc d periédusa miatt 1étezik olyan 0 < p < d —1
szdm, hogy n = p mod d minden n € Ny, szdmra. Nevezziik ezt a p szamot az E}, dllapot
r(k) rangjanak. Definidljuk a C, C £, 1 < p < d, halmazokat gy, hogy E) € C, akkor és
csak akkor, ha r(k) = p. Némi munkaval be lehet 1dtni, hogy a Xo, X1,... Markov-lanc
& allapotterének felbontdsa irreducibilis zart osztdlyokra a C,, 0 < p < d — 1, halma-
zokbol éll. Tovabbd, ha Ej, € Cp, E; € C, valamely p és g szamokkal, akkor P(n, k,1) > 0
csak akkor lehetséges, ha n = ¢ — p mod d. Ezenkivil, ha Ej € C,, és P(n,k,1) > 0
valamely n id6pontra, akkor E; € C, azzal a ¢ szdmmal, amelyre n = ¢ — p mod d.

A fenti Gsszefliggések segitségével, és hasznalva a mér bizonyitott eredményeket az
Xo,X1,... Markov-lanc megszoritdsdn az irreducibilis Cp,, 1 < p < d — 1 irreducibilis
zart osztalyokra kapjuk, hogy létezik a

d
du]‘: lim P(dn—f—q—p,i,j):— haEiéC'p éSEjEEq

n— 00 ;
J

hatarérték, ahol a p; szdm a (2) képletben van definidlva, és P(dn + r,i,5) = 0, ha
r # q —p mod p. Tovadbba az is igaz, hogy az u; = p% szamok alkotjak a Markov-lanc
(egyetlen) staciondrius eloszldsat. A részletek bizonyitdsat elhagyom.

Ratérek véges allapotterii, azaz véges sok kiilonbozé értéket felvevé Markov-lancok
rovid targyalasara. Véges allapotterti Markov-lancok rendelkeznek néhany extra tulaj-
donsaggal, amelyeket a kovetkezo tételben fogalmazok meg. Ezenkiviil a sztochaszikus
matrixok néhany linearis algebrai tulajdonsaga segit véges allapotteri Markov-lancok
vizsgalataban.

Tétel véges allapotterii Markov-lancok tulajdonsagairdl. Egy véges dllapotteri
Markov-lancnak mindig van pozitiv rekurrens dllapota, viszont nincs null rekurrens
allapota. Egy tranziens dllapotbol elinditott Markov-lanc 1 wvaldsziniiséggel bekeril a
Markov-lanc rekurrens dllapotaibol dllo halmazba.

A tétel bizonyitasa. Mivel egy véges Markov-lanc n 1épéses dtmenetvaldszintiségeit is
egy sztochasztikus métrix adja meg, amelynek mérete nem fiigg az n szamtoél, és egy
sztochasztikus matrix sorosszege 1, ezért, rogzitve a sztochasztikus matrix i-edik sorat

valamely i szammal, létezik olyan j index, amelyre limsup P(n,i,j) > 0. Viszont
n—oo
egy ilyen j indexhez tartozé FE; allapot pozitiv rekurrens, mert sem tranziens, sem

null rekurrens nem lehet. Mivel a Markov-lanc rekurrens allapotaibdl allé halmaz fel-
bonthaté diszjunkt irreducibilis zart osztalyok unidjara, és egy irreducibilis zart osztaly
elemei egyidejiileg pozitiv vagy null rekurrens allapotok, ezért tekintve a Markov-lanc
megszoritasat egy irreducibilis zart osztalyra az el6zo érvelés alapjan kapjuk, hogy a
Markov-lancnak nincs null rekurrens allapota. Végiil, ha egy tranziens F; allapotbdl
elinditott Markov-lanc pozitiv valdszintiséggel elkeriilné a Markov-lanc rekurrens &l-
lapotaibdl allé halmazt, akkor (djbdél a Markov-lanc véges allapottere miatt létezne
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a Markov-lancnak olyan E; tranziens éallapota, amelyre limsup P(n,i,j) > 0, és ez
n—oo
ellentmondas.

Egy Markov-lanc viselkedésérdl nagyon hasznos informéciét ad az a Markov-lanc
atmenetvaldszinliségeit megadd sztochasztikus matrix spektruménak, azaz sajatértékei-
nek és sajatvektorainak az ismerete. Vegyiik észre, hogy egy sztochasztikus matrixnak,
ha jobbrdél szorozzuk meg oszlopvektorokkal, akkor a csupa 1 koordinatabdl allo vektor
sajatvektor 1 sajatértékkel. Tovabba 1-nél nagyobb sajdtértékkel rendelkezd (oszlop)
sajatvektor nem lehetséges. Azt is tudjuk a linearis algebrabdl, hogy egy matrixot
akar balrol szorozzuk meg egy sorvektorral, akar jobbrol egy oszlopvektorral, ugyanazok
lesznek a sajatértékei. (A sajatvektorai lényegesen kiillonbozhetnek.)

Feladat. Lassuk be, hogy egy sztochasztikus matrixnak nem lehet 1-nél nagyobb sajat-
értékkel rendelkez6 (oszlop) sajatvektora.

Segitség: Mutassuk meg, hogy az eredeti vektor legnagyobb abszolut értékii koordi-
natajanak az abszolut értéke nagyobb vagy egyenld, mint a képvektor barmely ko-
ordinatajanak az abszolut értéke.

Tudjuk tehat, hogy egy sztochasztikus matrixnak 1étezik egy 1 sajatértékkel ren-
delkezé (sor) sajatvektora. Enyhe plusz feltevések mellett azt is lehet tudni, hogy ennek
osszes koordinataja pozitiv, és szép esetekben az is igaz, hogy a sztochasztikus matrix
0sszes tobbi sajatértéke szigoruan kisebb, mint 1. Ilyen esetben a sztochasztikus matrix
n-ik hatvanyanak viselkedésérdl nagyon értékes informaciot nyerhetiink. Ugyanis felirva
a matrix altal meghatarozott linearis transzformaciét olyan koordinatarendszerben, ahol
annak a lehetd legegyszeriibb az alakja (ez a Jordan féle normélalak hasznalatdt je-
lenti) be lehet latni, hogy a kovetkezd aszimptotikus relacié érvényes. Tekintsiink
egy tetszOleges nem negativ értékli koordinatakbdl allé sorvektort, amelyben a ko-
ordinatdk Osszege 1. Ha alkalmazzuk erre a vektorra az atmenetvaldsziniiségek altal
meghatarozott sztochasztikus matrix n-ik hatvanyat, akkor olyan vektort kapunk, amely
e matrix 1 sajatértékii sajatvektoratol az (n véltozo fliggvényében) exponencidlisan kis
kiilonbséggel tér el. Ez azt jelenti, hogy a matrix sajatvektora adja meg a Markov-lanc
stacionarius eloszlasat, és ha a Markov-lancot tetszoleges kezdeti eloszlassal inditjuk el,
akkor a Markov-lanc eloszlasa az n id6 fiiggvényében exponencidlis sebességgel konvergal
a stacionarius eloszlashoz.

Az el6bb vazolt gondolatmenet azt mutatja, hogy hasznos olyan eredményeket bi-
zonyitani, amelyek megmondjak, hogy egy sztochasztikus matrixnak mikor van egyetlen
1 sajatértéki sajatvektora. A Markov-lancok elméletében Perron egy tétele, illetve
annak Frobenius altal bizonyitott altalanositédsa hasznos. Ezek az eredmények olyan
matrixokkal foglalkoznak, amelyeknek Osszes egyiitthatéja nem negativ. Perron tételét
fogom kimondani, és roviden jelzem, hogy milyen altalanositdsat adta ennek az ered-
ménynek Frobenius.

Perron tétele. Legyen eqy A n x n méreti négyzetes mdtrix minden eleme szigoruan
pozitiv szam. Az A mdtriz det(A — NI karakterisztikus polinomjdnak, (ahol I azmn X n-
es diagondlis egységmdatrix) legnagyobb abszolut értéki gyoke szigorian pozitiv, eqyszeres
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gyok, és a karakterisztikus polinom osszes tobbi gyokének az abszolut értéke szigorian
kisebb, mint ez a sajdatérték. Az A madatriznak a karakterisztikus polinom legnagyobb
sajatértékéhez tartozo eqyszeres sajatvektoranak mindegyik koordindtdja szigorian pozi-
tiv szam. Ha az A mdtrix sztochasztikus mdtriz, azaz minden sordsszege 1-gyel eqyenld,
akkor karakterisztikus polinomjdnak a legnagyobb gyoke 1.

Perron tétele alkalmazhaté olyan véges allapotterti Markov-lanc vizsgalataban,
amelynek Osszes egy-lépéses atmenetvaldszinliségei szigorian pozitivak. Szamunkra a
kovetkez6 eredmény érdekes.

A Perron tétel egy kovetkezménye Markov lancok viselkedésérol. Teljesitse
eqy E1, ..., E, dllapotokat tartalmazo Markov lanc 11 dtmenetvaldszinidség mdtriza a
Perron tétel feltételeit. Ekkor a Markov ldnc irreducibilis, és qj = P(Xo=FE;), 1 <j <
m, staciondrius eloszldsa megegyezik a 11 mdtriz azon 1 sajatértékd q = (q1,...,qm)

m

sajdtvektordval, amelyre Y qr = 1. A Markov ldnc tetszdleges 0 iddpontbeli eloszldsa
k=1

esetén a Markov ldnc n idépontbeli eloszldsa (az n vdltozd szerint) exponencidlis sebes-

séggel tart a q eloszldshoz, amikor n — oo.

A kovetkezmény bizonyitisa. Mivel a tekintett Markov lanc barmely &allapotabdl a
Markov lanc barmely més allapotaba pozitiv valészintiséggel el lehet jutni (1 1épésben),
a Markov lanc irreducibilis. A Markov lanc stacionarius eloszlasa megegyezik a Perron
tétel allitasa szerint 1étezd q vektorral. A kovetkezmény allitdasdnak igazolasahoz azt kell
még megmutatni, hogy tetszéleges p = (p1,...,Pm), pj > 0,1 <7 <k, > p; =1 alakd
j=1
vektorra lim plI™ = g, és a konvergencia exponencidlis sebességii ebben a reldciéban.
n—oo

Tekintsiik a IT matrix J Jordan-féle normaélalakjét, és azt az e(t), ... (™) bazist,
amelyben a II métrix ezt a Jordan féle normélakot veszi fel. Ekkor eV = ¢, a métrix
1 sajatértéki sajatvektora, egy 1 x 1 méretii Jordan kalickdban van, és a Jordan-féle
normalalakban szereplé Osszes tobbi sajatérték szigortian kisebb, mint 1. Ezért, ha a

m .
Markov ldnc p = (p1,...,pm) eloszlasvektorat felirjuk p = c1q + > cje(J) alakban,

Jj=2

akkor a Markov ldnc n idépontbeli p(™ = (pgn), . ,pgﬁ)) — pII" eloszlésra a p(™ =

m .
c1q+ > ¢(j,n)el) relacié teljesiil alkalmas exponencidlisan kicsi c(j, n) egyiitthatékkal,
j=2

azaz létezik olyan 0 < A < 1 szdm, amelyre érvényes a lim c(j,n)A™" = 0 reldcié
n—oo

m .
minden 2 < j < m szdmra. Azt kell még észrevenni, hogy a p = c1q + >, cje(ﬂ)
j=2

reldciéban ¢; = 1, mert 1 = lim ) pg.n) = lim (cl g+ > cg,n) > e@) = ¢,
n— 1 j=2 s=1

ahol e() = (egj)7...,e%)), 2<j<m.

A Perron tételben tekintett matrixok irreducibilis és 1 periddusu Markov-lancok
vizsgalataban hasznédlhatoak. Algebrai mdédon jellemezhetéek az irreducibilis Markov-
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lancok atmenetvaldszintiségei altal meghatdrozott sztochasztikus matrixok altalanosan
is. Be lehet vezetni a nem-negativ elemii, iigynevezett irreducibilis matrixok fogalmét az
altalanos esetben, amely az irreducibilis Markov-lancok altal meghatarozott sztochasz-
tikus matrixok természetes altalanositdasa. A Perron tétel Frobenius dltal bizonyitott
altalanositasa irreducibilis, nem-negativ elemi matrixok legnagyobb abszolut értéki
sajatértékeinek és a hozzajuk tartozo sajatvektorok jellemzését adja meg. Ennek meg-
fogalmazasa, amelyet ebben az ismertetésben elhagyok, bonyolultabb, mint az eredeti
Perron tételé. Ez a bonyolultsdg azzal fiigg 6ssze, hogy Frobenius eredménye nemcsak
az aperiodikus, hanem az irreducibils, peridodikus Markov-lancok viselkedését is leirja.

Kiegészités.
A felujitasi tétel bizonyitasa.

Legyenek Y7,Y5... fiiggetlen, egyforma eloszldsi pozitiv egész értékii valdszintiségi
n

véaltozok, S, = > Yi, n = 1,2,..., és definidljuk a kovetkez6 mennyiségeket: fr, =
k=1

PYy = k), p = EYy = > kfx, Blw) = {S1(w), 5% w)...}, u, = P(n € B(w)),
k=1
n=1,2,...,és ug = 1. Vegyiik észre, hogy teljesiilnek a

d fe=1, é fr>0 mindenk=1,2,... szémra, (A1)
k=1

valamint az
Up = fiup—1 + foup—2+ - frup, n=12,... (A2)

relaciok. Az (Al) formula azt fejezi ki, hogy az Y7 valdsziniiségi véltozé értéke 1
valoszintiséggel egy pozitiv egész szam. Az (A2) formula azért igaz, mert fju,_; an-
nak a valdoszinlisége, hogy Y7 = j, és Yo + ---Y; = n — j valamilyen [ > 2 szdmra, ha
1 <j<mn,és fru, annak a valésziniisége, hogy Y7 = n. (Vegyiik észre, hogy mivel az
Y; valészintiségi valtozdk fliggetlenek és azonos eloszlastak, ezért u,, = P({w:Ya(w) +
Y (w) = mvalamely I = 2,3,..., szamra}.) Tovdbba a felujitasi tétel feltételei
szerint az A = {j: f; > 0} halmazban szerepl$ szamok legnagyobb kozos osztdja 1.
Ezért a felujitasi tétel kovetkezik az alabb megfogalmazott és késébb bebizonyitandd
eredménybdl.

Tétel A. Legyenek fi, fa,... pozitiv egész szamok, amelyek teljesiti az (A1) reldcidt, és
amelyekre az A = {j: f; > 0} halmazban szerepld szamok legnagyobb kozés osztdja 1.
Legyen ug = 1, és definidljuk az u,, n = 1,2,..., szamokat rekurzive az (A2) formula
segitségével. Ekkor

n—oo

1 oo

lim w, = —, aholpu= Z fr- (A3)
H k=1

A p = oo esetben az (A3) formula a lim wu, =0 azonossdgot adja.
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A Tétel A allitasat a kovetkez6 Propozicio segitségével fogjuk bebizonyitani.

Propozicié. Teljestiljenck a Tétel A feltételei. Vezessik be a Tétel A jeloléseit hasz-
ndlva az n = limsup u, mennyiséget. Ekkor létezik olyan n1 < no < ... szdmsorozat,

n—oo

amelyre igaz, hogy

lim w,, 4 =7 =limsupu, minden k=0,%1,%£2,... szamra. (A4)

J—00 n— oo

El6szor megmutatom, hogy hogyan kovetkezik a Tétel A a Propozicié allitasabol.
Vezessiik be a pr = fr41 + frao + -+, k= 0,1,2,..., mennyiségeket. Ekkor az
oo
(A1) képlet szerint pg = 1, és a u mennyiséget u = > pi alakban irhatjuk. Valéban,
k=0

p= Zkfk = Zk(Pk—1 — pr) = Zpk-
=1 =1 k=0

Tovabbé az (A2) formulabdl kovetkezik az aldbbi azonosséag.
poun + prun_1+ -+ pyug =1 minden N =0,1,2,... szamra. (A5)
Valéban az (A2) formulat 6sszegezve 1 < n < N-re kapjuk, hogy

up + - tuy =un-1fi Fun—2(fi + f2) + o Fuolfi -+ fN)
=un—1(po — p1) + un—2(po — p2) + -+ + uo(po — pn)
= po(un—1+ - +ug) — (prun—1 + paun—_2 + -+ + pNUg).

Innen, mivel pg =1 és ug =1

un = ug — (prun—_1 + p2un—_2 + -+ + pNUp)
=uny +1— (poun + prun—1 + p2un—2 + -+ + pnuo),

ahonnan kovetkezik az (Ab) azonossag.

Megjegyzés: Definidljuk P(Y; = k) = fix, j = 1,2,..., eloszlasu fliggetlen, egyforma
P
eloszlasi Y1,Ys, ... valdszintiségi valtozdk S, = > Y;, p = 1,2,... részletdsszegeinek
j=1
a sorozatat. Ekkor az wu, szam annak a valdszinlisége, hogy e részletosszeg sorozat
valamelyik tagja felveszi az n értéket. Az (A5) azonossig azt a tényt fejezi ki, hogy e
részletosszeg sorozat minden N = 0,1,2,... szamra 1 valdszintiséggel felvesz egy az N
szamnal nagyobb értéket. Ugyanis az ugpny_g, 0 < k < N, szam annak a valészintlisége,
hogy az Sy, S1,... sorozat meglitogatja a k-pontot, majd ezutan egy az N szamnal
nagyobb értéket vesz fel.
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Bizonyitsuk be a Tétel A allitasat el6szor a u = oo esetben. Alkalmazzuk az
(A5) formulat olyan N = n; indexekre, amelyek teljesitik a Propozicié allitasat, azaz
lim u,;, r = n = limsupu, minden k > 0 szdmra, ¢és hajtsuk végre a j — oo

Jj—o0 n— 00

hatdrdtmenetet. Ekkor az (A5) formulabdl, illetve a p = Z pr = 00 azonossagbodl

k=0
kovetkezik, hogy n = limsupu, = 0. Viszont mivel u,, > 0 minden n > 0 indexre,
n—oo
innen adédik a lim wu,, = 0 relacié ebben az esetben.

n—oo

A p < oo esetben mutassuk meg elOszor azt, hogy n = % Az (A2) formuldbdl

lathatd, hogy 0 < u, <1 minden n indexre. Alkalmazzuk az (A5) formuldt az N = n;

szdmokkal, ahol az n; szdmok a Propoziciéban szerepld indexeket jelolik, és tartsunk a

J index-szel végtelenhez. Nem nehéz belatni, felhasznédlva a lim w,, xpr = pg7 reldciot
j—o0

o0

minden fix k indexre, hogy a = > pr < 0o esetben a j — oo hatardtmenet az (A5)
k=0

formuldban az

n(po+pr+---)=1

azonossaghoz vezet, ahonnan n = %

A Tétel A bizonyitasanak befejezéséhez elég azt megmutatni, hogy akarhogy rogzi-
tink egy € > 0 szamot nem lehet a pozitiv egész szamok olyan n; részsorozatat taldlni,

amelyre lim u,, = no valamely 0 < 79 < n — ¢ szdmmal. Valéban, ha lenne ilyen
j—00

sorozat, akkor felhasznalva azt, hogy 0 < wu, < n+ i n > ng esetében alkalmas
no kiiszobindex-szel, és 0 < u,, < 1 minden n-re az (A5) formula baloldaldn szerepld
kifejezést a kovetkez6 médon becsiilhetnénk feliilr6l N = n; indexre elég nagy j szamra.

POUN + prunN—1 + -+ pNUg

S(no+%)po+(p1+---+m<)< ) Z pj

j=K+1

g 19
_ E: —E S 41 <1-%,
(no—mn)+n P+ /)1+4 €+ +2+4_ 1

ha el6szor a K, majd attdl fliggben a j indexet véalasztjuk elég nagyra. A szamolasban
oo

kihasznaljuk az nu = 1 és u = > p; azonossagokat. A kapott egyenlétlenség ellent-
1=0
mond az (A5) reldciénak. Ezért a kivant tulajdonsigu ng nem létezik, hanem teljesiil a

lim u, =n= i azZonossag.
n—oo

A bizonyitas befejezéséhez be kell még bizonyitani a Propoziciét. Ennek érdekében
valasszuk ki a pozitiv egész szdmok egy olyan n; részsorozatdt, amelyre létezik minden

k=0,£1,£2,... szdmra a lim u,;;x = wy hatdrérték, tovabba wo = n = lim sup u,,.
Jj—o0 n— 00

Ilyen részsorozat létezik. Valdban, mivel az wu, sorozat korlatos, ezért ki lehet

valasztani pozitiv egész szamok egy olyan ng) né ), ... részsorozatat, amelyre tel-
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jesiul a lim u 0 = limsupu, = n relacié. Ezutan szukcesszive ki lehet valasztani

n—oo
a természetes szamok egymasba skatulyazott ngl),nél), ..., részsorozatait minden [ =
1,2,... szamra gy, hogy teljesiiljon a hm Un(l)+k = wy, relacié minden |k| < [ egész

szamra valamely wj hatarértékkel. Ezutan a szokésos &tlés eljardssal megkaphatjuk
a kivant tulajdonsagi w,, sorozatot. Azt allitom, hogy az gy kapott sorozat tel-
jesiti a Propoziciéban el6irt tulajdonsdgokat. Azt kell még belatni, hogy a Propozicio
feltételeinek teljesiilése esetén wy = 1 minden k£ = 0,+1,+2,... szamra.

Kozvetleniil csak azt 1latjuk, hogy 0 < wg < n minden £ = 0,+£1, 42, ... szdmra, és
wo = 1. Ahhoz, hogy a még bizonyitando allitast igazoljuk, el6szor megmutatom, hogy

teljesiil a
oo

wg = Z Jiwg—y (A6)

=1

azonossag minden k = 0, +1,+2,... szamra. Valoban, definialjuk a

V(j)_{unj+k, han; +k >0
1o, han;j+k<0

szdmokat minden j = 1,2,... és k = 0,£1,42,... indexre. Ekkor az (A2) formula
alapjan

V].C(J) = Z flvk(i)lu
=1

és innen j — oo hatdrdtmenettel megkapjuk az (A6) formulat.

Megfogalmazom a kovetkezo Lemmmat.

Lemma. Legyen wg, k = 0,£1,%+2,..., valos szamok olyan sorozata, amely teljesiti
az (A6) relaciot valamely az (A1) formulat kielégitd fi sorozattal. Legyen tovdbbd 0 <
wr < n minden k = 0,£1,£2,... indezre, wg = n, és legyen az A = {j: f; > 0}
halmazban szerepld szamok legnagyobb kozos osztoja 1. Ekkor wi = n minden k =
0,£1,%2,... indexre.

A Propozicié az (A6) relaci6 és a Lemma kovetkezménye. Ezért elegendd a Lemmaét
belatni.

A lemma bizonyitdsa. Mivel az fj, sorozat teljesiti az (A1) relaciot, és 0 < wp < wg =17
minden k indexre, az (A6) formula adja k£ = 0 valasztdssal, hogy w_; = n minden
k € A indexre. Ezutan az (A6) relaciot k, —k € A, alakd szdmokra alkalmazva kapjuk,
hogy w_ (i, 11,) = 1, ha k1, ke € A. Folytatva ezt az eljardst azt kapjuk, hogy minden
k = a1k, +- - -+ agks alaki linearis kombinaciora, ahol aq, . . ., as pozitiv egész szamok,
és ki,..., ks € Aligaz a w_j = n relacio.

Masrészt azt allitom, hogy mivel a A halmazban levé szamok legnagyobb kozos
osztéja 1, létezik olyan kg kiiszobindex, hogy minden k£ > ko szam felirhaté a fenti
alaki k = a1k + -+ - 4+ agks linearis kombinacioként. Valdoban, alapveto szamelméleti
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eredmények alapjan léteznek olyan aq, .. e A szé,mok és B1,...,0; egész, (nem

feltétleniil pozitiv) egyiitthatok, amelyekre teljesiil a Z Bsas = 1 relacio. Legyen A =
ap + ---+aj, és irjunk minden & pozmv egész szamot k =tA+p, 0<p< A, alakban.

Ekkor a k = t(a1 +---+a;j) +p Z Bsas azonossig megadja minden elég nagy szadm
s=1
kivéant alaku eléallitdasat.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy létezik olyan kg kiiszobindex, hogy wi = n, ha k <
—ko. Viszont ha w; = n minden | < k szamra valamely k szdmra, akkor az (A1) és (A6)
formula (a k + 1 indexre alkalmazva) azt adja, hogy wiy1 = 1. Ezen észrevétel alapjan
teljes indukciéval kapjuk, hogy wy = 1 minden k indexre. A lemmaéat bebizonyitottuk.
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