A Valészintiiségszamitas I1. eléadassorozat 6todik témaja.

POISSON ES EXPONENCIALIS ELOSZLASU VALOSZINUSEGI
VALTOZOK, POISSON FOLYAMATOK.

Ismertetem Poisson mezok és Poisson folyamatok definicigjat, illetve bebizonyitom, hogy
ilyen mez6k és folyamatok valéban léteznek. A bizonyitas érdekében elGszor felidézem
a Poisson eloszldasu valdszintiségi valtozdk definicidjat és megadom azok legfontosabb
tulajdonsagait.

Poisson eloszlas definicidja. Fqgy £ valosziniségi valtozo akkor A paraméterid Poisson
eloszlasu valosziniiségi vdltozo, ha nem negativ egész értékeket vesz fel, és

AR
Pé=k)="e? k=01,2,...

Ily médon valéban valészintiségi valtozot definialtunk, mert

ZP(ﬁzk’) = EG*AZG*’\ZF —e et =1
k=0 ’ k=0

Szamitsuk ki egy € A paraméterli Poisson eloszlasu valészinliségi valtozé varhato
értékét és szoérasnégyzetét.
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és Varé = E€2 — (B€)° = A+ A2) — A2 =\,
A kovetkezo egyszeru allitdas a Poisson eloszlasi valdszinliségi valtozok egyik leg-
fontosabb tulajdonsagat fejezi ki. Ezért ezt Tétel formajaban fogalmazom meg.

Tétel fiiggetlen, Poisson eloszlasi valdszintliségi valtozék osszegének eloszla-
sardél. Ha & és n két fuggetlen, X illetve p paraméteri Poisson eloszldsu valdsziniiségi
valtozo, akkor a € +n 0sszeg A\ + p paraméteri Poisson eloszldsi valosziniségr vdltozo.
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Bizonyitds:
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A fenti eredmény koévetkezménye, hogy véges sok fliggetlen, Poisson eloszldasu va-
16szintliségi valtozd Osszege egy olyan Poisson eloszlasi valdszintliségi valtozd, amelynek
paramétere az egyes valdsziniiségi valtozok paramétereinek az Osszege. A kovetkezo
szintén tétel formajaban megfogalmazott eredmény ezen allitas megforditasanak is te-
kintheto. Ebben egy Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozét bontunk fel fliggetlen,
kisebb paraméterti Poisson eloszlasu valdszintliségi valtozok osszegére egy alkalmas kon-
strukcié segitségével. Ez az eredmény fontos szerepet fog jatszani Poisson mezok és
Poisson folyamatok konstrukciéjaban is.

Tétel Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozok felbontasarol. Legyen adva k
darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen & szami golyot, ahol & Poisson eloszldsi
valoszinidségi valtozo X > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes dobdsok eredményei eqymas-
tol és a & valosziniiségi vdltozotol is fliggetlenek. Tegyiik fel tovabbd, hogy minden egyes

k
dobdsndl a golys p; > 0 wvaldszintséggel esik a j-ik urndba, j = 1,...,k, > p; = 1.
j=1

Jelolje n; a j-ik urndba esé golyok szamdt. Ekkor az mj, j = 1,...,k, valdsziniségi
vdltozok fiiggetlenek, és n; Poisson eloszldsi \p; paraméterrel, j =1,... k.
Bizonyitds:
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j=1 7
tetszoleges [1 > 0, ..., [ > 0 egész szamokra. Innen adddik az allitas.

Ervényes egy fontos hatéareloszlastétel is, amelyikben a hatareloszlas a Poisson
eloszlas. Ezt az eredményt a Poisson mezok és Poisson folyamatok konstrukciéja utan
fogom felidézni, de a bizonyitast csak a kiegészitésben targyalom.
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Bevezetem a véletlen mez6 fogalmat, majd annak szamunkra legfontosabb specialis
esetét, a Poisson mezket. A véletlen mez6 szemléletes tartalma az, hogy egy alaphal-
maznak, példaul a siknak vagy a szamegyenesnek kijeloljiik véletlentiil véges vagy meg-
szamlalhatéan végtelen sok kitiintetett pontjat. Ezutan els6sorban olyan kérdésekre
vagyunk kivancsiak, hogy az alaphalmaz valamely szép részhalmazaba hany kijelolt
pont keriilt. Ez a pontszam természetesen a véletlentdl fligg, ez tehat egy valdszintiségi
valtozo. A véletlen mezdk definicidja a kévetkezo.

Véletlen mezd definicidja. Legyen adva eqy (U,U) mérhetd tér, azaz eqy U halmaz, és
annak bizonyos részhalmazaibdl dllo o-algebra valamint egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd
és azon véges vagy megszamlalhatoan végtelen sok U -halmazbeli értéki daltaldnositott
valosziniségi valtozo. Ez azt jelenti, hogy minden B € U halmazra és j = 1,2,...,
szamra {w: §;(w) € B} € A. Az ‘dltaldnositott’ jelzd ebben a definicicban arra utal,
hogy nem kéveteljik meg, hogy a &;(w) figgvények minden w € § elemi eseményre
definidlva legyenek. Lehetséges, hogy bizonyos &;(-) figgvények csak valamely A; C €,
A; € A, halmazon vannak definidlva.

Ha adva egy véletlen mez& valamely (U,U) téren, akkor definidlhatjuk minden
B € U halmazra a

xB(w) = {azon j indexek szdma, amelyekre {;(w) € B}

valoszinliségi valtozét, amely azt adja meg, hogy a B halmazba hany kijelolt pont
esik. A xp(w) = oo lehetéség szintén megengedett. Vegyiik észre, hogy xp(w) (esetleg
végtelen értéket is felvevd) valdsziniliségi véltozd, azaz {w: xp(w) = k} € A minden
k=0,1,2,... szamra. Val6ban, minden (véges) k hosszusagu ji, ..., jr pozitiv egész
szamokbdl allé sorozatra és B € U halmazra definidlhatjuk a

DB(j17~"7jk7w) :{(,UZ é-js(w) € B7 1 <s< ka gl(w) ¢B7 hal¢ {]177.716}} EA?

eseményt. Rogzitett k szdmra megszamlalhatéan sok Dg(ji, ..., jk,w) esemény van, és
a xp(w) esemény ezek unidja. Ez azt jelenti, hogy mindig beszélhetiink a P(xp(w) = k),
BelU, k=0,1,2,..., valoszintiségekr6l. A véletlen mez6 és a xp(w) valészinliségi
véaltoz6 definici6jabdl kovetkezik, hogy két diszjunkt By és By halmazra xp,up,(w) =
mazra is igaz.

A Poisson mez6 specialis sztochasztikus mezo. Megadom ennek definiciéjat.

Poisson mezd definiciéja. Legyen adva egy (U,U) mérhetd tér, és azon egqy p véges
vagy o-véges mérték. Eqy véletlen mezo Poisson mezo p szamlalo mértékkel, ha minden
olyan B € U halmazra, amelyre u(B) < oo, xp(w) Poisson eloszldsi valdszintségi
vdltozo p(B) paraméterrel, tovabbd, ha By, Ba, ... By diszjunkt U mérhetd halmazok,
pu(Bj) < oo, 1<j <k, akkor a xp(w) valdsziniiségi vdltozok figgetlenek.

EmlékeztetSill megjegyzem, hogy egy mérték véges egy (U,U) mérhetd téren, ha
w(U) < oo, és o-véges, ha el6éllithaté megszamlalhatéan végtelen sok véges mérték
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o0
w = > u Osszegeként. Példa o-véges, de nem véges mértékre a Lebesgue mérték
k=1

(azaz a térfogat) az Euklideszi téren. Ebbben az esetben a p mérték eléallithaté a kivant
osszeg alakjaban példaul gy, hogy a up mértéknek a Lebesgue mérték megszoritasat
vesszik a k — 1 és k sugari gombfeliiletek kozotti tartomanyba. Bar a véletlen mezoket
az altalanos esetben definidltam, minket a tovadbbiakban csak a Poisson mezok fognak
érdekelni. Ezen beliil is csak azzal az esettel fogok foglalkozni, amikor az U halmaz a k-
dimenziés Euklideszi tér, (specidlisan a szdmegyenes) vagy annak egy szép részhalmaza,
és az U o-algebra az U halmaz Borel mérhetd részhalmazaibdl all. A f6 probléma annak
megmutatasa, hogy a Poisson mezok valéban léteznek.

Tétel Poisson mezok 1étezésérol. Legyen adva egy i véges vagy o-véges mérték az
R™ n-dimenzidos Fuklideszi tér B™ Borel o-algebrdjin. Létezik az R™ n-dimenzios tér
Borel o-algebrajan Poisson mezd ezzel a p mértékkel, mint szamlalo mértékkel.

A tétel bizonyitdsa. Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor a p mérték véges. Legyen

M = p(R™), és vezessiik be a fi = 47 valészintiségi mértéket. Tekintsiink egy (€2, A, P)
valoszinliségi mezot, és azon végtelen sok fiiggetlen (1,2, ... [ eloszlasi és egy toliik

fiiggetlen n Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozét M paraméterrel. A Kolmogorov-
féle alaptétel targyalasakor lattuk, hogy alkalmas valdsziniiségi mezon léteznek ilyen
valészintiségi valtozok. A Poisson mez6t gy konstrudljuk, hogy ledobunk véletleniil n
szamu [i eloszlasi pontot egymastodl fliggetleniil az R™ térbe. Pontosabban fogalmazva a
kovetkezdt tessziik. Definidljuk a &; dltaldnositott valészintiségi véltozokat a kovetkezd
moédon: §;(w) = (j(w), ha j < n(w), és a §;(w)-t nem definidljuk ha n(w) > j. Ilyen
modon egy véletlen mezot definidltunk. Azt kell belatni, hogy ez a véletlen mez6 Poisson
mez6 1 szamlalé mértékkel. Ehhez azt kell megmutatni, hogy ha kivalasztunk bizonyos
Ay € By, ..., A € B, diszjunkt halmazokat, akkor az A; halmazokba eso kijelolt
¢;(w) pontok szamai egymastdl fiiggetlen Poisson eloszldsi valészintiségi valtozok p(A;)
paraméterrel, 1 <[ < k. Ennek belatasa érdekében egészitsiik ki ezt a halmazrendszert

k

az Agy1 = R™\ |J A; halmazzal. Az e halmazokba véletleniil ledobott kijeldlt pontok
1=1

szamanak eloszlasat leirja a Poisson eloszldsu valdszintiségi vdltozok felbontdsdrol szolo

tétel. Eszerint az egyes A; halmazokba es6 pontok szama egymastol fiiggetlen Poisson
eloszlasi val6szintiségi valtozok M pu(A;) = pu(A;) paraméterrel. Véges u mértékek esetén
a tételt belattuk.

oo
Ha p o-véges mérték, akkor tekintsiik ennek valamely p = > py eléallitasat véges
1=1
mértékek Osszegeként, és tekintsiink minden [-re egy a tobbi Poisson mez6tol fliggetlen

Poisson mez6t p; szamlalémértékkel. (Ez lehetséges, ha a kiillonb6z6 Poisson mezdket
egymastél fiiggetlen Cil), él), ... és 1 fiiggetlen valésziniiségi valtozék sorozatédnak
a segitségével allitjuk elé.) Tekintsiik e Poisson mezék Osszegét, azaz tekintsiik azt
a véletlen mezo6t, amelynek kijelolt pontjai ezen Poisson mezék kijelolt pontjainak
az unidja. Ilyen mdédon egy Poisson mezét kapunk p szadmlélé mértékkel. Ugyanis
egyrészt diszjunkt halmazokba esé kijelolt pontok szama egymastél fiiggetlen. Mésrészt
fiiggetlen Poisson eloszlasu valészintiségi valtozok osszege Poisson eloszlési, és az Osszeg
paramétere egyenld az Osszeadanddk paramétereinek az Osszegével. Innen nem nehéz
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latni, hogy egy A halmazba esé kijelolt pontok szama Poisson eloszlasu Y i (A) = u(A)
=1
paraméterrel, ha p(A) < oo, és végtelen, ha p(A) = co.

Megjegyzés. A fenti tételt Poisson mez6k 1étezésérdl eldirt szamlalé mértékkel hasonléan
lehet bizonyitani tetszéleges (U,U) mértéktérre, ha azon adva van egy p véges vagy o-
véges p mérték. Az egyetlen kiilonbség a bizonyitasban az, hogy a konstrukciéban a
Kolmogorov-féle alaptétel helyett a mértékterek végtelen szorzatardl szold tételre kell
hivatkozni.

A valbszintiségszamitasban szintén fontos szerepet jatszanak a Poisson folyamatok.
Ezek 1étezését is be kell bizonyitani. De ezt az allitast egyszerlien vissza lehet vezetni a
Poisson mezok 1étezésére.

A Poisson folyamat alkalmas tulajdonsagokkal rendelkezd sztochasztikus folya-
mat a pozitiv félegyenesen vagy valamely [0,7] intervallumon. (Egy adott (2,4, P)
valésziniiségi mezén definialt és valamely 7' halmaz elemeivel paraméterezett X (¢) =
X(t,w), t € T, valészintiségi valtozok rendszerét sztochasztikus folyamatnak nevezziik
a T halmazon.)

Poisson folyamat definiciéja. Egy X (t,w), 0 <t < T, (vagy 0 <t < 00) sztochaszti-
kus folyamatot a [0,T] intervallumon (vagy a pozitiv félegyenesen) Poisson folyamatnak
neveziink A paraméterrel, ha teljesiti a kovetkezd feltételeket:

(i) Az X(t,w) sztochasztikus folyamat figgetlen névekményd, azaz tetszdleges 0 < t1 <
to < -+ < tx < T pontokra az X(t1,w), X(to,w) — X(t1,w), ..., X(tg,w) —
X (tg—1,w) valdsziniségi vdltozok figgetlenek.
(i) X(0,w) = 0 egy valdsziniséggel, és X (t,w) — X(s,w) Poisson eloszldsi A(t — s)
paraméterrel.
(iii) Az X(-,w) trajektéria monoton novekvd, jobbrdl folytonos egész értéki figgvény.

Tétel Poisson folyamat 1étezésérol. Tetszoleges A > 0 szamra létezik N paramétert
Poisson folyamat a [0,T] intervallumon vagy [0,00) félegyenesen.

Bizonyitds. Tekintsiink egy Poisson mez6t a szamegyenesen, amelynek szamlalé mértéke
A x a Lebesgue mérték a [0, T] intervallumon vagy a [0, c0) félegyenesen. Lattuk, hogy
ilyen Poisson mez6 létezik. Legyen X(t,w) egy ilyen Poisson mezé kijeldlt pontjainak
a szdma a [0,t] intervallumban minden 0 < ¢ < T vagy 0 < ¢t < oo paraméterre. Nem
nehéz belatni, hogy az igy definidlt X (¢,w) sztochasztikus folyamat Poisson folyamat.

Megjegyzés. A Kolmogorov-féle alaptétel 6nmagaban nem elegend6 a Poisson folyama-
tok létezésének bizonyitasdhoz. Ennek segitségével be lehet latni, hogy 1étezik a Poisson
folyamatok definicigjaban szereplé (i) és (ii) tulajdonsigot teljesitd sztochasztikus folya-
mat. De az, hogy a sztochasztikus folyamat trajektéridnak tulajdonsdgairdl szolo (iii)
feltétel is kielégitheto kiilon indoklast igényel. Szamunkra a Poisson mezok 1étezésérol
sz0lo eredmény jelentett nagy segitséget ennek bizonyitasaban.

A bevezet6 valdszinliségszamitas eloadasban szerepelt egy olyan hatareloszlastétel,
amely megvildgitotta, hogy bizonyos véletlen jelenségek, mint példaul a csillaghullas
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vagy radioaktiv bomlas megfigyelésénél miért taldlkozunk gyakran Poisson eloszlasu
valoszintliségi valtozékkal. Ha alaposabban, mélyebben tanulmanyozzuk ezeket az ered-
ményeket, és példaul a csillaghulldskor nemcsak arra vagyunk kivancsiak, hogy egy
rogzitett idéintervallumban hany csillag esik le, hanem a lehullott csillagok szdma milyen
(véletlen) fiiggvénye a megfigyelési id6tartamnak, akkor megérthetjiik, hogy nemcsak
a Poisson eloszldsi valészintiségi valtozok, hanem a Poisson folyamatok is természetes
modon megjelennek ilyen jelenségek vizsgalataban.

Most ezzel az altalanosabb kérdéssel nem foglalkozunk. Viszont ismertetem azt a
bevezetd valdszinliségszamitasban tanult hatareloszlastételt — kissé altalanosabb alak-
ban, — amelyben a Poisson eloszlas jelenik meg, mint hatéareloszlas. Ennek az ered-
ménynek a bizonyitasaval itt nem foglalkozom. A korabban tanult bizonyitas a genera-
torfliggvények modszerén alapult. A kiegészitésben megadom ennek a tételnek egy mas,
onmagaban is érdekes bizonyitasat, amely jobban megvildgitja az eredmény hatterét.

A most megfogalmazott tételben szerepel egy 14j fogalom, a szériasorozat fogalma.
Ezzel késobb is fogunk talalkozni.

Hatareloszlastétel Poisson hatareloszlassal. Legyen adva egy

51,1 s 761,711
ék,l s 7€k7nk
szériasorozat, azaz §j, k = 1,2,..., 1 < j < ny wvaldszintségi vdltozok egy olyan

rendszere, amelyben az eqy sorban dllé (azaz ugyanolyan k index-szel rendelkezd) valo-
sziniségi valtozok fiiggetlenek. Tegyiik fel tovabbd, hogy e valésziniiségi valtozok teljesitik
a kovetkezo feltételeket is:

1.) A & valészindiségi vdltozok nem negativ egész értékeket vesznek fel.

ng
2) P(ka‘ = 1) = )\k,j; kh—{{olo Zl )\k,j =)>0.
j:

n
3.) sup Ap,; — 0, hak— o0, és > P(&k; >2) — 0, ha k — oc.
1<j<ng Jj=1

ng
Ekkor az S = ) &, ; véletlen Osszegek eloszldsban konvergdlnak a A paraméterd
j=1

Poisson eloszldshoz, ha k — oo, azaz klirn PSS,y =1) = ’l\—!le_)‘ minden | = 0,1,2,...

szamra.

Példa a hatareloszlastétel Poisson eloszldssal eredmény alkalmazdsdra. Legyen adva

(k, pr.) paraméterti binomialis eloszlasi Sy, valészintiségi valtozdk sorozata, k = 1,2,.. .,

amelyek paramétereire klim kpr = X valamely A > 0 szammal, ha k — oco. Ekkor az Sj
—00

valészintiiségi véaltozok eloszlasban konvergalnak a A paraméterti Poisson eloszlashoz, ha
k — oo. Ezt be lehet latni kozvetlen szamolassal, de kovetkezik a fenti tételbdl is.
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Val6ban, tekintsiink minden k& = 1,2,... indexre fiiggetlen & ;, 1 < j < k,

valdszintiségi véltozokat, amelyekre P(&§,; = 1) = 1 — P(&,; = 0) = pi. Ekkor az
k

Sk = Y &, Osszegek (k,py) paraméterti binomialis eloszlasu valdszintiségi valtozok,
j=1

amelyek teljesitik a tétel feltételeit A = klim kpr paraméterrel. Ezért eloszlasban kon-

vergalnak a A paraméterii Poisson eloszlashoz, ha k — oo.

Exponencialis eloszlastu valdsziniiségi valtozok, Poisson folyamatok, rende-
zett mintak, és ezek kapcsolata egymassal.

Fiiggetlen, exponencidlis valdszintiségi valtozdk részletosszegei, Poisson folyamatok il-
letve tgynevezett egyenletes eloszlast rendezett mintak kozott szoros kapcsolat van,
amelynek megértése hasznos mind a valdszinliségszamitas mind a matematikai statisz-
tika szaméra. Néhany e problémakorbe tartozo eredményt fogunk bizonyitani. A bizo-
nyitasok fontos része lesz bizonyos véletlen vektorok eloszlas illetve stirtiségfiiggvényének
a kiszamitasa. Annak érdekében, hogy ezt megtehessiik, felidézem a striségfiiggvényrol,
illetve a veliik valé szamolasrdl szolo legfontosabb tanult eredményeket.

Tébbvdltozos striségfugguények legfontosabb tulajdonsdgai.

To6bbvaltozds slirtiségfiiggvény definicidja. Legyen F(xq,...,x%) egy k-vdltozds
eloszlasfiiggvény. Azt mondjuk, hogy ennek az eloszldsfiggvénynek az f(x1,...,xy)
figguény a striségfiiggvénye, ha teljesil az

X1 T
F(a:l,...,a:k):/ / fluy, ... ug)duy ... dug

azonossdg minden valos x4, ..., x, szam-k-asra.

Ha egy (&1,...,x) véletlen vektornak F'(zq,...,z1) az eloszlasfiiggvénye, és az
f(z1,...,xx) fliggvény az F(x1,...,x) eloszlasfiiggvény siiriiségfliggvénye, akkor id6n-
ként azt mondjuk, hogy f(x1,...,zx) a (&1,...,zx) véletlen vektor slirtiségfiiggvénye.

Természetesen, az egyvaltozos esethez hasonldéan, magasabb dimenziéban sem léte-
zik minden eloszlasfliggvénynek stirtiségfiiggvénye. Masrészt az eloszlasfiiggvényekhez
hasonléan a stirtiségfiiggvényeknek is van jellemzése.

Stirtségfiiggvény jellemzése. Egy f(x1,...,xk) k-vdltozds fiigguény akkor és csak
akkor sz’lrﬁségfdggvénye egy alkalmas eloszldsfigguénynek, ha f(x1,...,z5) > 0 (majd-
nem) minden (x1, .. ) pontra, és

/ / flug, ... ug)duy ... dug = 1.

Eloszlas és siirtiségfiiggvény kapcsolata. Az eloszlds és stiriségfiigguény kélcso-

nosen meghatdrozzdk eqymdst. Elég sima (elég sokszor differencidlhats) F(xq,...,x)
eloszlasfigguény f(x1,...,x) siriségfigguénye létezik, és az kiszamolhatd az
OFF(z1,...,m1)
T1yeo., Tp) =
f< ! k) 856‘18513k



képlet segitségével.
A kovetkezo egyszerii allitas nagyon fontos lesz szamunkra a késébbiekben.

Figgetlen val6sziniiségi valtozokbdl allé véletlen vektor siirtiségfiiggvénye.
Legyenek &1, . .., & fliggetlen valdszindségi vdltozok Fj(x) eloszlds és f;(x) stiriségfigg-
vénnyel, 1 < j < k. Ekkor a (&1,...,&) véletlen vektor eloszldsfiiggvénye az

F(zy,...,x,) = F(x1) - F(xg)
és (létezd) siiriségfiiggvénye az
f(xla"'vwk) :f(xl)f(wk)

fugguény.
Ugyancsak fontos szamunkra a kovetkezd eredmény, amely azt adja meg, hogy
hogyan lehet kiszamolni sok minket érdeklé mennyiséget stirtiségfiiggvények segitségével.

Véletlen vektor fiiggvényei és azok varhaté értékének kiszamolasa siirtiség-
fliggvény segitségével. Legyen egy (&1, ...,&k) véletlen vektornak f(x1,...,xK) sird-
ségfigguénye. Ekkor tetszbleges (Borel mérhetd) halmazra a k-dimenzids térben

P((&,...,&) € B) (/ /) Flur, ... up) dus . .. duy,

Altaldnosabban, legyen g(x1,...,z) tetszdleges (mérhetd) k-vdltozds figguény. Ekkor

Eg(gl,...,fk):/H-/g(ul,...,uk)f(ul,...,uk)dul...duk,

ha az Eqg(&y1,. .., &) vdrhato érték létezik, (azaz véges szdm).

Ahhoz, hogy a fenti eredményeket hasznalni tudjuk, tudnunk kell tobbvaltozos
integralokkal szamolni. Ehhez egyrészt fontos a Fubini tétel, amely szerint tébbvaltozés
integralokat ki lehet szamolni szukcessziv egyvaltozés integrédlas segitségével. Matema-
tikai képletben megfogalmazva:

/ /f X1y, k) dTy .. dmk:/ (/(/f T,y & dml) dl‘g)...dl’k.

Masrészt sziikségiink lesz az egyvaltozos integralok kiszamolasaban fontos szerepet jat-
sz0 helyettesitéses integral tobbvaltozos megfeleldjére. Ismertetem az utébbi eredményt.

A kovetkez6 probléméval foglalkozunk. Ha adva van az n-dimenzids tér egy A
tartomanyanak szép, sima és invertalhatd yx = T (z1,...,2,), 1 < k < n, leképezése
az n-dimenzios tér egy masik B tartomanyaba, valamint egy

/Bf(yl,...,yn)dyl... dyn,
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alaku integral a B tartomanyon, akkor hogyan tudjuk ezt az integrdlt atirni az y, =
Tk(x1,...,25), k = 1,...,n, leképezések segitségével, mint egy alkalmas az A tar-
tomanyon értelmezett fliggvény integraljat? Célunk az, hogy ily médon a vizsgalandd
integralt egy konnyebben kezelhet6 integralla alakitsuk at.

Annak érdekében, hogy az erre a kérdésre adott valaszt meg tudjam fogalmazni
eloszor felidézem egy sima transzformacié Jacobian-janak a definicigjat.

Jacobian definiciéja. Legyen yi = Tx(z1,...,2,), 1 < k < n, az n-dimenzids tér
eqy tartomdnydnak sima transzformdcidja az n-dimenzios tér eqy mdsik tartomdnydba.
Vezessiik be a T = (Ty,...,Ty,) jelolést. A T transzformdacio J(T(x1,...,x,)) Jaco-
bian-ja eqy (z1,...,Ty,) pontban a

l

ox - -
n X n-es (az (r1,...,%,) pontban vett derivdlt) mdtrixz determindnsdnak az abszolut
értéke.
(A Jacobian szemléletes tartalma: Ez adja meg, hogy az (z1,...,x,) pont kis
kornyezetének a térfogatat a T = (11,...,T),) transzformacié hanyszorosara nagyitja.)

Integraltranszformaciordl szolo tétel. Legyen adva az n-dimenzids tér eqgy A tar-
tomanydnak egqy sima yr = Tx(x1,...,2,), 1 < k < n, transzformdltja az n-dimenzids
tér egy mdsik B tartomdnydba, amelyik invertdlhato, azaz az yr = Ti(x1,...,25),
1 < k < n, egyenletrendszernek egyetlen (x1,...,x,) € A megoldisa van minden
(Y1,---,Yn) € B pontra. Legyen tovibbd adva egy (integrdlhaté) f(yi,...,yn) fliggvény
a B tartomanyon. Ekkor

/f(yl,...,yn)dyl...dyn
B
:/Af(Tl(:zrl,...,a:n),...,Tn(acl,...,xn))J(T(xl,...,xn))dxl...d:l:n,

ahol J(T(z1,...,xy,)) jeloli a T(xq,...,x,) leképezés Jacobianjdt.
Rendezett mintdak eloszldsa.

Ismertetem a valészintiségszamitasban és matematikai statisztikdaban is fontos rendezett
mintdk fogalmat, és bebizonyitok réluk egy egyszerii, de fontos eredményt.

Legyen adva filiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok &1, . . ., &, soroza-
ta. Egy ilyen sorozatot a matematikai statisztikdban gyakran mintdnak is neveznek, arra
utalva, hogy az gyakran egy statisztikai problémaban megjelené mérési sorozat eredmé-
nyeként jelenik meg. Egy &1, ..., &, sorozat elemeinek £ < &5 < --- < &' nagysag sze-
rint rendezett felsorolasat rendezett mintanak nevezik. Az alabbi lemmaban megadom
egy rendezett minta elemeibdl képzett véletlen vektor stirtiségfiiggvényét, ha ismerjiik a
kiindulé fliggetlen, egyforma eloszlast valdszintiségi valtozdk strliségfiiggvényét. Meg-
jegyzem, hogy ha ez a striiségfiiggvény létezik, akkor a kiindulé &1, . .., &, sorozat elemei
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egy valdsziniiséggel kiilonboznek egymastél. Az alabb ismertetett egyszerii eredmény a
késébbiekben hasznos lesz szamunkra.

Lemma rendezett minta eloszlasardl. Legyenek &1,...,&, fiuggetlen, egyforma
eloszldsi valdszindiségi vdltozdk a szamegyenesen valamely f(x) striségfiggvénnyel. Ve-
gyik e valosziniségi valtozok 5 < &5 < --- < & nmagysdg szerinti sorbarendezését, azaz
a beldlik készitett rendezett mintdt. Ennek a (£5,&5,...,&") véletlen vektornak van
g(x1,...,xp) slriségfigguénye, és azt a

n
n!Hf(mj), ha x1 < 10 < -+ < Ty,
g(z1, ..., xy) = Jale

0, haazxi <z <---<uxy eqyenlotlienségrendszer nem teljestl
képlet adja meg.
Specidlisan, ha a & valosziniségi valtozok egyenletes eloszlisuak a szdmegyenes

valamely B, 0 < A(B) < oo mérhetd halmazdn, ahol \(-) a Lebesgue mértéket jeldli,
akkor a belolik készitett rendezett minta siriségfiggvénye g(xy,...,x,) = %}3), ha

1 < Ta, - < Ty, €sx; € B minden 1 < j < n indexre, és g(x1,...,x,) =0 egyébként.

Megjegyzés: A lemma specidlis esetben azt allitja, hogy ha &;,...,&, figgetlen, egy-

forma eloszlasu valdsziniiségi véaltozok egyenletes eloszéassal valamely [a, b] intervallum-
ban, akkor a beldliik készitett rendezett minta stirtiségfiiggvénye g(z1, ..., xx) = (b_”—é)n,
haa <z <o <--- <z <b,és g(xy,...,x,) =0 egyébként.

Bizonyitas: Azt kell belatni, hogy az n-dimenzids tér tetszéleges C' C R™ (mérhetd)
részhalmazara

P65, £) € C) = /Cg<x1,...,:cn>dx1... i,

Elég ezt az azonossiagot a C C A, A = {(z1,...,2,): 1 < T2, -+ < x,} alakd hal-
mazokra beldtni, mert C' € R™ \ A esetén mind P((&f,&5,...,&:) € C) = 0, mind
fcg(azl, cesy)dry ... dz, = 0. Adva egy C C A (mérhetd) halmaz, vezessiik be az
{1,...,n} halmaz 7 € II,, permutacidinak a halmazat, és legyen

Cﬂ' = {(:E‘Tr(l), e ,Iﬂ(n)): (1'1, .. ,xn) € C,}
minden 7 € II,, permutdciéra és C' C A halmazra. Definidljuk a C = |J C, halmazt.

Ekkor et
{w: (W), & (W), -+, & (W) € CF = {w: (&1(w), &2(w), .-, &)(w)) € CY,

a C halmazok diszjunktak kiillonb6z6 m permutacidkra, és minden C' C A halmazra
/ g(x1,...,xy)dzy ... dz), = n!/ flx1) ... f(xp)dzy ... dx,
c C
_ / F@r) - flan)das .. dan = P((Er,. . &0) € ),
C
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tovabba P((&1,...,&,) € C) = P((&5,...,£%) € C). Innen kovetkezik a lemma allitdsa
az altalanos esetben. Mivel egy a B halmazon egyenletes eloszlasu valoszintliségi valtozo
stirtiségfiiggvénye f(z) = ﬁ, ha z € B, f(x) = 0 egyébként, innen kovetkezik a
lemma masodik &allitasa is.

Fiiggetlen, exponencidlis eloszldstu valdosziniségi valtozok részletosszegei, és kapcsolatuk
rendezett mintdkkal.

Felidézem az exponencidlis eloszlasokrol tanult legfontosabb eredményeket. FEzenkiviil
kiszamolom fliggetlen, exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozok részletosszegeinek
egylittes striségfiiggvényét. Ennek az eredménynek érdekes kovetkezményei vannak.

Exponencialis eloszlasfiiggvény definicidja. FEgy & wvaldsziniségi vdltozo expo-
nencialis eloszldsi A paraméterrel, A > 0, ha eloszlasfiggvénye, F(x) = P({ < x) =
1—e ™ hax >0, és F(x) = P(6 <x) =0, hax < 0. Ezzel ekvivalens jellemzés:
Egy valdszintiségi vdltozé exponencidlis eloszldsi A > 0 paraméterrel, ha létezik f(u)
stirtiségfiiggvénye, és az f(u) = Ae ™™, hau >0, f(u) =0, ha u <0 alaki.

Az exponencialis eloszlas fontos tulajdonsiga az tgynevezett 6rokifju tulajdonsag.
Ezt az egyszert allitast fontossaga miatt kiilon lemmaban fogalmazom meg.

Lemma az exponencidlis eloszlas orokifju tulajdonsagarol. Egy exponencidlis
eloszlasu & valdsziniiségi valtozo teljesiti a kovetkezd ugynevezett orokifju tulajdonsdgot:

P>z +yll>y) =P >x)

minden x > 0 és y > 0 szamra.

Bizonyitds. Legyen £ exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozé A > 0 paraméterrel.
—Xz+y)
[

Mivel P(¢ > u) = e~** minden u > 0 szdmra, ezért P(¢ > x4+ y|€ > y) = e =
e = P(¢ > z).

Az 6rokifjua tulajdonsag szemléletes tartalma a kovetkezd. Tekintsiink egy személyt
vagy targyat amelynek véletlen élettartamat egy & valdszintiségi valtozé méri. Tekint-
siik a € + y valdszinliségi valtozé feltételes eloszlasat azon feltétel mellett, hogy & > v,
azaz annak feltételes valdszintiségét, hogy egy személy vagy targy még legalabb x ideig
élni fog, feltéve, hogy megélte az y idépontot. Ha ez a feltételes eloszlas nem fiigg
az y értéktol, akkor azt mondjuk, hogy a & valdszinliségi valtozd teljesiti az orokifju
tulajdonsagot. A fenti lemméban azt mutattuk meg, hogy az exponencidlis eloszlasu
valészintiségi valtozok teljesitik az orokifju tulajdonsagot.

Be lehet latni, hogy az &llitds megforditasa is igaz. Ha egy valészinliségi valtozo
eloszlasa teljesiti az orokifja tulajdonsagban megfogalmazott azonossagot minden x > 0
és y > 0 szamra, akkor az exponencidlis eloszlasi. (A geometriai eloszlasok teljesitik az
orokifju tulajdonsdg egy gyengitett alakjat. Ekkor is teljesiil a P(§ > = + y|§ > y) =
P(¢ > y) azonossig, ha x és y csak nem-negativ egész értékeket vehetnek fel. Ez a
feltétel az x és y szdmokrol azonban ebben az esetben nem hagyhato el.)
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Az érdekesség kedvéért mutatok példat olyan eloszlasra, amelyben tgynevezett
szuper orokifju tulajdonsag teljesiil, azaz, ha egy ilyen életkor eloszlasi személy megért
egy adott kort, akkor a tovabbi varhato élettartama nagyobb, mint eredetileg volt.

Példa a szuper orokifju tulajdonsagot teljesit6 eloszlasra. Létezik olyan &
valosziniségi vdltozo, amelyik teljesiti a kovetkezo szuper orokifju tulajdonsagot:

P >z+yl>y) > P> )

minden x > 0 és y > 0 szamra.

Bizonyitds. Legyen a ¢ valészintiségi véltozé olyan, hogy P(€ > z) = e V¥ hax > 0
és P(€ >x)=1,hax <0. Ekkor P(¢ >z +ylz >y) = e V¥V haz >0,y > 0.
Ezért elég megmutatni, hogy e~V +v¥ > e=v¥ illetve hogy v/ + y < /T + /7, ha
x> 0ésy > 0. Ez az egyenlStlenség viszont (négyzetre emelés utédn) kénnyen lathato.

Parcialis integralassal ki lehet szamolni egy A paraméterti £ exponencialis eloszlasi
valoszintliségi valtozd varhatd értékét és szérasnégyzetét.
Val6ban, parcialis integralassal kapjuk, hogy

E¢ :/0 ue M duy = X/o ue” “du = X ([—ue_“}o —I—/O e " du) =\

E¢? =/ u?re M du = z ([_u2eu]0 —I—/ 2ue " du) =3
0 0

Ezért Var§ = BE? — (E€)? = % — 35 = 32

Hasonlé médon ki tudjuk szamolni egy exponencidlis eloszlasi valoszinliségi valtozé
tetszoleges momentumat. Kzt a szamoldst azonban elhagyom. Viszont targyalom
azt, hogy fliggetlen, exponencialis eloszlast valdszintiségi valtozok oOsszegének mi a
strtiségfiiggvénye. Ezt a strlségfiiggvényt ki lehet szamolni konvolucio segitségével.
Tanulsagos lehet az ezt koveto feladat megoldédsa is, amelyben ismét fiiggetlen, expo-
nencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozok részletosszegeit tekintem. Itt a részletosszegek
egylittes eloszlasanak a stlrtségfiiggvényét szamolom ki. E probléma megolddsaban
nagyon hasznos szerepet jatszik a tobbvaltozos integralok transzforméciéjarol szolo
korabban megfogalmazott eredmény. Az emlitett problémak megoldasaianak tovabbi
érdekes kovetkezményei vannak, és ezeket is targyalni fogom.

Tétel fiiggetlen, exponencialis eloszlasi valdsziniiségi valtozék 6sszegének a
strtségfiiggvényrol. Legyenek & és & fiiggetlen, exponencidlis eloszldst valdsziniiségi
vdltozdk, azaz legyen stiriségfiggvényiik f(x) = e ** ha x >0, és f(x) =0, ha z < 0.
A & + & véletlen Osszeg stirtiségfiigguénye fo(z) = N2we >, ha x > 0, fo(z) = 0,
ha z < 0.

Altaldnosabban, legyenek &1,...&, figgetlen exponencidlis eloszldsi valosziniiségi
vdltozok X > 0 paraméterrel. FEkkor a & + --- + &, véletlen osszeq striségfiiggvénye
fu(z) = ﬁfnl—),l e hax>0,é fo(r) <0, hax <O0.
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Bizonyitas: Kikell szamolnunk az fx f(x) illetve f - - - * f(x) konvolucidkat a fenti f(z)
—_—
n-szer
stirtiségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha z < 0, a konvoluciét meghatéroz6 integralban
szerepld f(y)f(z — y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy x — y < 0. Innen a konvoluciét
definidlé integral csak = > 0 esetén lehet nulla, az x < 0 esetben f(y)f(z —y) > 0
minden y-ra nulla, és x > 0 esetén az f(y)f(z —y) > 0 integrandus csak 0 < y < =z
esetén nem nulla. Innen a & + & valdszinliségi valtozé stirtiségfiiggvénye z < 0 esetén

folw) = f * f(z) = 0, és
fola) = £+ f(z) = /_ F) fx —y)dy = / Ae M AED) gy

0

= / Ne A dy = A2ze ™, ha x > 0.
0

Hasonléan, ha f,,(x) = f*--- % f(x) jeloli & +- - -+ &, stirliségfliggvényét, akkor f,(x) =
—

n-szer

0 minden n > 1 szdmra, ha z < 0. Azt éllitom, hogy f,(z) = A(anlgi e ha x > 0.

Ezen allitas bizonyitasdhoz elég belatni teljes indukciéval azt, hogy fn—1* f(z) = fn(x)
a fent definialt f,, fliggvényekkel. Viszont

frore $@) = [ hatfa -y = [

x n—2 n.n—1
n_—A\x Y —)xa:/\ T
— \e A 2 dy = 2  _  h > (.
¢ /0 (n—2)! y=c (n—l)!’ ar

n—2

e MWeAMz—y) dy

Masrészt f,(x) =0, ha z < 0.

Filiggetlen, exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozok részletosszegeibol
allé vektor egyiittes siirliségfiiggvényének a kiszamitasa. Legyenek &1,&o,. ..,
fiiggetlen exponencidlis eloszldsu valosziniségi valtozok valamely A > 0 paraméterrel,

k
és tekintsik az S, = Y &, k = 1,2,..., részletosszegeket. Az (S1,...,Sn4+1) véletlen
j=1
vektornak van g(u1, . .., un,1) striségfigguénye, és az a g(uy, ..., Upyq) = AP Hle=An+1
figgvény, ha 0 < uy < -+ < Upt1, €5 g(ut, ..., unt1) = 0 egyébként.

Bizonyitds. A fent megfogalmazott &llitds igazolhat6, mivel ismerjilk a (£1,...,&,41)
véletlen vektor stirtiségfliggvényét, és e stirtiségfliiggvény segitségével fel tudjuk irni a
keresett eloszlasfiiggvény értékeit megadd P(S7 < 1,...,Sn+1 < Tpt1) valdszinlisége-
ket alkalmas integral formajaban. Ezeket az integralokat atirva megfelelé koordindta-
transzformacié segitségével megkapjuk a kivant eredményt.

n+1
A (&,...,&041) véletlen vektor stiriségfiiggvénye a h(vi,...,vp41) = [] k(vj)
j=1
fiiggvény, ahol k(v) = Ae™*", ha v > 0, és k(v) = 0, ha v < 0. Tovabb4,
P(S1 <z1,..., 8041 <@ng1) = P((&1, -, €ny1) € Anya)

:/ h(Ul,...,Un+1)dU1... d”l]n+1,
Ant1
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ahol An+1 = An+1(l‘1,...,l‘n+1) = {(Ul,...,vn+1): v < T1,V1 +U2 < Zo,...,V1 +
<-4+ Upg1 < Tpt1}. Ezutdn alkalmazzuk az uj = v + - +v;, 1 < j <n+1, transz-

n+1
formaciét. E transzformdcié Jacobianja 1, mésrészt h(vi, ..., vp41) = [] k(u; —uj_1),
J=1

ug = 0 vélasztassal, ahonnan h(vy,...,vp41) = g(u1, ..., Up+1), azaz h(vy, ..., Vpt1) =
Attle=tnit ha 0 < uy < -+ < Un4+1 mert ez felel meg a v; > 0,1 < j < n+1
feltételnek, és h(vy,...,vpt1) = g(u1, ..., upr1) = 0, egyébként.

Meg kell még gondolni, hogy mi az A,, 1 halmaz B,,; 1 inverze a fenti (invertdlhatd)
transzformacié esetén, mert ez a transzformalt integral integrdlasi tartomanya. Egyszeri
szdmolas mutatja, hogy Bpy1 = {(u1,. .., Unt1): U1 < T1, .y Upt1 < Tppi )

Innen azt kapjuk, hogy

P(S1 <z1,...,841 < Tny1)

g(u1, ..y Upg1) dug ... dug,

/{(ula-~~:un+1): UL <TL, s Un 41 <Trf1}
és ez volt a bizonyitandd allitas.

Tétel fiiggetlen, exponencidlis eloszlasu valésziniiségi valtozok részletossze-
geinek és rendezett mintak eloszlasainak a kapcsolatarol. Legyenek adva figget-

len a [0,1] intervallumban egyenletes eloszlasi &1, ... , &, valdszindségi valtozok, és egy
tolik figgetlen n valdszintiségi vdltozo, amelynek siriségfiggvénye g(x) = ’\n:xn e A,

ha x > 0, és g(x) = 0, ha = < 0. (Az n valdszinlségi vdltozo eloszldsa megegyezik
n fiuggetlen, X\ paraméteri exponencidlis eloszldsu valdsziniiségi vdltozo osszegének az
eloszlasdval.) Tekintsik a &, . ..&, valdszintségi vdltozokbol készitett & < -+ < &
rendezett mintdt, és definidljuk o (11, ...,T,) = (&5, ..., n&;) véletlen vektort, és legyen
n= Tn_|_1. A

(Tla s 7TnaTn+1) = (775; tee 7775;2777)
véletlen vektor eloszldsa megegyezik n + 1 darab figgetlen A\ paraméteri exponencidlis

eloszldsu valdszintségi vdltozo (S1, ..., Snt1) részletosszegeibdl allo véletlen vektor el-
oszldsaval.

A fenti allitasnak megfogalmazom egy kovetkezményét, amely valéjaban ekvivalens
az eredeti allitassal.

Kovetkezmény. Legyen &1,...,&E,+1 fuggetlen, N paraméteri exponencidlis eloszldsi
k
valdsziniségi vdltozok sorozata. Definidljuk az Sy, = > &, 1 <k <n+1, részletissze-
j=1
geket és a (Zy,...,2,) = (SS}H s SSL> véletlen vektort. A (Zy,...,Z,) véletlen

vektor figgetlen az Sy11 valdoszintségi vdltozotol, és eloszlasa megegyezik egy n elemil,
figgetlen, a [0,1] intervallumban egyenletes eloszldsu valdszindiségi vdltozot tartalmazo
sorozatbol készitett rendezett minta eloszldasdval.

A lemma bizonyitdsa. A (&5,...,&5,n) véletlen vektor slirtiségfiiggvénye

g(V1,. . Vps1) = )\”anﬂe_)‘”"“, ha0<vy <ve <---<wv, <1, vyp1 >0,

n
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és g(v1,...,vp+1) = 0 egyébként. Innen kapjuk, hogy

P(Ty <zy,....,Th < xp,Tny1 < Tpt1) = P&S < x1,...,mE < Tpyn < Tpt1)

:/h(vl,...,vn+1)g(vl,...,vn+1)dvl... dvg 1,

ahol
h(vi,...,0p41) =1, havjvpp <zj, 1<j<n, és v, < Tpir,
és h(v1,...,vn41) = 0 egyébként. Irjuk &t ezt az integrélt az u; = vp41v5, 1 < j < n,
Unt+1 = Upt1 (invertalhatd) transzformécié segitségével. Ennek a transzformacionak a
Jacobian-ja |u,}| = u, V', ha u, 1 > 0. Ugyanis v; = u:il’ 1<j5<n, vt1 = Uns1,
7 61}j . 1 . 81}j _ U 5 . 8Un+1 . 7 8’!}j .
ezért Bu; = wnir 1 <5 < n, Bumss — Wy 1 <5 < n, Py 1, és Jur 0

egyébként. Innen konnyen lathatd, hogy a Jacobiant definidlé métrix determinédnsa
egyenld a matrix diagondlis elemeinek szorzatdval, ami u,,}';-nel egyenld.
Ezt felhasznélva a fenti azonossagot a kovetkezoképp irhatjuk at.

P(Tl < $1,.~.7Tn < xann-i-l < xn-i—l)

= /h(ulv"'7un+1)g(u17"'7un+1)u;—tl dul dun-‘rl

= / APt le=Auntr gy Aty 41,
{(ul,...,un_,_l): UL<T1,yeeyUn+1<Tp41, 0§u1<--'<un+1}

ahol h(u,...,unt1) = 1, ha u; < zj, 1 < j < n+1, és h(ur,...,ups1) = 0

egyébként, g(uy,...,up41) = )\"Hugﬂe_/\“"“, ha 0 < wup < ug < -+ < Uy < Upaq,
és g(u1,...,unt1) = 0 egyébként. Ez azt jelenti, hogy a (T1,...,T,Tyy1) vektor
stirtiségfiiggvénye A" tle = nt1 ha 0 < uy < --- < Upy1, és nulla egyébként. Osszeha-

sonlitva ezt a relaciot a fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valosziniségi vdltozok egyiittes
stirtségfigguényének a kiszamitdsandl kapott képlettel megkapjuk a Tétel allitasat.

A kovetkezmény bizonyitdsa. Tekintsiink &y, ..., &, 1 fliggetlen, exponencidlis eloszldst
k
valdszintiségi valtozékat \ paraméteterrel, ezek S, = > &, 1 < k < n+1, részletssze-
j=1
geit, valamint fiiggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasu (Z1, ..., Z,) valé-
szinliségi valtozokat, egy toliik fliggetlen, és az S, 41 valdszinliségi valtozoval megegyez6
eloszlasu n valdszinliségi valtozot. Vezessikk be a T, = nZi, k=1,...,n,és 111 =17
valésziniiségi véaltozokat. Lattuk, hogy az (S1,...,Sn+1) és (Th, ..., Tnhy1) véletlen vek-

torok eloszlasa megegyezik. De ebbol az is kovetkezik, hogy az ( Ss-l',-l e SS—L, Sn+1)

Tl Tn
Try1?" "7 Ty

Azt hasznaljuk fel, hogy egy véletlen vektor eloszlasa meghatarozza e véletlen vektor
fliggvényeinek az eloszlasat is.

és

,Tn+1> = (Z1,...,Zn,n) véletlen vektorok eloszlasa is megegyezik.
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Poisson folyamatok, fiiggetlen egyforma eloszlasi valészintiségi valtozdk és
rendezett mintak kozotti kapcsolatat.

Bebizonyitok néhany allitast, amelyek megmutatjak, hogy a Poisson folyamatok, ren-
dezett mintdk és fiiggetlen exponencidlis eloszlastu valdsziniiségi valtozok részletossze-
geinek viselkedése kozott szoros kapcsolat van. Ezen eredmények kovetkezményeként
megadom a Poisson folyamatok egy konstrukcidjat fliggetlen, exponencialis eloszlasu
valészintiségi valtozok részletosszegeinek a segitségével. A kovetkezd eredményt fogom
bizonyitani.

Tétel Poisson folyamatok konstrukcidéjardl exponencialis eloszlast valészinii-
ségi valtozok részletosszegeinek segitségével. Legyen £1,&o,. .., figgetlen, A pa-
ramétert exponencidlis eloszldasu valosziniségi vdltozok sorozata. Vezessik be az Sy =
k

Y&, k=1,2,..., So = 0, részletisszegeket, és definidljuk segitségiikkel a kivetkezd

7j=1
t,w), 0 <t < oo, sztochasztikus folyamatot.

X(t,w) =k, haSg(w)<t<Skt1(w), 0<t<o0.
Ez az X (t,w) sztochasztikus folyamat Poisson folyamat A paraméterrel.

Ez az eredmény jol ismert az irodalomban. A hagyomanyos indoklas felhasznélja
a valészintliségszamitas néhany mély eredményét (Markov folyamatok, erés Markov tu-
lajdonsag). Itt egy olyan bizonyitast ismertetek, amely az eddig tanult ismereteken és
bizonyos valdsziniiségek kiszamitasan alapul. A bizonyitds soran kapott eredmények
Poisson eloszlasok, exponencialis eloszlasok és rendezett mintak kozott fejeznek ki 6n-
magukban is érdekes kapcsolatot.

Lemma Poisson és polinomidlis eloszlas kozotti kapcsolatrél. Legyenek &,
Jj=1,...,r, figgetlen Poisson eloszldsi valosziniiségi valtozok \j, 1 < j < r, paramé-
terekkel. Ekkor

r r k;
TL' )\j]
Pl & =k,....6 =k Zlgj:n :k1!"'kr!n . Ky
5l )
s=1
-
Azaz a &, ..., & vektor feltételes eloszldsa a ) & = n feltétel mellett a polinomidlis
j=1
eloszlds n €s p; = T)‘j , 1 <5 <r, paraméterekkel.

>
s=1

Bizonyitds:
P& =k,....&6 =k)
P <Z§:1 § = n)
_ P(gl :kl)"'P(gr:k'r)
P (Z;:1 & = n)

Pla=k,  ..G=k|Y &=n]|=
j=1

Y
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mert {w: §1(w) = ki,..., & (W) = k) C{wr 30, &(w) = n}, ésa &y, & valdszi-
niségi valtozok fliggetlenek. Innen

>
S

T K4
[T Fye™™

g=1 "

N kit thr
(Z As) o= Ot An)

s=1

R‘

Pla=hk,....4=k|) &=n]|=
j=1

n!

r k;
_ TL' )\j

]{Jl'l{ir' r kj "
(5)
s=1

Megfogalmazom a fenti lemma egy kovetkezményét. Annak érdekében hogy ezt
megtehessem, el6szor bevezetem az empirikus eloszlasfliiggvény definicidjat.

Empirikus eloszlasfiiggvény definicidja. Legyen adva n fiiggetlen egyenletes eloszld-
st &1 (w), ..., & (w) valdszindiségi vdltozd valamely [0, T] intervallumon. E valdszinidségi
valtozok empirikus eloszldsfligguénye az

1
F,(t,w) = — x azon k, 1 < k < n indexek szama, amelyekre £, (w) < t,
n

0<t<T, (véletlen) fiiggvény.
Megfogalmazom a lemma egy kévetkezményét.

A Poisson és polinomialis eloszlas kozotti kapcsolatrol sz6lé lemma kovet-
kezménye. Legyen adva eqy Y (t,w) Poisson folyamat valamilyen X > 0 paraméterrel
egy [0, T] intervallumon és fiiggetlen, a [0,T] intervallumon egyenletes eloszldsu valdszi-
niiségi vdltozok n-elemi &1, . .., &, sorozata. Tekintsik e valosziniiségi vdltozok F,(t,w)
empirikus eloszldasfigguényét. Az Y (t,w) Poisson folyamat feltételes véges dimenzids
eloszldsai feltéve, hogy Y (T,w) = n megegyeznek az nk, (t,w) sztochasztikus folyamat
véges dimenzios eloszlasaival, azaz

P(Y(t1,w) < j1,..., Y (tg,w) < ji|Y(T,w) = n)
= P(nF,(t1,w) < j1,...,nF,(tg,w) < ji)

minden 0 <t < --- <t <T indexekre és ji,...,Jr egész szamokra.

Bizonyitds. Rogzitsiink valamely 0 = tg < ¢ < t9 < .-+ <t = T szamokat. Elég
belatni, hogy az Y (t;,w) — Y(tj—1,w), 1 < j < k, kiilonbségek feltételes egyiittes
eloszlasa feltéve, hogy Y (T,w) = n megegyezik az nF,(t;,w) — nF,(t;—1,w), 1 < j <
k, kiilonbségek egytittes eloszlasaval. Viszont az Y (t;,w) — Y (¢t;_1,w) valdsziniiségi
valtozok fiiggetlen Poisson eloszldsi valdszintiségi valtozdk A(t;—t;_1) paraméterrel. Az
Y (T,w) = n feltétel azt jelenti, hogy e valdsziniiségi valtozok Osszege n. Ezért a Poisson
és polinomialis eloszlas kozotti kapcsolatrdl sz6l6 lemma alapjan az Y (t;, w) =Y (t;_1,w)
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valészintiségi valtozok feltételes egylittes eloszlasa feltéve, hogy Y (T,w) = n poli-
nomislis eloszlds n és p; = “=0=1 1 < j < k, paraméterekkel. Nyilvdnvaléan az

nkF,(tj,w) — nk,(tj—1,w), 1 < j <k, vektornak is ez az eloszlésa.

Megjegyzés. A lemma kovetkezménye megfogalmazhatd a kovetkez6 mdédon. Legyen
Y (T,w) Poisson folyamat valamilyen A paraméterrel a [0, 7] intervallumban. A Poisson
folyamat pontjainak a feltételes eloszlasa Y (T,w) = n feltétel mellett megegyezik n
fiiggetlen, a [0,7] intervallumban egyenletes eloszlast valészintiségi véltozé altal meg-
hatarozott rendezett minta eloszlésaval.

A kovetkezo lemma arrdl szol, hogy ha vessziik fliggetlen, exponencidlis eloszlasu
valoszinliségi valtozok részletosszegeit, és csak azokat a részletosszegeket Orizziik meg,
amelyek értéke kisebb, mint egy elore rogzitett x szam, akkor a megtartott tagok szama
Poisson eloszlasu.

Lemma fiiggetlen, exponencialis eloszlast valészintliségi valtozdk részletosz-
szegei és Poisson eloszlasok kozotti kapcsolatrdl. Legyenek &1,&o, ..., fliggetlen,
exponencidlis eloszldsi valosziniségi valtozok valamely X > 0 paraméterrel. Definidljuk

n
ezek Sy, = > &, n=1,2,..., Sg = 0, részletdsszegeit, és vegyink valamely x > 0
j=1

szamot. Annak a valdszinisége, hogy mind az Spy1 > x, mind az S, < = események

bekovetkeznek %e‘m minden n = 0,1,... szamra. Ez azt jelenti, hogy az S;(w),
Sa(w), ... (véletlen) sorozatnak a [0,z] intervallumba esé pontjainak szdma Poisson
eloszldsu Ax paraméterrel.

Bizonyitds: P(Sp+1 > @, Sn < ) = P(S, < ) — P(Spy1 < 2) = [J[falw) —
frnt1(w)] du, ahol f,(u) jeloli az S, valésziniiségi valtozd silirtiségfiiggvényét. Innen,
felhasznalva, hogy ismerjiik .S, és S, 41 stirtségfiiggvényét kapjuk, hogy

T A" (n—1) T Ant+l,n
P<Sn+1 >, Sn < :L') = / u—e_)‘“ du —/ —u e_>‘u du,
0 ('n — 1)‘ 0 n'

ha n > 1. Parcidlis integrélassal (f'(u) = Ae ™ és g(u) = 24" vélasztéssal) kapjuk,

hogy
x)\n-i-l n A\ T A\m n—1
/ —ue_mdu:— z e_’\m+/ u—e‘”du.
0 n! n! o (n—1)

A fenti két azonossagbhdl kovetkezik a lemma allitasa n > 1 esetben. Ha n = 0, akkor
P(Sy <z)—P(S; <z)=1- [ A du= e, tehdt a lemma &llitésa ekkor is igaz.

Az eddig bebizonyitott eredmények is mutatjak, hogy az a fiiggetlen, exponencialis
eloszlasu valdszintiségi valtozdk részletosszegei segitségével definialt sztochasztikus fo-
lyamat, amelyrél be akarjuk latni, hogy Poisson folyamat sok olyan tulajdonsiggal
rendelkezik, mint amit elvarunk. Ahhoz azonban, hogy allitdsunkat bebizonyitsuk
még egy eredményre van sziikségiink fiiggetlen, exponencidlis eloszlasu valdszintiségi
valtozok részletosszegeirdl. Tudjuk, hogy az olyan részletosszegek szdma, amelyek egy
[0,T] intervallumba esnek Poisson eloszlasi. Ezenkiviil azt is megmutattuk, hogy ha
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vessziik e valészintiségi valtozok n + 1-ik S, 41 részletosszegét, akkor a kisebb indexti
részletosszegek eloszldsa megegyezik egy rendezett minta eloszléséval a [0, .S,,41] véletlen
intervallumban. FEzek az ismeretek azonban nem elegendéek a szamunkra. Hasonlo
eredményre van sziikségiink a részletosszegek egy nem véletlen intervallumba esé ele-
meinek az eloszlasarol. Ilyen allitast fogalmaz meg a kovetkezd lemma.

Lemma fiiggetlen exponencialis eloszlasa valészintiségi valtozok részletossze-

geinek az eloszlasardl. Legyenek &£1,&o, ..., fiuggetlen, exponencidlis eloszlisu va-
k

l0szintségi vdltozok valamely X > 0 paraméterrel, és tekintsik az Sy = Y, &, k =
i=1

1,2,..., So = 0, részletosszegeket. Rogzitsink eqy A > 0 és eqy n pozitiv egész
szamot, és definidljuk segitségiikkel a C = C(A,n), C = {w: Sp(w) < A < Spy1(w)}

eseményt. Az (S1,...,Sy) véletlen vektor feltételes eloszlaisdnak feltéve a C' eseményt
van f(uy,...,u,) slriségfiggvénye, és ez az
n)

flu n) = A_;l’ ha 0<u; <us<--<u, <A,
1y Un) —

0 eqyébként
figguény. Ez azt jelenti, hogy
P(S1 < x1,52 < x9,...,S, <x,|C) :/ flur, ... up)duy ... duy,
{(u17~"vun): u1<m1,...,un<xn}
minden x1,...,T, valos szam-n-esre ezzel az f(uq,...,u,) figgvénnyel.

Megjegyzés. Tekintsiik fiiggetlen, (azonos paraméterii) exponenencidlis eloszlasi valé-
szinliségi valtozok részletosszegeinek azokat a tagjait, amelyek egy [0, x] intervallumba
esnek. A fenti lemma azt éllitja, hogy azon feltétel mellett, hogy ebbe az intervallumba
pontosan n részlettsszeg esik, e részletosszegek egyiittes eloszlasa megegyezik egy a [0, x|
intervallumban vett fiiggetlen, egyenletes eloszldsi valdszintliségi valtozokbdl készitett
rendezett minta eloszlédsaval.

Bizonyitds: Rogzitsiink bizonyos 0 < x1,...,z, < A szamokat, definidljuk a D =
D(z1,...,2p) = {w: S1(w) < x1,...,5(w) < z,} eseményt, és szamoljuk ki a P(DNC)
valoszintiséget. (E kifejezésben C' = {w: Sp(w) < A< Spy1(w)}.) A

P(DNC) = / folut, ..., u) A" e duy ... du, dv
B

[&.9]

- folur, .. up) duy ... dun/ AT HLe™ M gy,
By "

azonossag érvényes, ahol
folur,...;un) =1, ha0<wuy <ug < -+ <up, folur,...,u,) =0 egyébként,
B=B(x1,...,25,0) = {(u1, ... Up,0): U < T1,..., Uy < Tp,v > A)},
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és
Bo = Bo(z1, .- yxn) = {(u1,...,un): ug < x1,...,uy < )}

Ugyanis a P(D N C) valdszintliség kiszamitdsdhoz az (Si,...,Sp4+1) véletlen vektor
stirtiségfiiggvényét kell integralni az U = {(u1, ..., Un, Unt1): U1 < T1,.oytUpy < Tp, A <
Upt1 < 0o} halmazon. Ez a siirtiségfiiggvény fo(uq,...,un) A" le " n+1_gyel egyenld
az U halmazon a fiiggetlen, exponencidlis eloszldsu valdsziniségi valtozok részletossze-
geinek eloszldsdrol szélé lemma alapjan. Az igy kapott integral pedig faktorizalhato.
Ez van felirva az azonossag masodik soraban.

Specidlisan z; = 29 = --- = z, = A vélasztassal P(C) = An—T ZO/\”HG_M .
mert
A'I’L
/ fO(uh"-;un)dUl-..dun:—'_
Bo(A,...,A) n!

(Az integrélast elvégezve megkapjuk a P(C) = %6_)"4 formulat, azaz a fiiggetlen,
exponencialis eloszlasu valdoszinliségi valtozok részletosszegei és Poisson eloszlasok ko-
zOtti kapcesolatrdl sz6l6 lemma egy masik bizonyitésat.)

Innen
- _ P(DNC)
P(Sl < x1,59 <£L’2,...,Sn<IL‘n|C)—P(D|C>—W
n!
= E fo(ul,...,un)dul... dun

UL<TL ey, U, <Tp

:/ flug, ... up)duy ... duy,
UL <L,y Un <Tp

és ezt kellett belatnunk.

A maér bizonyitott eredmények segitségével meg tudjuk mutatni, hogy fiiggetlen,
exponencialis eloszldsi valdszinliségi valtozok segitségével valoban Poisson folyamatot
definidltunk az altalunk javasolt moédon.

Annak igazoldsa hogy az exponencidlis eloszldsi valdsziniiséqgi vdltozok részletdsszegei-
nek segitségével definidlt konstrukcio valoban Poisson folyamatot definial. Annak iga-
zoldsdhoz, hogy a definidlt X (¢, w) folyamat teljesiti a Poisson folyamatok definiciéjanak
(iii) feltételét a trajektoridk viselkedésérél elég azt megmutatni, hogy kli)nolo Sk(w) = 00

az Sy (w) részletosszegekre. Ez azonnal kovetkezik példaul a Borel-Cantelli lemmabdl,

o0
mert Y P(§; > x) = co minden x > 0 szdmra, {gy majdnem minden w-ra végtelen sok
k=1

olyan k index van, amelyre & (w) > .
Az, hogy az X (t,w) folyamat teljesiti a Poisson folyamatok (i) és (ii) tulajdonsagét
ekvivalens azzal az allitassal, hogy akarhogy valasztunk valamely 0 < t; < ty <
- < t pontokat a szdmegyenesen és egy A paraméteri Y (¢t,w), t > 0, Poisson
folyamatot, (tudjuk, hogy ilyen Poisson folyamat létezik), az (X (t1,w),..., X (tx,w))
és (Y(t1,w),...,Y(tr,w)) véletlen vektorok eloszldsa megegyezik. Tudjuk, hogy mind
az X (tg,w) mind az Y (tx,w) valészinliségi valtozé Poisson eloszlasu At paraméterrel.
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Ezért a bizonyitas befejezéséhez elég azt megmutatni, hogy tetszoleges n nem-negativ
egész szamra és 1 < j;1 <n, ..., 1 < jr_1 < n szdmokra

P(X(tl,u)) <j1,...,X(tk_1,w) < jk_1|X(tk,u)) = n)
= P(Y(tl,w) < J1y.-- 7Y(tk_1,w) < jk_1|Y(tk,w) = TL)

A fiiggetlen exponencialis eloszlasi valoszinliségi valtozdk részletosszegeinek az
eloszlasardl szolé lemma alapjan a bizonyitandd azonossdg baloldalan &ll6 kifejezést
kiszamithatjuk a kovetkez6 médon. Vegylink n fliggetlen egyenletes eloszlasta ny, ..., 7,
valésziniiségi valtozét a [0, t] intervallumban, és készitsiik el belélik az nf < n; < --- <
1, rendezett mintat. Ekkor

P(X(tbw) < jl;"'vX(tk—hw) <.7/€—1’X(tk7w) = n)
= P(Sj1 (w) > tla- .- 75 (W) > tk—l‘Sn(w) <ty < Sn—l—l)

Jk—1

=P, (w) > t1,...,m;, (W) > te1).

Jelolje F,,(t,w) az n,...,n, valészinliségi valtozdk empirikus eloszldsfiiggvényét.
Ekkor

= {w: nF,(t1,w) < j1,...,nFy(te—1,w) < jr—1},

ahonnan kapjuk, hogy

P(X(thw) < .jl;"'?X(tk—law) <]k_1|X(tk,UJ) = TL)
= P(nF,(t1,w) < j1,...,nFp(tk-1,w) < Jr—-1).

Viszont a Poisson és polinomidlis eloszlas kozotti kapcsolatrol sz6lé lemma kovetkezmé-
nye alapjan az utolsé azonossag jobboldala egyenlo a bizonyitandd azonossdg jobbolda-
laval. Innen kovetkezik a bizonyitandd azonossag. Ezzel belattuk, hogy a konstrualt
sztochasztikus folyamat valéban Poisson folyamat.

1. megjegyzés. A bebizonyitott eredmény szemléletes tartalma a kovetkezo. Tekintsiik
a kovetkezd két véletlen pontrendszert:

a) Ledobunk a [0,T] intervallumra egyméstdl fiiggeleniil véletlen sok pontot egyen-
letes eloszldssal a [0, 7] intervallumban. A ledobott pontok szdma legyen Poisson
eloszlasu AT paraméterrel.

b) Vessziik fiiggetlen, A paraméterii exponencialis eloszldsu valdsziniiségi valtozok
részletosszegeit, és e véletlen Osszegek koziil megtartjuk azokat, amelyek értéke
kisebb, mint 7.

Az a) és b) pontban definidlt két véletlen pontrendszer eloszldsa megegyezik.

2. megjeqyzés. Az 1. megjegyzésben megfogalmazott allitas szemléletesen is j6l megma-
gyarazhaté. A b) pontban definidlt pontrendszer eloszlasénak viselkedését kell megér-
teni. Ezt az exponencialis eloszlas orokifju tulajdonsaganak a felhasznéalasaval tehetjiik
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meg. Osszuk fel a [0, T] intervallumot kis AT hosszi diszjunkt intervallumok uniéjéra.
Ekkor az orokifju tulajdonsidg miatt a vizsgdlt pontrendszert jo kozelitéssel gy jelle-
mezhetjiik, hogy az egyes AT hosszui intervallumokba egymastél fliggetleniill AAT va-
16szintiséggel keriilnek pontok, és minden ilyen intervallumba legfeljebb egy pont kertil.
Innen kovetkezik a Hatdreloszlastétel Poisson hatdreloszldssal eredmény alapjan, hogy
a [0,T] intervallumba es6 pontok szadma Poisson eloszlasi AT paraméterrel. Tovabba
ama feltétel mellett, hogy pontosan n pont esik ebbe az intervallumba, ezen n pont
minden elhelyezkedése egyformén valészinti. Ezért e pontrendszer eloszlasa ama feltétel
mellett, hogy n elembdl all olyan, mint n fiiggetlen, a [0, 7] intervallumban egyenletes
eloszlasu valdszintiségi valtozobol készitett rendezett minta eloszlasa.

Végiil megadom a Poisson folyamatok egy jellemzését a bizonyitott eredmények
alapjan.

Poisson folyamatok egy jellemzése. Legyen X (t,w) egy Poisson folyamat A\ para-
méterrel. Ekkor egy valdszintiséggel X (0,w) = 1, és az X (t,w) sztochaszikus folyamat
trajektoridi olyan monoton novekvd, jobbrdl folytonos, egész szdm értéki fiigguények,
amelyeknek minden véges intervallumban véges sok ugrdshelye van, és e trajektoridk
minden ugrdshelyen 1-et ugranak. Ezenkivil az eqymdst kovetd ugrdshelyek kozotti inter-
vallumok hosszai eqymastol fliggetlen, A paraméteri exponencidlis eloszldsi valosziniiségi
vdltozok.

Az, hogy a Poisson folyamat trajektériai teljesitik a Poisson folyamatok eqy jellem-
zésében el6irt tulajdonsdgokat egyszeriien ellenérizhet6 példaul a P(X (t,w) < c0) =1
relaciobol és a Poisson és polinomidalis eloszlas kozotti kapcsolatrdl szolé lemma ko-
vetkezményébol. (Azt kell ellendrizni, hogy a Poisson folyamat minden ugraspontban
csak egyet ugrik.) Lattuk azt is, hogy van olyan A paraméteri Poisson folyamat,
amelyre az ugrashelyek kozotti intervallumok hosszai fiiggetlen, exponencidlis eloszlasu
valészintiségi valtozok \ paraméterrel. Annak igazoldsdhoz, hogy minden A\ paraméterii
Poisson folyamat rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal azt kell megmutatni, hogy egy Pois-
son folyamat ugraspontjai kozotti intervallumok hosszainak egytittes eloszlasat megha-
tarozzak a folyamat véges dimenzids eloszlasai. Ez kovetkezik az alabbi lemmabél.

Lemma egyszeri trajektoriaji sztochasztikus folyamatok tulajdonsagairdl.
Legyen egy X (t,w), t > 0, sztochasztikus folyamat olyan, hogy X (0,w) = 1, majd-
nem minden trajektoridja jobbrol folytonos, egész értéki monoton novekvd fligguény,
amelynek minden intervallumban véges sok ugrdshelye van, és minden ugrds értéke

1. Legyenek Uy(w) < Usz(w) < --- az X(t,w) sztochasztikus folyamat ugrdshelyei
névekvd sorrendben. Akkor az X (t,w) sztochasztikus folyamat véges dimenzids eloszldsai
meghatdrozzdk az Uy (w), Us(w), ... sorozat véges dimenzids eloszldsait.

A lemma bizonyitisa. Vegyiik észre, hogy {w: Ui(w) < t1,Usz(w) < to,...,Uk(w) <
tr} = {w: X(t1,w) > 1, X(to,w) > 2,..., X (tk,w) > k} minden k = 1,2,... és t; > 0,
to > 0, ... tx > 0 szamsorozatra. (Azt mondjuk, hogy U;(w) = oo, ha nincsen j-
ik ugraspont.) Ezért P(Ui(w) < t1,Uz(w) < ta,...,Uk(w) < t) = P(X(t1,w) >
1, X(to,w) > 2,..., X(tg,w) > k). Mivel ezek a valdsziniiségek (minden tq,..., ¢
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szamra) meghatdrozzak az Uy (w), ..., Ug(w) véletlen vektor eloszlasat, innen kovetkezik
a lemma allitasa.

Kiegészités: A Poisson hatareloszlassal rendelkez6 hatareloszlastétel bizo-
nyitasa

Ennek az eloadas f6 részében kimondott tételnek ismertetem egy perturbacids elven
alapul6 bizonyitasat. Megmutatom, hogy az egyes soraiban fiiggetlen, Poisson eloszlasu
val6szintliségi valtozokat tartalmazo szériasorozatokra a szériasorozatban szereplo Pois-
son eloszlasu valdsziniiségi valtozokra tett enyhe feltételek mellett igaz a hatareloszlasté-
tel, és azt, hogy ha valdszintiségi valtozdk egy sorozata tart egy hatareloszlashoz, akkor
ez az allitds érvényben marad e valdszintiségi valtozok kis perturbéacidjara is. Végiil
egy alkalmas konstrukcioval megmutatom, hogy ezekbdl az eredményekbdl levezetheto
a megfogalmazott hatareloszlastétel.
Pontosabban, a kovetkez6 allitasokat fogom belatni.

Hatareloszlastétel Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozékbdl all6 szériasoro-
zatokra. Legyenek adva Ay j paraméteri ny j, Poisson eloszldsi valdsziniségl valtozok,
kE=1,2,..., 1< j < ng, dgy, hogy rogzitett k-ra az ny j, 1 < j < ny, valdszinidségi

ng
vdltozok fiiggetlenek, és a \i, = Y A\, j 0sszegek teljesitik a klim A = A reldciot valamely
i=1 —00

ny

A > 0 szammal. Ekkor a T, = ) ni,; véletlen dsszegek eloszlasban konvergdlnak a A
j=1

parameétert Poisson eloszldshoz.

Hatareloszlastétel véletlen sorozatok kis perturbaciéjara. (Slutzky lemma.)
Legyen adva valosziniiségi vdltozok eqy Ty €és € sorozata, k = 1,2,..., gy, hogy a
Ty, sorozat eloszldisban konvergdl eqy F' eloszldshoz, és az € sorozat sztochasztikusan
konvergdl nulldhoz, ha k — oo. Ekkor az S = Ty + e, k = 1,2,..., sorozat szintén
eloszlasban konvergadl az F' eloszldashoz, ha k — oo.

Lemma alkalmas Poisson eloszlasu valdszintiiségi valtozok konstrukcidjardl.
Legyen adva egy € mem negativ egész értékeket felvevd valdsziniiségi valtozo, amelyre
A=PE=1)< 1—10, és egy a & valdszindiségi vdltozotdl fiiggetlen, a [0, 1] intervallumban
egyenletes eloszldasu ¢ waldsziniségi valtozo. Legyen N az xe™™ = X eqyenlet eqynél
kisebb megolddsa. FEkkor konstrudlhaté olyan y = f(k,z), k =0,1,2,..., 0 <z <1,
fiigguény, amelyre azn = f(&,¢) valdsziniiségi vdltozé Poisson eloszldsi A paraméterrel,
{w: §(w) =1} = {w: n(w) =1}, {w: §(w) = 0} C {w: n(w) = 0}, ha P({(w) = 0) <
P(n(w) = 0), és {w: &) = 0} > {w: n(w) = 0}, ha P(¢(w) = 0) > P(n(w) = 0).

El6szor megmutatom, hogy ezekbdl az eredményekbdl kovetkezik az el6adasban
megfogalmazott hatareloszlastétel.

Tekintsiik a tételben szerepld & ; valészinliségi valtozdkat, és valasszunk ezenkiviil
egymastdl és a & ; valbszinliségi valtozdktdl fiiggetlen, a [0,1] intervallumban egyen-
letes eloszlasu (y ; valdészinliségi valtozdkat, k = 1,2,..., 1 < j < ny. Definidljunk
mindegyik (§x,;,Ck,j) parhoz egy az alkalmas Poisson eloszldsi valdsziniségi vdltozok
konstrukcicjdardl sz6l6 lemmaban felsorolt feltételeknek eleget tevé f(k,x) fiiggvényt és
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Mk = f(€k,Ck.j) Mk; paraméterti Poisson eloszldst valészintiségi véltozét, ahol Ay j
az xe” " = A j egyenlet [0, 1] intervallumba es6é megoldasa. (A felhaszndlt lemméban
szerepelt a A\ < 75 feltétel. Ez azonban nem okoz problémat, mert a sup Mg ; — 0,
1<j<ny
ha k — oo feltétel miatt ez a feltétel teljesiil kK > kg esetben alkalmas k:oj index-szel, és
a szériasorozat elsé néhany sorat elhagyhatjuk. Ez nem valtoztatja meg a konvergencia
jellegét.) Megmutatom, hogy az igy bevezetett 7y ; valésziniiségi valtozdk segitségével
a bizonyitandé hatareoszlas levezethet6 a Slutzky lemmabdl.

ny
Tekintstik az 7 ;, k = 1,2,..., 1 < j < ny, szériasorozatot és a Ty, = ) Mk ;

Osszegeket. Azt allitom, hogy ezekre alkalmazhaté a hatdreloszldstétel Poisson eloszldsi
valosziniségi valtozokbol allo szériasorozatokra, és ez azt adja, hogy a T} valdsziniiségi
valtozok eloszlasban konvergalnak a A\ paraméterii Poisson eloszlashoz. Valdban, a
(€k.5, Ck,;) parok fliggetlenségébdl rogzitett k indexre kovetkezik az 7y ; (Poisson elosz-
14s11) valdszintiségi valtozok fliggetlensége is rogzitett k indexre. Ezért elég megmutatni

_ NE _ —
azt, hogy a A\ = Z Ak,; Osszegek teljesitik a lim A = A relaciot. Viszont egyszerii
j= k=00 B
szamolds mutatja, hogy |/\;” — )\k]| < 10M%7 j» azaz Agj €s Agj elég kozel vannak

ng
egyméashoz. Innen |\, — A < 10 Z )\ ; <10 ( sup )\;w) > Ak — 0, ha kb — oo,
j=1

1<j<ng

mert sup Ag; — 0, és Z M — A, ha k — oo. Innen kovetkezik, hogy nemcsak a

1<j<ny, j=1
lim A\ = A, hanem a lim A = A relacio is teljestil.
k—o0 k—o0
n
Vezessikk be az ¢ = Sy — Tp, = > (k. — Mkj), k£ = 1,2,..., valdsziniiségi

=1
valtozdkat. Azt akarjuk megmutatni, hoggf az Sj valoszintiségi valtozéknak ugyanolyan
hatareloszlasuk van, mint a T} valészintiségi valtozoknak, ha kK — oco. Ehhez a Slutzky
lemma alapjan elég megmutatni, hogy az e valészinliségi valtozok sztochasztikusan
nulldhoz tartanak, ha k — co. A kovetkezd, formalisan erésebb allitast fogom megmu-
tatni.

ng
P(ey #0) <> P&y #mryj) — 0, hak — oo,
E relacié bizonyitasa érdekében irjuk fel a

P(&k,j # Mkj) < P&k > 2) + P(nk,j > 2) + |P(&,; = 0) — P(ny,; = 0)]
< P(&; > 2)+ Py JZ 2) + Py = 0) = (1 = Any)]
+ Pk, = 0) — (1 = A )| 4+ [ Ak — Ak gl

egyenlotlenséget. Vegyiik tovabba észre, hogy

(1= Aej) = P&y =0)= > P(&j =1) — P((¢k; = 0) = P(&k; > 2),
I 1#1
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és hasonléan (1 — A ;) — P(k; = 0) = P(ng; > 2). Ezért az eléz6 egyenlStlenség
atirhaté, mint

P(&kj # nkj) < 2P(Ekg > 2) + 2P (g > 2) + [Ny — Akl
A kivant becslést megkaphatjuk ezen egyenlOtelenségek j argumentum szerinti Gsszege-

g
zésével rogzitett k-ra. Felhasznaljuk, hogy egyrészt ) P({;; > 2) — 0, hak — 0 a
i=1
. . . Dk J Dk _2 2k 2
bizonyitandé tétel feltételei miatt, masrészt 321 P(n,; >2) < le 2%, < ng 4N — 0,
ha k — oo a Poisson eloszldsok tulajdonsdgai és a [\, ; — Ak ;| < 10)\% ; egyenlStlenség
miatt. Hasonléan

Nk ng
S ks = Mgl <10 A2 =0, hak — .
j=1 j=1

Ezen egyenlotlenségek alapjan

Nk
> P(&j #m) — 0, hak— oo,

j=1

és a Slutzky lemma segitségével megkapjuk, hogy nemcsak a T}, hanem az Sj sorozat
is konvergal eloszlasban a A paraméterii Poisson eloszlashoz, ha k — oo.

Megjegyzés. Valamely F), eloszlasfiiggvények konvergencidja egy F' eloszlasfiiggvényhez
azt jelenti, hogy az F(-) hatdreloszlasfiiggvény minden x folytonossiagi pontjdban az
F, (z) eloszlasfiiggvények sorozata konvergdl a hatareloszlasfliggvény F(x) értékéhez.
Ebben a tételben, legalabbis formélisan, masképp fogalmaztuk meg az eloszlasban vald
konvergenciat. Valdjaban azonban, mivel olyan specidlis esetet tekintetettiink, ahol
egész értéki valdszintiségi valtozok eloszlasanak sorozata konvergal egy egész értékii va-
l16szintliségi valtozo eloszlasahoz, az itt kimondott konvergencia ugyanazt jelenti, mint a
hagyoményos értelemben vett konvergencia.

Valoban, legyen S egy A paraméterii Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozo, és
rogzitsiink egy tetszoleges | nem negativ egész szamot. Ez a szam nem folytonossagi
pontja az S valészinliségi valtozé eloszlasfiiggvényének, viszont felirhatjuk a P(S =
) = P(S <l+4%)—P(S <1— 1) azonossdgot. Hasonléan P(S, = ) = P(S; <
[4+3)—P(Sy < !—3) minden k = 1,2, ... szdmra. Mésrészt lerJfOlO[P(Sk <I4+3)—P(Sk <

-] =[P(S<i+3)—P(S <l-13)], abizonyitott konvergenciabdl, és innen adédik
a Tétel eredeti formaban kimondott allitdsa. Azt is be lehet latni, hogy a tételben
kimondott konvergencidbdl kovetkezik a hagyomanyos értelemben vett eloszlasban vald
konvergencia ebben az esetben.

A Poisson eloszldsiu valdosziniiségi valtozokbol dllo szériasorozatokra vonatkozo hatdr-
eloszldstétel bizonyitdsa. Az allitas nyilvanvald, mert a tekintett T}, valdszintiségi valto-
z0k, amelyek fliggetlen Poisson eloszlasu valdszintliségi valtozok osszegei, Poisson elosz-
lasuak. Tovabba paraméteriik ;. Ezért a lim A\, = A relaciobdl kovetkezik, hogy a T},

k—oo
valoszintliségi valtozok eloszlasban konvergalnak a A paraméterti Poisson eloszlashoz.
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A Slutzky lemma bizonyitdsa. Tekintsiik az F'(-) hatéreloszlas fiiggvény egy z folyto-
nossagi pontjat. Rogzitsiink egy kis 6 > 0 szadmot, és valasszunk olyan n > 0 szamot,
amelyre F(x +n) < F(z) + 9, F(x —n) > F(z) — 0, és mind az x + 7, mind az x — 7
pont folytonossagi pontja az F(-) fliggvénynek. Ezzel a valasztéssal

P(Ty+ex <) < P(Tp <x+n)+ Pler, < —n)
és
1—P(Ty+er <x)=P(Tk +er > x)
<P(Ty>x—n)+Plep>n)=1—P(Ty, <x—mn)+ Per, > n).
Innen
P(T, <x—mn)—Pler >n) < P(Th +ex <) < P(T, < x+n) + Pler < —n),

és k — oo hataratmenetet alkalmazva és felhasznédlva azt, hogy az e valdszinliségi
valtozok sztochasztikusan nullahoz konvergalnak azt kapjuk, hogy

F(x) =6 < F(x —n) Slikmian(Tk-l-sk < )
<limsup P(Ty +ex < z) < F(z+n) < F(z) + 0.

k—o0

Mivel ez az allitas minden ¢ > 0 szamra érvényes, innen kovetkezik a Slutzky lemma.

Az alkalmas Poisson eloszldsiu valdsziniségi valtozok konstrukcicjarol szolo lemma bi-
zonyitdisa. Definidljuk az f(k,z) fiiggvényt a k = 1 esetben az f(1,z) = 1 formulaval
minden 0 < z < 1 szdmra. Az f(k,z) fliggvénynek az éltaldnos esetben érvényes

definicidja el6tt vezessiik be a py = P(§ = k) és py, = %6_5‘, k=0,1,2,..., mennyi-
00 _ o0

ségeket. (Specidlisan p; = p; = A.) Legyen tovabba P, = Pr, 68 Py = Pr. Ha
=2 k=2

Do < po, akkor legyen f(0,2) =0, ha 0 <z < g—g, és azokban a (k,x) pontokban, ahol
még nem definidltuk az f(k,z) fliggvényt ott ezt gy fogjuk megtenni, hogy ezekben
a pontokban az f(-) fiiggvény 1-nél szigorian nagyobb egész értékeket vegyen fel. Ha
Po > po, akkor legyen f(0,2) = 0 minden 0 < x < 1 szdmra, és f(k,z) =0, ha k > 2
és 0 <z < (ﬁop;fo). Ebben az esetben is ugy fogjuk definidlni az f(k,x) figgvényt
a még nem tekintett (k,z) argumentumokban, hogy az ott 1-nél szigortian nagyobb
egész értéket vegyen fel. Még nem definidltuk az f(k,z) fiiggvényt mindeniitt, de mar
eléirtuk, hogy hol vesz fel nulla és 1 értéket. Innen kovetkezik, hogy P(n = 0) = py,
Pn=1)=p1, P(n > 2) = Py, tovabbd {w: {(w) = 1} = {w: n(w) = 1}, {w: {(w) =
0} C {w: n(w) = 0}, ha P(§(w) = 0) < P(n(w) = 0), és {w: {(w) = 0} D {w: n(w) = 0},
ha P({(w) =0) > P(n(w) =0). A {(k,z): f(k,z) =j}, 7 =2,3,..., halmazokat gy
kell definialni, hogy teljesiiljon a P(n = j) = P(f(£,{) = j) = p; azonossag minden
J > 2 egész szamra.
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Egy kivant tulajdonségu f(k, z) fiiggvényt példaul a kovetkez&képp definidlhatunk.
Az f(k,z) figgvény definicidjat bizonyos Cy = {(k,z): Ar < x < 1}, kK = 0 vagy

k=2,3,..., alaki halmazok uniéjan kell még megadni, ahol Ay =1, és A = @ a

k > 2 esetben, ha pg > pg, és Ag = g—g, és A, =0ak>2 eset_ben, ha py < po. Vegyiik
észre, hogy > pr(1 —Ax) =1—p1 —po =1 —p1 — po = Po. Osszuk fel mindegyik
ki k#£1 )

[Ak, 1] intervallumot by, ; = 3. (1—Ay) hosszisdgu diszjunkt By, ; intervallumok unidjéra,
o0 oo _

j=2,3,.... Mivel Y b ; = (1— Ax) %—2 = 1— Ay, ez lehetséges. Ilyen valasztassal
Jj=2 j=2

P(n=1j) = > opbe; = % >, pi(l — Ag) = p; minden j > 2 szamra, mivel

ki k£l 2 ki kAl
> pr(l — Ag) = P,. Ez azt jelenti, hogy ez a konstrukcié rendelkezik a lemméban
ki k#£1
eléirt tulajdonsagokkal.
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