A Valésziniiségszamitas II. eléadassorozat hatodik témaja.

A NAGY SZAMOK TORVENYE

Ezen el6adds téméja a nagy szdmok (erds és gyenge) torvénye. Kissé leegyszertisitve
fogalmazva a nagy szamok torvénye azt mondja ki, hogy ha vessziik n fiiggetlen és
egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozé atlagat, akkor ez az dtlag nagyon altalanos
feltételek mellett egy konstanshoz tart n — oo esetén. A részletesebb targyalasban
meg kell érteni, hogy milyen értelemben tartanak ezek az atlagok konstanshoz, illetve
hogy milyen feltételeket kell teljesitenie a valdszinliségi valtozdk eloszlasdnak ahhoz,
hogy egy ilyen konvergencia érvényes legyen. Ezenkiviil szeretnénk meghatarozni a
limeszben megjelend konstans értékét is. Mint latni fogjuk ez a szam nagyon altalanos
esetben azon valészintiségi valtozok varhato értékével egyenlo, amelyeknek az atlagat
tekintettiik.

Filiggetlen valdszintiségi valtozok konvergencidjanak a fogalmat tobb kiilonbozé
modon definidlhatjuk, és e definiciok mindegyike értelmes. Ebben az el6addsban a
nagy szamok erds és gyenge torvényét ismertetem, amelyek a majdnem mindeniitt és a
sztochasztikus konvergenciaval kapcsolatosak. A nagy szamok erés torvénye annak adja
meg a sziikséges és elégséges feltételét, hogy fliggetlen, egyforma eloszlasu valészintiségi
valtozok atlagai egy valdszinliséggel tartsanak egy szamhoz, a nagy szamok gyenge
torvénye pedig annak, hogy ez a konvergencia sztochasztikus értelemben teljesiiljon.
Mint 1atni fogjuk mind a nagy szamok erds mind a nagy szamok gyenge torvénye bi-
zonyos momentum jellegli feltételek teljesiilése esetén érvényes. Ezek a feltételek azt
kovetelik meg, hogy a tekintett atlagban résztvevo valdszintliségi valtozok csak viszony-
lag kis valdszintiséggel vegyenek fel nagy értékeket. Ez 6sszhangban van a centralis ha-
tareloszlastételrdl tanultakkal. A centrélis hatéreloszlastétel akkor érvényes, ha teljesiil
a Lindeberg feltétel. Ez szintén olyan megkotést jelent, hogy a tekintett valészintiségi
valtozok csak kis valdszintiséggel vesznek fel nagyon nagy értékeket.

Az eredmények jobb megértése érdekében el6szor attekintem az eredményekben
megjelenoé konvergencia fogalmak kozotti kapcsolatot. Felidézek tobb korabban ta-
nult eredményt. Ugyancsak ismertetem a nagy szamok erds és gyenge torvényének
olyan korabban tanult, egyszeriisitett valtozatat, amelyekben ezeket az eredményeket
a szilikségesnél erdsebb feltételek teljesiilése esetén bizonyitottam be. E bizonyitasok
Osszehasonlitasa az eredeti eredmények bizonyitasaval érthetobbé teszi bizonyos érvelé-
sek szerepét és bizonyos részeredmények jelentoségét.

A bizonyitasok soran néhany 6nmagaban is érdekes eredmény is megjelenik. Ilyen
eredmény a Kolmogorov egyenl6tlenség, amely fiiggetlen valdszintliségi valtozok részlet-
Osszegeinek maximumaéardl ad olyan becslést, mint amilyet a Csebisev egyenlotlenség ad
akkor, ha csak e szuprémum utolsé tagjat becsiiljiik. Ezenkiviil bebizonyitok néhany
olyan eredményt, amelyek bizonyitasa az itt targyalt moédszerek segitségével torténik.
Ilyen a Kolmogorov-féle harom sor tétel, amely megadja annak sziikséges és elégséges
feltételét, hogy végtelen sok fiiggetlen valdszinliségi valtozé Osszege egy valdszintliséggel
konvergaljon. Egy masik fontos targyalandé eredmény az tgynevezett Kolmogorov-
féle nulla—egy torvény, amely arra ad magyarazatot, hogy miért talalkozunk fiiggetlen
valészintliségi valtozok tulajdonsigainak a vizsgalatdnal gyakran olyan eseményekkel,
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amelyeknek a valdszintisége bizonyos esetekben nulla maés esetekben egy, de sohasem
valamely e két szam kozotti érték.

Ahhoz, hogy a nagy szamok er0s és gyenge torvényét megfogalmazhassuk, el6szor
meg kell adnunk az ezen eredményekben hasznalt konvergencidk definicigjat és tisztaz-
nunk kell ezek kapcsolatat egyméssal. Ezenkiviil felidézem az eloszlasban valé konver-
gencia fogalmat is annak érdekében, hogy ezt is 0sszehasonlithassuk a fenti két konver-
genciafogalommal.

Az egy valdsziniiségii konvergencia definicidja: Valdsziniségi valtozok &,, n =
1,2,..., sorozata akkor konvergdl eqy valdsziniiséggel eqy & walosziniségi valtozohoz,
ha (egyrészt ezek a valdsziniségi valtozék ugyanazon az (2, A, P) valdsziniségi mezén
vannak definidlva, mdsrészt)

P (w: lim &,(w) = f(w)) =1

n—oo

Megjeqyzés: Az egy valdszinliségi konvergencia fogalmat a mértékelméletben is hasznél-
jak, de ott azt majdnem mindeniitt valé konvergencidanak is hivjak. (Az angol nyelvii
irodalomban az almost sure convegence, almost everywhere convergence vagy conver-
gence with probability one kifejezések hasznélatosak.)

A sztochasztikus konvergencia definicidja: Valdsziniségi vdltozok €,, n =1,2,...,
sorozata akkor konvergdl sztochasztikusan egy & wvaldsziniségi vdltozohoz, ha (egyrészt
ezek a valdszindiségi vdltozok ugyanazon az (Q, A, P) valdszintiségi mezén vannak defi-
nidlva, mdsrészt) minden € > 0 szamra

lim P (|&n(w) —&(w)] > &) = 0.

n—oo

Megjegyzés: A mértékelméletben el6forduld kifejezések koziil a mértékben valé konver-
gencia felel meg ennek a fogalomnak. Az egyetlen apré kiilonbség a mértékelmélet és
valoszinliségszamitas széhasznalata kozott abban van, hogy a mértékelméletben véges,
de nem feltétleniil val6szintiségi (azaz egyre normalt) mértékeket tekintenek.

Az eloszlasban valé konvergencia definicidja: Valdszinidségi valtozok &,, n =

1,2,..., sorozata akkor konvergdl eloszldasban egy F(u) eloszldsfiiggvényhez vagy az ezen

eloszldsfiiggvény dltal meghatdrozott eloszlashoz, ha lim P(§, < u) = F(u) minden
n—oo

olyan u szamra, ahol az F'(-) eloszlasfiiggvény fiiggvény folytonos. (Azt mondjuk, hogy a
En,n=1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata eloszldsban konvergdl eqy & valosziniségi
vdltozohoz, ha ez a sorozat eloszldsban konvergdl az F(u) = P(§ < u) eloszlasfigguény-

hez.)
A kovetkezo kapcesolat érvényes a fenti konvergenciafogalmak kozott.

Egy valészintiségi konvergencia = Sztochasztikus konvergencia = Eloszlasban valé kon-
vergencia.



//////

latat.
Ha &, (w) — &(w) egy valészintliséggel, akkor definidlva az

Ay = An(e) = fus swplnte) — )l <<

k>n

halmazokat kapjuk, hogy az egymdsba skatulydzott A, halmazokra, (azaz A;(w) C
Ay C --4), P(U A ) = 1. Ezért lim P(A4,) = 1. Mivel {w: |, (w) — &(w)] <

1 n—oo
e} D An, P(l€n(w) — &(w)| <€) — 1, azaz P(|&y(w) — {(w)] > €) — 0, ha n — .
Ez azt jelenti, hogy az egy valésziniiségli konvergenciabdl kovetkezik a sztochasztikus
konvergencia.

Megfogalmazom az alabbi allitast, amelyet nem nehéz bebizonyitani. De mivel nem
lesz ra késobb sziikségiink, azért elhagyom a bizonyitast.

Allitas: Valosziniiségi vdltozok €,, n = 1,2,..., sorozata, akkor és csak akkor konvergdl
eqy valdszindiséggel eqy & valdszintiségi vdltozdhoz, ha az n, = sup |& — &| valdszinidségi
>n

valtozok sorozata sztochasztikusan konvergdl nulldhoz, azaz minden € > 0 szamra

lim P (sup & — &| > 5) = 0.
n— o0 k>n

Lassunk példat arra, hogy lehetséges olyan &,, n = 1,2,..., és £ valdszintiségi
valtozdkat konstrudlni, amelyekre a &,, n = 1,2,..., sorozat sztochasztikusan tart &-
hez, de a &,, sorozat nem konvergal egy valdsziniiséggel a £ valdszintiségi valtozohoz.

Tekintsiik a kévetkezd (2, A, P) valésziniiségi mez6t: 2 a [0,1] intervallum, A a
Borel mérheté halmazok o-algebraja a [0, 1] intervallumon, a P valdsziniiségi mérték a
Lebesgue mérték. Legyen

: 1 haze[(n—2"27% (n+1—2")27"]
Sn x) =

0 haz¢ [(n—2")27" (n+1-2")2" }

akkor ha 28 <n < 281 k=12

és £(x) = 0 minden 0 < z < 1 szamra. Ekkor P(|§, — & > ¢) = 27% minden 1 > ¢ >0

szamra, ha 2F <n < 21 Tehat a &,, n =1,2,..., sorozat sztochasztikusan konvergal
a & val6szintliségi valtozohoz. Viszont mivel limsup &, (z) = 1 minden 0 < z < 1 szdmra,
n—odo

ezért a &, sorozat nem konvergdl egy valdszinliséggel a & valdszintiiségi valtozohoz.

Masrészt tekintsiink egy & valdszintiségi valtozot és &,, n = 1,2,..., valdszinliségi
o0

véltozdk olyan sorozatat, amelyre Y P(|¢, —&| > ¢) < co minden € > 0 szdmra. Ekkor

n=1



a Borel-Cantelli lemmabdl kovetkezik, hogy a &, sorozat egy valdszintiséggel konvergdl
a & valoszintliségi valtozohoz. Ez azt jelenti, hogy egyrészt mint az el6z6 példa mutatja a
lim P(|¢, —&| > ¢) relacié teljesiilése minden € > 0 szdmra elegendd a sztochasztikus,
n—oo

de nem elegendd az egy valdszinliséggel valé konvergencidhoz. Masrészt az erdsebb
o
> P(|& — & > &) < oo reldci6 teljesiilése minden € > 0 szdmra elegend6 az egy
n=1

valoszintliségi konvergencidahoz is.

A sztochasztikus konvergencia és eloszlasban valé konvergencia kozotti kapcsolatra
érvényesek a kovetkezo allitasok.

1. alllitas sztochasztikus és eloszlasban valé konvergencia kapcsolatardél. Ha
valamely &,, n = 1,2,..., wvaldsziniségi valtozok sztochasztikusan konvergdlnak egy
& waldszinidségr valtozohoz, akkor ezek a &, wvaldsziniségi valtozok eloszlasban is kon-
vergalnak ehhez a & valdsziniségi valtozohoz.

Indoklds: Legyen x folytonossigi pontja a & valdszin(iségi valtozé F(-) eloszlasfiiggvé-
nyének, és rogzitve egy € > 0 szdmot valasszunk olyan 6 = §(g) > 0 szamot, melyre
F(r) - § < F(r —6) < F(z + ) < F(z) + 5. Ezutdn valasszunk olyan ng = ng(e, )
szamot, amelyre P(|&, —§| > 0) < §. Ekkor P(§, <z) < P({ <x+6) + P(|{, — & >
§) < F(x+6)+§ < F(z) +e. Masrészt P(§, > 2) < P(§ > 2 —0) + P([§, — €] 2 9) <
1-F(x—0)+5<1—F(x)+e han>ng. Innen F(z) —e < P(§, <z) < F(x) +¢
n > ng esetén. Mivel minden € > 0 esetén érvényes egy ilyen becslés, innen kovetkezik
a megfogalmazott allitas.

Természetesen lehetséges, hogy &, valdszintliségi valtozdk egy sorozata eloszldsban
konvergél egy & valdszinliségi valtozéhoz, de sztochasztikusan nem konvergal. Erre példa
az az eset, amikor a §,, valészinliségi valtozok fiiggetlenek, és azonos eloszlasuak. Ekkor
az eloszlasban valé konvergencia nyilvan teljesiil, de ha a &, valdszinliségi valtozok
eloszlasa nem elfajult, azaz a &, valdszinliségi valtozok nem egyenloek egy konstanssal
egy valoszinliséggel, akkor e valdszintiségi valtozok nem konvergalnak sztochasztikusan.
Viszont abban az esetben, ha a limesz konstans akkor igaz a kovetkezo allités:

2. allitas sztochasztikus és eloszlasban valé konvergencia kapcsolatarol. Ha
valamely &,, n = 1,2, ..., valdszinlségi valtozok egy a konstanshoz konvergalnak elosz-
ldsban, (azaz egy olyan valdszinidségi vdltozohoz, amelynek értéke egy valosziniiséggel ez
az a konstans, akkor a &,, n =1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata sztochasztikusan
18 konvergdl ehhez az a konstanshoz.

Indoklds: A limeszként megjelend valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye az az F'(x)

eloszlas, amelyre F(x) = 0, ha ¢ < a, és F(x) = 1 ha ¢ > a. Az F(x) fiiggvénynek

az x = a pontot kivéve minden pont folytonossagi pontja. Ezért minden € > 0 szamra

lim P(¢, <a+¢) =1, lim P(§, < a—c¢)=0. Innen kdvetkezik, hogy lim P(|&, —

n—oo n—oo n—:0o0

¢l <e)= lim P(l& —a|l <e) = lim (P, <a+¢e)— P, <a—¢)) = 1. Innen
n—oo n—oo

kovetkezik a 2. allitas eredménye.



Ezutan megfogalmazom pontosan, hogy mikor mondjuk, hogy teljesiil a nagy sza-
mok gyenge és erds torvénye, és megfogalmazok két tételt, amelyek megadjdk e két
torvény teljestilésének a sziikséges és elégséges feltételét. Ezt a két eredményt Gsszeha-
sonlitom.

Nagy szamok gyenge torvényének a definicidja. Legyen &,, n=1,2,..., fiugget-
len, egyforma eloszldstu valoszinidségi vdltozok sorozata eqy valdsziniségi mezén, S, =
mn

> &k, k=1,2,.... Azt mondjuk, hogy ezek a &,, n = 1,2,..., valdsziniségi vdltozok

k=1

teljesitik a nagy szamok gyenge torvényét, ha létezik olyan E szam, amelyre teljesiil, hogy
az Sn—”, n = 1,2,..., valosziniséqgi viltozok sztochasztikusan konvergdlnak az E szdm-
hoz, azaz ahhoz a valdsziniségi vdltozohoz, amely eqy valosziniséggel az E konstanssal
egyenlo.

Nagy szamok erds torvényének a definiciéja. Legyen &,, n = 1,2,..., filiggetlen,
n

egyforma eloszldsi valdszintiségi valtozok sorozata eqy valdsziniiségi mezdn, Sy, = > &k,
k=1

k=1,2,.... Azt mondjuk, hogy ezek a &,, n = 1,2,..., valdsziniségi vdltozok teljesitik
a nagy szamok erds torvényét, ha létezik olyan E szam, melyre teljesiil, hogy az %ﬂ,
n=1,2,..., valosziniiséqgi vdltozok eqy valosziniiséggel konvergalnak az E szamhoz, azaz

ahhoz a valdsziniségi valtozohoz, amely eqy valosziniiséggel az E konstanssal egyenld.

Tétel a nagy szamok erds torvényérol. Legyen &1, &, ..., fuggetlen, egyforma
n

eloszlast valdszindiségi vdltozék sorozata, és definidljuk e sorozat S, = > &k, n =
k=1

1,2,..., részletosszegeit. Ha E|&| = oo, akkor az S"T("J), n = 1,2,..., sorozat eqy

valdsziniséggel divergens. Ha E|&1| < oo, akkor a &1,&,... sorozat teljesiti a nagy
szdmok erds torvényét E = F& konstanssal, azaz ebben az esetben

lim Sn(w)

n—oo n

= F&  majdnem minden w € Q-ra.

Tétel a nagy szamok gyenge torvényérol. Legyen &, k = 1,2,..., fliggetlen,
egyforma eloszldsu valosziniiségi vdltozok sorozata valamely F' eloszldsfiigguénnyel. Ezen

n
valdsziniségi valtozok % > &k, n = 1,2,..., dtlagai akkor és csak akkor teljesitik a
k=1

nagy szdmok gyenge t(')'rvéﬁyéu azaz akkor és csak akkor konvergdlnak sztochasztikusan
n — oo esetében valamely a, —oo < a < 00, szdmhoz, ha teljesulnek a

u

lim z[F(—z)+ (1 —F(z))]=0, és lim zF(dx) =a

reldciock. A lim ffu xF(dz) = a feltételben szerepld a szam, megegyezik azzal az a
U— 00
n
szammal ahovd az % > &k, n=1,2,..., dtlagok konvergdlnak.
k=1



A fenti két tétel Osszehasonlitasabol kovetkezik, hogy ha teljesiilnek a nagy szamok
er0s torvényérol szolo tétel feltételei, akkor a nagy szamok gyenge torvényérdl szolo tétel
feltételeinek is teljestilniiik kell. Lassuk be kozvetleniil ezt az allitast.

A Lebesgue tételbdl és az E|¢| < oo reldciébdl kovetkezik, hogy lim [ fu xF(dx) =
[ aF(dz) = E&. Mésrészt 2(1 — F(z)) < [uF(du), és lim [ uF(du) = 0
szintén a Lebesgue tétel szerint. Tehdt lim z(1— F(z)) = 0, ha E|{| < oo. Hasonl6an

lim zF(—x) = 0 ebben az esetben.

r— 00
Annak érdekében, hogy a nagy szamok gyenge és er0s torvényének a kapcsolatat
jobban megértsiik tekintsiink néhany példat.

1. példa. Tekintsiik fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok olyan &1, &o, . . .,
sorozatat, amelyeknek van sirlségfiiggvényiik, és az f(x) = C|z|~%, ha |z| > 1,
f(x) =0, ha |z| < 1 alakd, ahol @ > 1, és a C' = C(«) konstans 1gy van vélasztva, hogy
[25 f(z)dx =1, azaz f(x) strliségfiiggvény. Ha a > 2, akkor E|&| = [7 |o|f(z) dz <
00, és érvényes a nagy szémok erés torvénye. Ha v = 2, akkor B[] = [7_ |z|f(z) dz =
00, és a nagy szamok erds torvénye nem teljesiil. S6t, ebben az esetben F(z) =
C’fxoo m%d:l: = Cz7 !, hax > 1, ezért lim 2F(z) = C > 0, és a nagy szamok gyenge

r— 00

torvénye sem teljestil. Ha 1 < o < 2, akkor szintén sem a nagy szdmok erds sem a nagy
szamok gyenge torvénye nem teljesiil.

2. példa. Tekintsiink fiiggetlen, egyforma, Cauchy eloszlasi &1,&s, ..., valdoszintiségi
valtozdkat, azaz olyan valdszinliségi valtozdkat, amelyeknek f(x) = %ﬁ, —o0 <z <
oo, alaku siriségfiiggvényiik van. Az els6 példa érvelése (az o = 2 esetben) mutatja,
hogy ezek a valdszintliségi valtozok sem teljesitik a nagy szamok gyenge torvényét. Sot,

mint késébb latni fogjuk, ennek a sorozatnak a kovetkezd nevezetes tulajdonsaga is

n
megvan. E valdszinliségi valtozok % > &, atlagainak az eloszldsa minden n szdmra
k=1

ugyanaz a Cauchy eloszlas, mint a &; valdszintiségi valtozo eloszlasa.

3. példa: Legyen &, k= 1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok

sorozata, az f(u) = #gmp ha |u| > 3, f(u) = 0, ha |u| < 3, képlettel megadott
Cdu

stirtiségfiiggvénnyel. (A C konstanst az f|u|>3 Plogla) = 1 reldcidé hatdrozza meg.)

m
Definidljuk az S, = > &, n = 1,2,..., részletosszegeket. Ekkor F|{;| = 0o, ezért ezek
k=1

a valdszintiségi valtozdk nem teljesitik a nagy szamok erés torvényét. Masrészt az %

atlagok sztochasztikusan tartanak nulldhoz, azaz minden € > 0 szdmra P (’ Sn—"} > 6) —
0, ha n — oco. Ez azt jelenti, hogy ez a sorozat teljesiti a nagy szamok gyenge torvényét.

A 3. példa indokldsa: E valészintiségi valtozokra E|&1| = [uf(u)du = [;° 25— du =

ulogu
00, mert f; ﬁgu du = [loglogu)%, és xlirgo loglogz = co. (Ez példdul onnan lathatd,

hogy az xl;gx primitiv fliggvénye a loglogz fiiggvény.) Ez azt jelenti, hogy ez a
sorozat nem teljesiti a nagy szamok eros torvényét. Mivel a &, valdszintiségi valtozok
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n
strliségfiiggvénye paros fliggvény, annak megmutatasa érdekében, hogy az % == > &
k=1
valoszintliségi valtozok sztochasztikusan tartanak nulladhoz a nagy szdamok gyenge torvé-
nyérol szolo tétel alapjan elég megmutatni azt, hogy

lim z[(1 — F(z)) + F(—z)] = lim x/oo __ du = 0. (a)

200 T—00 u?loglogu

2C
u2loglogu —

7 oo oo _ .
=, hau >z, ezért v [ 2 2€__du < ex [u?du = €, ha x > x(e). Mivel ez
u?? ’ xz u?loglogu T ’

az egyenl6tlenség minden £ > 0 szdmra érvényes, innen kovetkezik az (a) formuldban
megfogalmazott relacio.

Mivel minden ¢ > 0 szamhoz létezik olyan = = x(e) kiisz6bindex, amelyre

Késébb, a gyakorlaton megtargyalom, hogyan lehet a 3. példa allitasat kozvetleniil,
a nagy szamok gyenge torvényérol szélo tétel felhasznédlasa nélkiil bebizonyitani.

A fenti példak hasonlitottak egyméshoz abban, hogy mindegyikben a stirtiségfiiggvény
1

a plusz-minusz végtelen kornyezetében aszimptotikusan tgy viselkedett, mint .5 szo-
rozva egy logaritmus hatvany rendii korrekcios taggal. E korrekciés tag nagysaga be-
folyasolta, hogy bizonyos integralok konvergensek-e vagy divergensek, és ettol fiiggott,
hogy teljesiil-e a nagy szamok erds vagy gyenge torvénye. Lattuk, hogy a nagy szdmok
kiilénb6zo torvényeit kimondo tételekben és példakban az jatszott fontos szerepet, hogy
az Osszeadandok eloszlasfiiggvényei hogyan viselkednek a 4+oo kornyezetében, milyen
gyorsan tartanak ott az eloszlasfiiggvények egyhez illetve nullahoz. Ettdl fligg ugyanis,

hogy az ott szerepld integralok konvergensek vagy divergensek.

Rétérek a nagy szamok erds torvényének a bizonyitasara. A bizonyitasban hasznos
az alabbi lemma, amely azt a tulajdonsagot, hogy egy valdszintliségi valtozé abszolut
értékének a varhato értéke véges ekvivalens médon fejezi ki a valdszinliségi valtozo
eloszlasfiiggvényének a segitségével.

Lemma annak jellemzésérol, hogy egy valdszintiiségi valtozé abszolut értéké-

nek a varhaté értéke mikor véges. FEqgy & valdsziniiségi valtozo abszolut értékének
o0

E|¢| vdrhato értéke akkor és csak akkor véges, ha > P(|] > n) < co.

n=1

A lemma bizonyitdsa. Vezessiik be a kovetkezd € valdszinfiségi valtozot: £ =7, ha
j—1<|§ <j,7=1,2,.... Ekkor P(0 < [¢|—& < 1) =1, ezért a |{] és £ valdszinliségi
. ® -
véaltozok varhaté értéke egyszerre véges vagy végtelen. Masrészt EE = > jP({ =j) =
j=1

>

S iP(j —1 < |£] <), ezért ennek az Ssszegnek a konvergencidjat vagy divergencidjat
j=1

kell vizsgélnunk.

Felithatiuk, hogy 3 jP(j — 1 < [¢] < ) = £ i(P(le] > j = 1) = P(le] > J).
J= J=



Rendezziik at a fenti osszeget a kovetkez6 médon. Tetszoleges N szamra

N N

S PG -1< ¢ <) =D j(P(é>j-1) - P(¢ > j))

=1 =1

’ N—-1 ’ N—-1

P(l¢] > 5)((G+1) = j) = NP(I¢| > N) = Y P([¢] > j) = NP(|¢| > N).
j=1

Jj=1

Megmutatom, hogy N — oo hatardtmenettel a fenti relaciébdl kovetkezik a Lemma
allitdasa. Valéban, ha FE|{| < oo, akkor vélaszthaté egy K < oo szam gy, hogy

tetszéleges N > 1 egész szamra NP(|¢] > N) < > jP(G -1 < [¢§] < j) <
J=N+1

o]

> jP(j — 1 < [£] < j) < K. Ebben a becslésben a K konstans nem fiigg az N
j=1

szamtol. Igy az el6z8 becslés alapjan az E|¢| < oo esetben léteznek olyan univerzalis
L és K szamok, amelyekre

N-1
L> Z P(l¢(] > j)— K minden N =1,2,... szamra,

és innen Y P(|¢] > j) < 00).
j=1

Ha E|¢| = oo, akkor Y P([¢| > j) = oo, mert ekkor
N=1
N—1 N
> P(l¢ > ) ZZ (=1 <E] <),
=1 =1

és lim ZJP(J—l <l¢l<j) =

N—>oo

Megjegyzés: Az Osszegnek a fenti szamolasban tortént dtrendezését Abel-féle atren-
dezésnek nevezik, és ez sokszor hasznos. Az Abel-féle atrendezés egyébként az in-
tegralszamitasban alkalmazott parcialis integralas diszkrét megfelelGje.

Megjegyzem, hogy ennek a fenti lemmanak igaz a kovetkezé altalanositasa, amelyet
hasonléan lehet bizonyitani. De mivel erre nem lesz sziikségiink, ennek bizonyitasat
elhagyom.

A varhato érték létezésérol szoléo lemma altalanositasa. FEgy & valdsziniségi
vdltozo akkor és csak akkor teljesiti az E|&|" < oo momentum feltételt valamely r > 1

szdmra, ha Y n" " P(|¢] > n) < .

n=1



A nagy szamok er0s torvényének eloszor a negativ felét bizonyitom be. A nagy
szamok erOs torvényérol szold tételnek ezt a részét az alabbi lemma tartalmazza.

Lemma fiiggetlen, egyforma eloszlasti nem integralhaté valészintiségi valto-
zok atlaganak a viselkedésérol. Ha &1,&o,. .. fdggetlen egyforma eloszlasu valo-

szindiségi vdltozok, és E|&| = oo, akkor az 2= éw =1 Z &p(w), n=1,2,..., dtlagok

sorozata majdnem minden w € 2 elemi eseményre dzvergens

A lemma bizonyitisa. Felhasznajuk azt a lemmat, amely azt jellemzi, hogy egy va-
16szintliségi valtozé abszolut értékének a varhatd értéke mikor véges. Ezen eredmény,
az E\fl\ = 00 relacié és a ; valdszinliségi valtozok azonos eloszldsa miatt érvényes

a Z P(l&] > n) = Z P(|€,] > n) = oo relacié. A &, valdsziniiségi valtozok

fuggetlensege miatt az {w |€n(w)| > n} események is fiiggetlenek. Ezért a Borel-
Cantelli lemmabol kovetkezik, hogy majdnem minden w € Q-ra |, (w)| > n végtelen
sok az (w elemi eseménytél fiiggé) n indexre. Tekintsiink egy olyan w € Q elemi

eseményt, amelyre lim ”( ) = ¢ valamilyen véges a szamra. (Ez az a szdm fligghet

n—oo
az w elemi eseménytél.) Ilyen w pontokban a lim %() = a relacio is teljesiil. Ezért
n—oo
lim (S"T(Lw) — S”‘;(w)> = lim 'E”ni) = 0. Ez a reldcié viszont, mint lattuk, csak egy
n—oo n—oo

nulla valészintiségi halmazon teljestilhet.

A nagy szamok erés torvényérol szold tétel konvergencia részének bizonyitasa meg-
felelo becslések alkalmazasat igényli. Annak érdekében, hogy a bizonyitasban felmeriilo
problémakat és gondolatokat jobban megértsiik, felidézem e tétel azon gyengébb valto-
zatanak a bizonyitasat, amelyet a bevezet6 valdszinliségszamitas eloadason ismertettem.

A nagy szamok erds torvényérol szolo tétel egy gyengébb valtozata. Legyen
£1,&a, ..., fuggetlen, egyforma eloszldsu valdsziniségi vdltozok sorozata egy (2, A, P)
valdsziniiségi mezén, amelyekre teljesiil az EE} < oo feltétel, és vezessiik be az S, =
> & waldszindségi vdltozdkat. Ekkor az S”T(“J) valosziniségi valtozok majdnem min-
j=1

den w € Q-ra konvergalnak az E¢1, szamhoz, azaz ezen valosziniségi viltozok sorozata
teljesiti a nagy szdamok erds torvényét az £ = E¢ konstanssal.

A tétel bizonyitdsa. Bevezetve a éj =& — B¢, j = 1,2,..., valészinliségi valtozokat
olyan fiiggetlen, egyforma eloszldsi valdszintiségi valtozokat kapunk, amelyeknek a var-
n n

haté értéke nulla, és EE* < 0. Ezenkivill Y & = Y & + nE¢;. Ezért elég beldtni a
j=1 j=1
tétel allitasat nulla varhaté értéki valdszintiségi valtozok atlagara.

Tekintsiik ezt az esetet, és szamoljuk ki az

Su )’
E (—) = %E(& + 4 &)

n
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varhaté értékeket.

ESy =BG+ +&)° ZEfk+6 Y EGEG+4 ) ECEG
1<j<k<n 1<4,k<n
£k =0

+12 ) E&E&LEG
1<k<I<n1<j<n >
j#k, j# =0

+24 ) EGEGEQES,

1<j<k<l<m<n

= nEﬁzf + 3n(n — 1)(E€%)27

4 4
1 S ESA
=P 41 <« —E n _ n
>€) ( >€>_z—:4 (n> niet
Lpet+3(1- ) (E&H)?) _ const.
- n2et — n2et

=0

ezért

Sn

n

p(S

n
n

Ebbdl a becslésbdl kovetkezik, hogy Z P (| S ‘ > z—:) < oo minden € > 0 szamra, és a

Borel-Cantelli lemma (kénnyebbik felebol) kovetkezik, hogy minden ¢ > 0 szdmra és
ST(“’)‘ < ¢, han > np(w). Alkalmazva

ezt a relaciét minden ¢ = % szamra k = 1,2,..., megkapjuk a nagy szamok erds

torvényét.

A bizonyitasban fiiggetlen, nulla varhaté értékii egyforma eloszlasi valészintiségi
valtozok atlaganak a negyedik momentumara adtunk jo becslést, és ebbdl a becslésbol
kovetkezett a nagy szamok torvénye. Ahhoz azonban, hogy ezt a becslést végre tudjuk
hajtani, sziikség volt arra a feltételre, hogy a tekintett valdszintiségi valtozoknak 1étezik
negyedik momentuma. Felmeriil a kérdés, hogyan lehet a fenti érvelést tigy modositani,
hogy az megadja a nagy szamok torvényét joval gyengébb momentum feltételek esetén
is.

Ha a tekintett valdszinliségi valtozoknak létezik masodik momentuma, de ennél
er6sebb momentumfeltételt nem tesziink fel, akkor az el6z6 mdédszer megfelelGje a Cse-
bisev egyenlGtlenség alkalmazédsa lenne fiiggetlen, egyforma eloszlasa valdszintiségi val-
tozok atlagara. Felidézem a Csebisev egyenlotlenséget.

Csebisev egyenlStlenség: Ha eqy & valdsziniiségi viltozé mdsodik momentuma EE? =
ma, akkor tetszdleges x > 0 szdmra

P(gl > @) < =3

10



Innen kivetkezik, ha ezt az eqyenlétlenséget a &€ = & — E€ valdszindséqi vdltozora alkal-
mazzuk, hogy

Var &

’
2

P(l§ = B¢ > ) <

Fiiggetlen, nulla varhato értéki és véges masodik momentummal rendelkezo &1, &,
n

., valészintiségi valtozdk S,, = &; Osszegének eloszlasdra a Csebisev egyenl6tlenség
j=1

a kovetkez6 becslést adja.

n Var § > Varg;
ar S,  j=1

P(|Sp| >x)=P Elﬁj >z | < = =

j:

xr2

Ha fiiggetlen, egyforma eloszldsi nulla varhaté értékii valdszintiségi valtozdk atlagat
tekintjiik, akkor a fenti egyenlotlenség a

n-E >
Sn .];l gj ES%
Pl|—|>ne) < =
n g2n2 ne?

becslést adja. Ebbdl a becslésbol kovetkezik a nagy szamok gyenge torvénye, de nem
kovetkezik a nagy szamok erds torvénye. Viszont az alabb ismertetendé Kolmogorov
egyenlotlenség segitségével, amely tekintheto a fliggetlen valdszintiségi valtozok Gssze-
gének eloszlasardl szolé Csebisev egyenlGtlenség élesitésének is, be lehet bizonyitani a
nagy szamok torvényét az altalanos esetben. Ismertetem ezt az eredményt.

Kolmogorov egyenlStlenség. Legyenek &1,...,&, figgetlen, (nem feltétlendl egy-
k

forma eloszldsi) valdszindségi vdltozdk, E&, = 0, EEE = Varéy, = o2, Sk = Y. &,
p=1

k=1,...,n. Ekkor

n

2
ES; =
x2 x2

2
Ok
1

P (s 502)

1<k<n

minden x > 0-ra.

Tekintsiik fliggetlen, nulla varhaté értéki, véges masodik momentummal rendelkezé
valoszintliségi valtozok sorozatat, és legyen S, az els6 n tag részletosszege. Nyilvanvald,
hogy sup |Sk(w)| > |Sn(w)|. Viszont vannak a valdsziniiségszamitdsnak olyan eredmé-

1<k<n

nyei, amelyek azt fejezik ki, hogy a tekintett sup | Sk (w)| kifejezés nem sokkal nagyobb,
1<k<n

mint az ebben a szuprémumban szerepl6 utolsé |.S, (w)| tag. Ezekben az eredményekben
annak a valdsziniiségét hasonlitjak Ossze, hogy e két kifejezés értéke nagyobb, mint va-
lamilyen x > 0 szam, és ezek bizonyos értelemben azonos nagysagrendiiek.

11



A Kolmogorov egyenlétlenség is tekinthetd ilyen jellegii eredménynek. Ez az egyen-

16tlenség ugyanazt a felsd becslést adja a P | sup [Sk(w)| > z | valdsziniiségre, mint
1<k<n

amit a Csebisev egyenl6tlenség ad a P(|S,(w)| > z) valdszinliségre. A Kolmogorov
egyenlotlenség bizonyitasa el6tt megmutatom, hogyan lehet ezen egyenlotlenség és az
alabb megfogalmazott (nem valdszintiségszamitds jellegii eredményt tartalmazd) Kro-
necker lemma segitségével bebizonyitani a nagy szamok erds torvényét az altalanos
esetben. A Kronecker lemma bizonyitdsat is késébbre halasztom.

Kronecker lemma: Ha az a, €és q,, n = 1,2,..., valds szamoknak olyan sorozatai,

o0
amelyekre > a, dsszeq konvergens, a q, sorozat monoton néd és lim g, = oo, akkor
n=1 n— oo

n
lim = 3 apqr = 0.
k=1

n—oo dn

Erdemes a Kronecker lemma kovetkezményeként megfogalmazni annak alabbi spe-
cidlis esetét, amelyet a,, = = és ¢, = n vélasztdssal kapunk.

Kronecker lemma kovetkezménye. Legyen x,, n = 1,2,..., valdos szamok olyan

n—oo

oo n
Ty o . 1 o
sorozata, amelyre a ) “n osszeg konvergens. Ekkor lim - ]; lxk = 0.
n= —

A nagy szamok erds torvényét a fenti eredmények segitségével fogom bebizonyitani
az altalanos esetben. A bizonyitdsban alkalmas csonkitast fogunk alkalmazni, amely
lehetové teszi, hogy véges masodik momentummal rendelkez6 valészintliségi valtozokkal
dolgozzunk.

A nagy szamok torvényérdl szolo tétel konvergens részének a bizonyitdsa a fenti eredmé-
nyek segitségével. Azt kell megmutatni, hogy amennyiben &1, &, . . ., fliggetlen, egyforma
n
eloszlasu valészintiségi valtozok, és E|¢| < oo, akkor = > Ey(w) — E& 1 valészinii-
_ k=1
séggel. Bevezetve a &, = &, — F&,, n = 1,2,..., valészinliségi valtozokat nem nehéz
belatni, hogy az allitast elegend6é belatni nulla varhaté értékli valdszintiségi valtozok
atlagara. Ezért a tovabbiakban felteszem, hogy E¢; = 0.

Vezessiik be a &, valészintiségi valtozé &, = &, + &, &, = £, 1(|&n| < n), & =
Enl(]€n] > n) alakd felbontdsat, ahol I(A) az A halmaz indikatorfiiggvényét jeloli.
Felhasznélva a lemmat annak jellemzésérdl, hogy egy valdsziniségi valtozo abszolut ér-
tékének a varhato értéke mikor véges kapjuk, hogy

D P #0) =) P(I| > k) < oo
k=1 k=1
Ezért a Borel-Cantelli lemma alapjan egy valdszintiséggel csak véges sok k indexre tel-

jesil a &/ (w) # 0 relacid, és % > &l (w) — 0 egy valészintiséggel. A tétel bizonyitasdhoz
k=1

12



azt kell beldtni, hogy a = > & (w) — 0 egy valészinfiséggel reldcié szintén teljesiil.
k=1

n
Ezel8tt azt mutatom meg, hogy 1 >~ F¢) (w) — 0. Valéban,
k=1

S

> Eg,
k=1

1 n
-3
k=1

1 n
< E;Emuﬂm > k) =0,

ha n — oo, mert az E|&;| < oo relaciébdl kévetkezik, hogy E[&1]1(|€1] > k) — 0, ha
k — oo.

Ezen Ossszefiiggés alapjan a tétel bizonyitasdhoz azt kell igazolni, hogy

— Z & (w) — B¢ (w)) — 0 egy valdszintliséggel.

Ennek érdekében el6szor azt mutatom meg, hogy
= 1 = 1
2
> g Varg), < > B
k=1 k=1

Ezen allitas igazolasanak céljabdl irjuk fel az

k

1 . . .
E§ <3 ZJZP J=1<Igl <i) =15 ) PG -1 <&l <)
j=1
egyenlotlenséget, és Osszegezziik ezt minden k = 1,2, ... indexre. Azt kapjuk, hogy
Zk— T<Y @Y FPPG-1<lal <) =) PPG-1<lal<i) (D m
k=1 k=1 j=1 j=1 k=3

[oe)
< comst. Y _jP(j — 1< |&] < j) < const. (E|¢1| + 1) < o0,
j=1

amint allitottam.

Az el6z6 egyenl6tlenség és a Kolmogorov egyenl6tlenség segitségével belatom, hogy

végtelen Osszeg 1 valdszintiséggel konvergens. (b)

- (W Eék( )
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Ehhez elég azt megmutatni, hogy a Tp,(w) = > w, n=1,2,..., sorozat egy
k=1

valoszintiséggel Cauchy sorozat. Viszont a Kol_mogorov egyenlotlenség alapjan

P( sup |1y — T,| >€> = lim P( sup [Ty — Ty, >€)
n<k<oo N—=oo  \n<k<N

minden n-re és £ > 0-ra. Ezért

P( sup ]Tk(w)—ﬂ(w)|>2€>§P( sup \Tk(w)—Tn(w)|>€)

n<k,l<co

+P( sup [T} (w) — T (w |>5)— 22

n<l<oco

Vezessiik be az 4,, = A, (¢) = {w: sup |Ti(w)—T1(w)| > 2¢}, n =1,2,... halma-
n<k,l<co

zokat. Mivel lim Z E§’2 = 0, az utols6 becslésbol kovetkezik, hogy lim P(A4,) =

TL—)OOJ n n—oo
0. Mivel az A, halmazok egymasba skatulydzottak, Ay D Ay D A3 D --- ezért ez a
relacié azt jelenti, hogy majdnem minden w-hoz létezik olyan n = n(w,¢) index, ame-

lyre w ¢ A, azaz  sup |Ti(w) — Tj(w)| > 2e. Mivel ez minden £ > 0 szdmra igaz,
n<k,l<oco

innen kovetkezik, hogy a T}, (w) sorozat Cauchy sorozat majdnem minden w € 2 elemi
eseményre, és a (b) reldci6 érvényes.

A Kronecker lemma kdvetkezménye és a (b) relacié alapjan % zn: (& — E¢,) — 0
egy valdsziniiséggel. A tétel bizonyitasat befejeztiik. =

Be kell még bizonyitani a Kolmogorov egyenlétlenséget és a Kronecker lemmat.
A Kolmogorov egyenlétlenség bizonyitasa: Definidljuk a

T(w) = min{k: k <n; |Sk(w)| > =}

valdészintiségi véltozdt. (7(w) = n ha Sk(w) < = minden k < n-re.) Azt éllitom, hogy

ES} ) < ES}. (c)
Az utolsé egyenlotlenség és a Csebisev egyenlétlenség alapjan
ES? ES?
— 7(w) n
P (I]zlgaécwk\ > x) =P (|Srw)] > 1) < = < R
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és ez a Kolmogorov egyenl6tlenség.

A kivant egyenlGtlenség bebizonyitasanak érdekében vegyiik észre, hogy

BS?— BS%) = 3 B(S — $1)(Sn — Sk + 250 ({r(w) = )

k=1
=3 E(S, - S I({r(w) = k}) + 23 E(S, — Si)SiI({T(w) = k})-
k=1 k=1

(d)
Mivel az S,, — Si és SpI({7(w) = k}) valdszintliségi valtozok fiiggetlenek, (az S, — Sk
a&,l=k+1,....,n,az SpI({r(w) = k}) az &, | = 1,..., k valdsziniiségi valtozoktdl
fiigg,) és E(S,, — Sk) = 0, ezért

E(S, — S)Sul({7(w) = k}) = E(S, — Sp)ESI({r(w) = k}) = 0.

Innen kovetkezik, hogy a (d) azonossag jobboldaldanak a masodik tagja nulla. Mivel az
elsé tag egy nem negativ valosziniiségi valtozok varhaté értékének az Gsszege, ezért a (d)
azonossagbdl kovetkezik az (c) relacié. A Kolmogorov egyenl6tlenséget bebizonyitottuk.

A Kronecker lemma bizonyitdsa. A bizonyitds az un. Abel féle dtrendezés moédszerén
o0

alapul. Vezessiik be az s, = > ap mennyiségeket. Legyen ¢o = 0. Ekkor
k=n

n

1 < 1 1 .
— Z apde = — Z(Sk = Sk41)qk = — | —Sn41qn + Z sk(qk — qr—1) | -
In 1= q q

=1 n k=1

Rogzitve egy tetszOlegesen kis € > 0 szamot vélasszunk egy olyan N = N(e) kiiszébin-
dexet, amelyre igaz, hogy |sx| < € ha k > N. (Ez lehetséges, mert lim s, = 0.) Mivel

n—oo

qr — qrx—1 > 0 minden k indexre a g sorozat monotonitasa miatt, ezért

1 Z se(ar — qr—1)| < elan —an-1) <e
o In
Maésrészt, mivel lim ¢, = oo és lim s, =0
n—o0 n=o0
‘ 1 N—1
n@g;);; <__Sn+1QR'+'£§; 3k(Qk“Qk1)> = 0.
A fenti becslésekbdl kovetkezik, hogy
1>
hin—i%p —n ; arqr| < €




Mivel ez az allitas tetszoleges € > O-ra igaz, innen kovetkezik a Kronecker lemma.

A nagy szdmok erds torvényének bizonyitasanak fontos része volt azon (b) for-
muldban megfogalmazott allitas igazolasa a Kolmogorov egyenlétlenség segitségével,
o0 ’ ’
amely szerint a > % Osszeg konvergens. Természetes mdédon felmeriil az az
=1
altalanosabb kércfés, hogy végtelen sok fiiggetlen valdszintiségi valtozé Osszege mikor
konvergens. A Kolmogorov egyenl6tlenség segitségével erre a kérdésre is kielégito valaszt
lehet adni. Ismertetek két ilyen jellegti eredményt. Az els6é eredmény, amelyet Kolmo-
gorov-féle egy-sor tételnek is neveznek az irodalomban egy gyakran jol hasznalhato,
egyszerien ellendrizhet6 feltételt ad a konvergencia teljesiilésére. A masodik, az iro-
dalomban Kolmogorov-féle harom sor tételnek hivott eredmény, amely ennek élesitése,
megadja annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy végtelen sok fiiggetlen valdszinti-
ségi valtozd Osszege egy valoszinliséggel konvergdljon. Ismertetem ezt a két eredményt.

Kolmogorov-féle egy sor tétel. Legyenek &1,&s, ..., fiiggetlen valosziniiségi valtozok,
amelyeknek léteznek véges EE; < oo mdsodik momentumai minden k = 1,2,... szdmra,

és B, = 0 minden k =1,2,... indexre. Ha Y Var, < oo, akkor a Y & sorozat egy
k=1 k=1

valdsziniséggel konvergdl.

Kolmogorov-féle harom sor tétel. Legyenek &1,&o, ..., fliggetlen valosziniiségi val-

tozdk. Régzitsink valamely C' > 0 szdmot, és definidljuk a &, = & 1({|&k] < C}) valo-
o0

szintségi vdltozokat, k = 1,2,..., ahol I(A) az A halmaz indikdtorfiggvénye. A > &k

k=1
véletlen osszeq akkor és csak akkor konvergens eqy valosziniséggel, ha a &, k=1,2,...,

valosziniségi valtozok sorozata teljesiti a kovetkezd feltételeket:

(i ki:flP(ék £E) = ép(\m > 0) < o0,

oo
(i) A > E¢;, dsszeg konvergens.
k=1

(iii) > Varg), < oc.
k=1

1. megjegyzés: A Kolmogorov-féle harom sor tétel eredménye specialisan azt is je-
lenti, hogy ha a benne szereplé (i), (ii) és (iii) feltétel teljesiil valamilyen C' > 0 szamra,
akkor az minden C' > 0 szamra teljesiil. Ezt nem nehéz kozvetleniil belatni, de ennek bi-
zonyitasatol eltekintek. Viszont megmutatom, hogy amennyiben fliggetlen valészintiségi
valtozok sorozata teljesiti a Kolmogorov-féle egy sor tétel feltételeit, akkor teljesiti
a Kolmogorov-féle harom sor tétel feltételeit is. Ez specidlisan azt is jelenti, hogy a
Kolmogorov-féle egy sor tétel bizonyitasat elhagyhatjuk, elég a Kolmogorov-féle harom
sor tételt bebizonyitani.

Ha fliggetlen &1, &, ..., valoszintliségi valtozdk sorozata teljesiti a Kolmogorov-féle

o0
egy sor tételét, azaz B2 < oo, B¢, = 0 minden k = 1,2, ... indexre, és > E£Z < oo,
k=1
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akkor ezek a valészintiiségi valtozok teljesitik a Kolmogorov-féle harom sor tétel feltételeit
is.
Az (i) feltétel teljesiil, mert a Csebisev egyenlStlenség alapjan P(&, # &) =
00 00 ,
P(|&| > C) < &EEE, ezért Y P& # &) =< & > B < oco. Ervényes a
k=1 k=1

(ii) feltétel alabbi élesebb valtozata is: ) |E{.| < oo. Valdéban, mivel E¢, = 0,
k=1
ezért |Eg| = |B&I(|Sk| > CO) < GEGI(&] > C) < ¢EER, és innen 37 |Eg| <
k=1

o oo oo
& 3 F&E < oo. Végill a (iii) reldcid is teljesiil, mert Y. Varg, < Y- E&7 < oo.

k=1 k=1 k=1
2. megjegyzés: A Kolomogorov-féle harom sor tétel annak adja meg a sziikséges és
elégséges feltételét, hogy fiiggetlen valdszinliségi valtozdk Osszege egy valdszintiséggel
konvergéljon. Erdemes megjegyezni, hogy amennyiben e feltételek valamelyike nem
teljestil, és a tekintett Osszeg nem konvergal egy valdsziniiséggel, akkor az csak nulla
valoszinliséggel konvergalhat. Kozbiilsé eset nincsen. Tehat nem lehetséges megadni
példaul olyan fliggetlen valészintiségi valtozdkat, amelyek Gsszege mondjuk 1/2 valészi-
niiséggel konvergal és 1/2 valészintiséggel divergdl. Ez kovetkezik a valdszinliségszamitas
egyik alapveto eredményébdl, az tigynevezett 0—1 torvénybol, amelyet a harom sor tétel
bizonyitasa utan fogok targyalni.

A Kolmogorov-féle harom sor tételnek itt csak az elégséges részét bizonyitom be,
a feltételek sziikségességének bizonyitasat a kiegészitésben teszem meg. Ennek az az
oka, hogy egyrészt alkalmazdsokban az elégségesség a Tétel fontos része, masrészt a
sziikségesség bizonyitasa az itteni targyaldstél eltéré modszert igényel. Lattuk ugyan-
is, hogyan lehet fliggetlen valészintliségi véaltozdk szérasnégyzeteinek az ismeretében e
valtozok Osszegeit megbecsiilni. De, ha a fiiggetlen valdszintliségi valtozok Osszegének a
konvergenciajabdl a valdszintiségi valtozdk szorasnégyzeteinek osszegére akarunk kovet-
keztetni, akkor ez 1j gondolatokat igényel.

A Kolmogorov-féle harom sor tétel elégségesség részének bizonyitisa. Azt akarjuk meg-
mutatni, hogy amennyiben a fiiggetlen ¢, valészintiségi valtozdk teljesitik az (i), (ii)
n

és (iii) feltételeket, akkor a T;, = > & (w), n = 1,2,..., valdszinliségi valtozdk egy
ki

valoszintliséggel konvergensek. Hasonléan érvelve, mint amikor a nagy szdmok erds tor-
vényének a konvergencia részét bizonyitottuk, megmutathatjuk, hogy elég belatni azt,
hogy tetszoleges € > 0 szamra

> 6) — 0.

e) <ZP£k¢fk>+P<sup

ben m>n

ka

lim P (Sup

n—00 m>n

Vegyiik észre, hogy

(sgp ka ka

>5)
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<> PE#E)+P (sgp > (&G —E&)| >e—suw |} Eg, ) ,
k=n MZN | p=n MmZN | p=n
tovabbd Y P({x # &),) — 0 n — o0 esetén az (i) feltétel miatt, és sup | Y E& | < 5,
k=n n>m |k=n

ha n > n(e) a (ii) feltétel miatt. Végiil a Kolmogorov egyenldtlenség alapjin

m

> (& - E&,)

k=n

£ k=n
> | <4—
5 >

3 — 0, han— oo
€

) i Var &,

P | sup
m>n

a (iii) tulajdonsag miatt. Ezekbdl az egyenlStlenségekbdl kovetkezik a Kolmogorov-féle
harom sor tételben megfogalmazott konvergencia, ha teljesiilnek az (i)—(iii) feltételek.

Kovetkezo 1épésben az tigynevezett Kolmogorov-féle nulla egy torvényt targyalom,
amely informalisan és kissé pongyolan megfogalmazva azt mondja ki, hogy egy olyan
eseménynek, amely fiiggetlen valdszintiségi valtozok sorozatanak csak a ‘végtelen tavoli
tagjaitél’ fiigeg vagy nulla vagy egy a valdszintisége. Kissé pontosabban, olyan eseménye-
ket tekintiink, amelyekre igaz az, hogy barmely n indexre azok bekovetkezése vagy be
nem kovetkezése nem fligg a & (w), ..., &, (w) valdsziniiségi valtozdk értékeitél. Annak
érdekében, hogy a tételt pontosan meg tudjam fogalmazni el0szor bevezetem a farok
o-algebra fogalmat.

Valészintliségi valtozék sorozata altal meghatarozott farok o-algebra defini-
ciéja. Legyen &1,&a, ..., valdszintiségi valtozok sorozata valamely (2, A, P) valdszini-
ségi mezon. F wvaldsziniségi vdltozok sorozata dltal meghatdrozott Foo farok o-algebrdt
az Foo = [ Fn képlet hatdrozza meg, ahol F,, = B(&n,&nt1,---) a legszikebb olyan

n=1
o-algebra, amelyre nézve a &,,&n+1, ... valdszinilségi vdltozok mindegyike mérheto.

Ezutan megfogalmazom a Kolmogorov-féle nulla egy torvényt.

Kolmogorov-féle nulla egy torvény. Legyen &1,&o,. .., fliggetlen valosziniségi val-
tozok sorozata egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn, és tekintsik e sorozat dltal meghatd-
rozott Foo farok o-algebrdt. Ha eqy A eseményre A € Fo, akkor vagy P(A) = 0 vagy
P(A)=1.

A tétel bizonyitdasa. Tekintsiink egy A € F,, eseményt, és jelolje B az A eseménytol
fiiggetlen eseményekbdl all6 rendszert, azaz B € B akkor és csak akkor, ha P(ANB) =
P(A)P(B). Azt allitom, hogy F1 C B, ahol F1 = B(&1,&2,...) a legsziikebb olyan o-
algebra, amelyre nézve a &1, &3, . .. valésziniiségi valtozok mindegyike mérhet6. Valéban,
tetszéleges n = 1,2,... szamra minden B € B(y,...,&,), esemény fliggetlen az A
eseménytSl, mert A € Foo C Fpy1, 6s a Frui1 = B(&na1,€nv2,---) és B(&1, ..., &)
o-algebra elemei egymastol fiiggetlen események.

Vezessiik be a p1(B) = P(AN B) és uz(B) = P(A)P(B) halmazfliggvényeket min-

den B € A halmazra. Lattuk, hogy u1(B) = pe(B) minden B € F = |J B(&1,...,&)
1

n=
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halmazra. Ezenkiviil, mind p; mind puo mérték az A o-algebran. Tovabba az elébb
definialt F halmazrendszer algebra, és az F algebrat tartalmazo legsziikebb o-algebra a
JF1 o-algebra. Mivel egy mérték kiterjesztése egy algebrarodl az 6t tartalmazdé legsziikebb
o-algebrara egyértelmi, innen kovetkezik, hogy pi(B) = po(B), azaz P(AN B) =
P(A)P(B) minden B € F; halmazra, mint éllitottam.

A bebizonyitott allitasbdl specidlisan az is kovetkezik, hogy minden A € F
esemény fiiggetlen 6nmagatol, azaz P(A) = P(A)?. Ez az sszefiiggés gy is felirhato,
hogy P(A)(1 — P(A)) =0, azaz vagy P(A) =0 vagy P(A) = 1, és ezt kellett beldtni.

Nem nehéz belatni, hogy annak az eseménynek a bekoévetkezése, hogy fiiggetlen

o0

&1,&2,. .. valdszintliségi valtozok > &,(w) Osszege konvergdl nem fiigg az elsé néhany
k=1

&, valdszintiségi valtozo értékétol, ezért ez az esemény eleme az F,, o-algebranak.

z

Igy ennek az eseménynek a valdsziniisége vagy nulla vagy 1 a Kolmogorov-féle nulla
egy torvény alapjan. Hasonldéan, annak a valdszintisége, hogy fiiggetlen valdszintiségi

véltozok T, (w) = + 3 & (w) 4tlagai Cauchy sorozatot alkotnak, azaz konvergensek,
k=1

vagy nulla vagy egy a Kolmogorov-féle nulla egy torvény alapjan. Annak a valdszintiisége,
hogy a < liminfT,, < limsupT,(w) < b szintén vagy nulla vagy egy tetszbleges a és b
n

n
szamokra. Ezen észrevétel segitségével be lehet latni, hogy a T,, valészintiségi valtozok
sorozata vagy 1 valdszintiséggel divergens, vagy létezik egy olyan —oo < a < oo szam,
hogy a T;, sorozat egy valdszintiséggel ehhez az a szdmhoz konvergal. A Kolmogorov
féle nulla-egy torvény segitségével az is lathato, hogy tetszoleges ¢,, — oo, ha n — oo
n
sorozatra P (hmsup q% > &= A) = 1 valamely —oo < A < oo szdmra. (Az, hogy
n k=1
A = oo vagy A = —oo szintén lehetséges ebben a relaciéban.) Hasonlé &llitds érvényes
akkor is, ha lim sup helyett lim inf-et tekintiink.

Rétérek a nagy szdmok gyenge torvényének a targyalasara. Nem nehéz belatni
ezt az allitast a Csebisev egyenlotlenség segitségével fiiggetlen, egyforma eloszlasi véges
méasodik momentummal rendelkez6 valdszintiségi valtozok atlagaira. De, mint lattuk, ha
fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozdk abszolut értékének véges a varhato
értéke akkor ezek atlagai teljesitik a nagy szamok erds és ezért a nagy szamok gyenge
torvényét is. Ez azt jelenti, hogy a véges méasodik momentumok kovetelése til erds
feltétele a nagy szamok gyenge torvényének. Megfogalmaztam egy eredményt, amely
megadja annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy teljesiiljon a nagy szamok gyenge
torvénye. Ez a feltétel kissé gyengébb kovetelményt ir el6 anndl, hogy az atlagban
résztvevo valdszintségi valtozdk abszolut értékének legyen véges a varhato értéke. Aldbb
megfogalmazok majd bebizonyitok egy tételt, amely a nagy szamok gyenge torvényének
feltételeit megadd eredmény élesitésének tekinthetd.

Tétel fiiggetlen, egyforma eloszlasti valészintiiségi valtozék atlagainak szto-
chasztikus konvergenciajardl. Legyen &1,&s, ..., fliggetlen, egyforma eloszldsu valo-
szintségi vdltozok sorozata, és jeldlje F(x) e valdsziniiségi vdltozok eloszldsfigguényét.
Akkor és csak akkor létezik valds szamok olyan A,, n = 1,2,..., sorozata, amelyre a
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T, =+ Z & — Ap, n=1,2,..., sorozat sztochasztikusan nulldhoz tart, ha teljesil a
lim z(1 : F(z)+ F(—z)) = 0 feltétel. Ha létezik valds szdmok ilyen A,, sorozata, akkor
r— 00

az vdlaszthatd, mint A, = [ zF(dz), n=1,2,....

Az el6z6 tétel alapjan a nagy szamok gyenge torvénye akkor és csak akkor teljestil

valamely a konstanssal, ha lim z(1 — F(z) + F(—z)) = 0, és lim [" 2F(dz) = a.
r— 00 n—oo

Ahhoz, hogy belassuk ezen eredmény segitségével a a nagy szamok gyenge torvényérol

52016 tételt, elegendd megmutatni, hogy az adott feltételek mellett a lim [ fu xF(dx) =

uU— 00
a relacid érvényes valos u (és nemcsak egész n) szamokra. Ez kovetkezik a

/ xF(dz)
[u]<|z[<u

becslésbol, ahol [u] az u szdm egész részét jeloli. Ez a becslés a lim z(1 — F(x) +

xr— 00

lim
u—0o

< lim (fu] + 1)1 = F([u]) + F(=[u]) = 0

uU— 00

F(—z)) = 0 reldcié kovetkezménye.
Az eldadas f6 részében a fiiggetlen, egyforma eloszldsu valosziniségi valtozok dt-

lagainak sztochasztikus konvergencidjarol szolo tételnek csak az elégségesség részét bi-
zonyitom. A sziikségességrol szdlo rész bizonyitasat a kiegészitésben ismertetem.

A figgetlen, egyforma eloszldsi valosziniségi vdltozok dtlagainak sztochasztikus kon-
vergencidjdrol szolo tétel elégségesséq részének a bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy a &g
valészintiségi valtozok F(x) eloszlasai teljesitik a lim x(1-F(x)+F(— ) = 0 feltételt.

z)
g 5 n— &k — &k,
%ZE, ezért

Adott n egész szamra definidljuk a &, = f(") = §kI(|§k| <

1 < k < n, valésziniiségi valtozdkat. Ekkor H Z & =
k=1

n) é
1
n
elegendd azt megmutatni, hogy + Z (& — An) = 0és = > & = 0, ahol = szto-

chasztikus konvergen(nat jelol. A masodlk relacié kovetkezik a tétel feltételeibol, mert

P(; > &, 750) < Y Pl = n) = n[F(=n)+ (1 - F(n))] - 0, ha n — co. Az
els6 relacio a Csebisev egyenlotlenség segitségével bizonyithatd, mert minden € > 0

szamra

(|

! Z(Ek - An)

2
n=e ne
k=1

>5> :P(‘%Z(gk—Egk) >

k=1

) < nVar &; B Varﬁ_l.

£(n)
Ezért a bizonyitas befejezéséhez elég azt megmutatni, hogy lim % = 0. Mivel
n—oo

n L
Varé, < EE = / w?F(du) = / w? F( du) +/ uw?F(du)
—n —L L<|u|<n
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tetszoleges L > 0 szamra, és az utolsd Osszeg elsé tagja rogzitett L szamra nem fiigg
az n szamtol, ezért elegendd azt megmutatni, hogy minden € > 0 szamra létezik olyan

L = L(e) szém, amelyre + [['u?F(du) < € és %f__f u?F(du) < & minden n > L

n

szdmra. A tétel feltételei alapjan létezik olyan L = L(e) szam, amelyre x > L esetén
g

(1 - F(x)) < § és xF(—x) < §. Ezért parcidlis integrdlassal kapjuk, hogy ilyen L-re
oS wPF(du) = ZH [ u? (d(1 = Fu)) = £ [ 2u(1 = F(u)) du — 3 [u*(1 = F(u)]; <
5 i) Ln lLdu + 5 <e. A masik egyenl6tlenség hasonléan bizonyithato.

A nagy szamok gyenge torvényének ismertetése utan a 2. példdban megemlitettem,
hogy fiiggetlen, Cauchy eloszlasu valdszinliségi valtozok atlagai nem teljesitik a nagy
szamok gyenge torvényét, sot a Cauchy eloszlasu valészintiségi valtozoknak van egy
alabb ismertetett nevezetes tulajdonsaguk, amely kizarja, hogy teljesitsék a nagy szamok
gyenge torvényét. Emlékezetetek, hogy egy olyan £ valdszintiségi valtozét neveztiink
Cauchy eloszlastnak, amelynek stirtiségfiiggvénye f(x) = %ﬁ, —00 < xr < 00,
alaki. A tovabbiakban az ilyen valdszintiségi valtozdkat 1 paramétertt Cauchy eloszlasu
valészintiiségi valtozoknak nevezem. FEzenkiviil definidlom az a paraméteri, 0 < a <
0o, paraméterti Cauchy eloszlasi valészinliségi valtozdkat, mint olyan valdszinliségi
véaltozokat, amelyek siirliségfiiggvénye f(z) = %m;ﬁ, —o0 < x < oo, alakd. Ez
azt jelenti, hogy ha £ 1 paraméterti Cauchy eloszlasi valdszintiségi valtozo, akkor ag,
a > 0, a paraméterti Cauchy eloszlasi valdszintiségi valtozé. Fliggetlen Cauchy eloszlasu

valoszintiségi valtozok osszegének eloszlasardl szol az alabbi tétel.

Tétel fliiggetlen Cauchy eloszlast valészintiségi valtozok 6sszegének az elosz-
lasardl. Legyen & és n két figgetlen Cauchy eloszlasu valosziniségr valtozo, a > 0 és
b > 0 paraméterekkel. Ekkor & +n Cauchy eloszldsi a + b paraméterrel.

Kovetkezmény. Tekintsik n fliggetlen a paraméterd Cauchy eloszldsi valoszinidségi
valtozo dsszegét €s dtlagdt. Az dsszeg na paraméterd, az dtlag pedig a paramétert; Cauchy
eloszldsi valosziniiségi valtozo. Tehdt figgetlen, azonos paraméteri, Cauchy eloszldisiu
valosziniségi vdltozok dtlaganak az eloszlasa megegyezik az osszeadandok eloszlasdval.

A kovetkezmény indoklasa. Ha &1, . .., &, Cauchy eloszlasu valészintiségi valtozdk a = 1
n

paraméterrel, akkor S,, = kzl & stirtiségfiiggvénye g, (x) = %ng—}rﬁ

val6szintliségi valtozo siirtiségfiiggvénye g(z), akkor % stirtiségfiiggvénye ng(nx). Ezért

S, ' p (e , n? 1 1 1 . ’117
# Surusegfuggvenye TW = T 1xz2° amint allitottuk.

Masrészt, ha egy S

A tételt be lehet bizonyitani tgy, hogy kiszdmoljuk fiiggetlen Cauchy eloszlasu
valészintiségi valtozok Osszegének a stirtiségfiiggvényét konvolucio segitségével. Ez meg-
lehetdsen kellemetlen, de (parciélis tortekre bontds segitségével) kiszémolhaté integra-
lokhoz vezetne. Lényegesen egyszeriibben célhoz ériink, ha tudjuk a Cauchy eloszlas
karakterisztikus fiiggvényét. Az a = 1 paraméterii Cauchy eloszlas karakterisztikus
fiiggvénye o(t) = e~ !*l, ahonnan az a paraméterti Cauchy eloszlds karakterisztikus
fiiggvénye pq(t) = e~ . Innen latszik, hogy @q(t)ws(t) = wais(t), ahonnan a tétel
allitasa azonnal lathato. Természetesen ez az indoklas csak gy teljes, ha ki tudjuk
szamitani a Cauchy eloszlas karakterisztikus fliggvényét.
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Megmutatom, hogyan lehet ezt a karakterisztikus fliggvényt kiszamolni. A szamolas
a komplex fliggvénytan egyik legfontosabb maddszerének, a reziduumszamitasnak az al-
kalmazéasan alapul.

Tétel Cauchy eloszlasi valdszintiségi valtozék karakterisztikus fliggvényérol.
Legyen & Cauchy eloszldsi valdsziniségr vdltozé a = 1 paraméterrel . Ekkor

[ee] 1tu
Ee't = l € du = e M,
oo ™14 u?

Bizonyitds. FEzt az integralt a komplex fiiggvénytan reziduum tétele segitségével ki
tudjuk szamitani.

Vegyiik észre, hogy a g(z) = gi(z) = ﬂ(i—fzg) fliggvény analitikus a komplex
szamsikon, két pélusa van a z = +i pontokban. A g(z) fiiggvény reziduuma az i pontban
et a —i pontban e'. Tekintsiik a kovetkezd korintegrdlt. A g(z) = g;(2) fiiggvényt in-
tegraljuk a [— R, R] szakaszon, majd a a |z| = R Im z > 0 félkéron, hat > 0ésa |z| = R,
Imz < 0 félkoron, ha ¢t < 0. Ekkor ennek a korintegrélnak az értéke a g(z) fiiggvény
1 pontbeli reziduumaval egyenl6é ¢ > 0 és a —i pontbeli reziduuméaval a ¢ < 0 esetben.
Maésrészt az integral megszoritasa az R sugaru félkorre nullahoz tart, ha R — co. Innen
kovetkezik, hogy Ee'té = ffooo gi(u)du = et hat > 0, és Eei't = ffooo g¢(u) du = e,

ha t < 0. Egységes jeloléssel azt frhatjuk, hogy Ee't¢ = e~ Il

Végiil megfogalmazom a valdszinliségszamitds egyik hires eredményét, az igyneve-
zett iteralt logaritmus tételt.

Iteralt logaritmus tétel. Legyenek & (w), &2 (w), ... olyan figgetlen, egyforma elosz-
last valdszindségi vdltozok eqy (2, A, P) valdsziniiségi mezén, amelyekre E& (w) = 0,
Var & (w) = 0% < oo. Ekkor

lim sup Sl(w) +- +£n(w> -1

n—oo  +/2nc?loglogn ’

majdnem minden w € () elemi eseményre,

§i(w) +--- +En(w)

lim inf = —1, majdnem minden w € () elemi eseményre.

n—oo /2nc?loglogn
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Kiegészités.
Bebizonyitom mind a Kolmogorov-féle harom sor tételnek mind a fiiggetlen, egyforma
eloszlasu valdszinliségi valtozok atlagainak sztochasztikus konvergencidjarol szold té-

telnek a sziikségesség részét. Mind a két bizonyitdsban fontos szerepet jatszik egy a
karakterisztikus fiiggvények tulajdonsiagain alapulé érv.

A hdrom sor tétel sziikségesséq felének a bizonyitisa. Ha a ) & (w) Osszeg egy va-
k=1
16szintiséggel konvergens, akkor a |{x(w)| > C esemény csak véges sok k indexre tel-

jestiil. Ezenkiviil ezek az események kiillonb6zé k indexre filiggetlenek, ezért, ha az

alabbi sorozat konvergdl, akkor a Borel-Cantelli lemma alapjan »_ P(|¢x] > C) < oo,
k=1
azaz az (i) tulajdonsdg teljesiil. Tovabbéd a Borel-Cantelli lemma maésik fele alapjan

a y (&r(w) — & (w)), igy a > & .(w)) Osszeg is egy valdsziniiséggel konvergens, ahol
k=1 k=1

5,;(;) = & (w)(|€k(w)| < C). A bizonyitas kovetkezd 1épésében egy mas problémak
megolddsaban is hasznos mddszert, az un. szimmetrizalast alkalmazom. Legyen &)/
fliggetlen valésziniiségi valtozok sorozata, melyek a &; sorozattdl is fliggetlenek, és &)/

ugyanolyan eloszlast mint a & valdszinliségi véltozé. Legyen & = & — &) Ekkor
ey, B = 1,2,..., figgetlen, szimmetrikus, azaz olyan eloszldsi valdszinliségi valtozdk
o

sorozata, melyekre P(§, > x) = P(é,— < x) minden z szdmra, és a > & sorozat egy
k=1
valoszintliséggel konvergens. Be fogom latni az alabbi lemmat.

Lemma fiiggetlen, korlatos valdsziniliségi valtozok Osszegének a szorasnégy-
zetérol. Ha &1,&,, ..., fiuggetlen, szimmetrikus eloszldasu, korldtos valdsziniségi vdlto-
20k, azaz olyanok, amelyekhez létezik olyan K > 0 szdm, hogy P(|{x| < K) minden

oo

k= 1,2,... indexre, és a Y, {k(w) dsszegek egy valdszinidséggel konvergdlnak, akkor
k=1

> Varg, < co.

k=1

El6szor befejezem a harom sor tétel sziikségesség felének a bizonyitdsat e lemma se-
o]

gitségével. E lemma alapjén tudjuk, hogy 3. Varé, < oo, és mivel Var&, = 2Var &,
k=1

innen kovetkezik a (iii) tulajdonsdg. A &) — F¢j sorozatra Y. E(&), — F&))? < oo,
k=1
és E(& — E¢.) = 0 minden k = 1,2,... szdmra, ezért a Kolmogorov-féle egy sor

o0
tétel alapjan a ) (&, — E¢},) sorozat egy valdszintiséggel konvergdl. Tehdt mind a
k=1

Yo (& — E¢) mind a ) &, Osszegek konvergensek egy valdsziniiséggel. Ezért a és
k’O:ol ~ ~ k=1

Yo EE =Y & — > (& — EE)) Osszeg is konvergens, és a (ii) tulajdonsag is teljestil.
k=1 k=1 k=1

A lemma bizonyitdsa. Jeldlje a & valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényét Fy(x), és
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karakterisztikus fiiggvényét o (t). Elészor azt mutatom meg, hogy elég kis ¢ indexre a

oo oo
> (1 — pi(t)) Osszeg is konvergens, sét abszolut konvergens. Valéban, a ) &x(w) egy
k=1 k=1
valoszinliséggel vald konvergenciéjébél kovetkezik, hogy e véletlen 0sszegek eloszlasban

is konvergalnak, ezért a H vk (t) fiiggvények konvergalnak egy folytonos o(t) (karakte-

risztikus) fiiggvényhez. A gpk( ) karakterisztikus fiiggvények a & valdszintiségi valtozdok
szimmetrikus eloszlasai mlatt valos értékiiek, és 1-nél kisebbek. E kifejezés logaritmusat

véve azt kapjuk, hogy a Z log ¢k (t) abszolut konvergens, és kis ¢ szdmra ennek az

osszegnek az abszolut erteke kisebb, mint e. (Azt hasznéljuk ki ebben a lépésben,

hogy a ¢(t) hatarfiiggvény a nulldban folytonos, és ¢(0) = 1.) Tekintve a log(1 + z)

fiiggvény Taylor sorat nulla kis kornyezetében x = 1 — ¢y (t) valasztassal kapjuk, hogy
oo

1 — pr(t) < —2log p(t) elég kis t-re minden k indexre, és > (1 — p(t)) < oo, amint
k=1

allitottam.

Legyen & olyan valdsziniiségi véltozo, amelyre P(|] < K) = 1, és jeldlje ¢(t) &
karakterisztikus, és F'(x) £ eloszlas fliggvényét. Azt éllitom, hogy ha t > 0 olyan szédm,
melyre tK < 1, akkor %Varﬁ < Re Var ¢(t). Valéban ekkor

K
Re (1— (1)) :/ (1 - costa)F(dx) > /_K %F(dx) _ —2E§2 > gVaré“,

—-K

mivel |tx| < [tK]| <1 esetén 1 — costx > %.

A fenti két allitdsbol kovetkezik, hogy esetiinkben Y- Varé, < -5 > (1 —¢x(t)) <
k=1 k=1

oo egy elég kis ¢t > 0 szammal.

Fiiggetlen, egyforma eloszldsi valosziniségi valtozok dtlagainak sztochasztikus konver-
gencidjdrol szolo tétel sziikségesség felének a bizonyz’tdsa. Jeldlje ¢(t) a & valdsziniiségi
valtoz6 karakterisztikus fiiggvényét. Abbdl, hogy a = Z (&x — A,,) dtlagok sztochaszti-
kusan nullahoz tartanak, kovetkezik, hogy eloszlasban is nullahoz tartanak, ezért karak-
terisztikus fiiggvényiik a nullaba koncentralt mérték karakterisztikus fiiggvényéhez tart,
azaz ¢ (%)ne*“‘”t — 1, ahonnan lim ‘gp (%)|n =1, és lim nRe logp (%) = 0 minden
n—oo n—oo

t valos szamra. Tovabba az elébb felirt konvergencidk egyenletesek, ha a t valtozo egy
rogzitett véges intervallumban van.

Innen az is kovetkezik, hogy lim n (1 — Reyp (%)) = 0, és ez a konvergencia

n—oo

is egyenletes a t valtozoban minden véges intervallumban. Valéban, alkalmazva a

log(1 + u) = u+ O(u?) kozelitést kis u szdmokra, az u = logRe ¢ (L) — 1 vélasztdssal

kapjuk ezt az allitast. Innen az is addédik, hogy lim x(l —Reap(%)) = 0, azaz
r— 00

111% (1 —Rep(u)) = 0. Valéban, egyrészt 1 — Rep (1) > 0. Mdsrészt véve min-

den x > 1 szdmhoz azt a k = k(x) egész szamot, amelyre 2 < z < 2FF! és
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definidlva az n = n(z) = 2 é&s t = t(z) = 22,: szamokat, azt kapjuk, hogy
1 <t <2 és x(l—Rego(%)) < n(l—Regp( ) ahonnan lim :c(l—Rego( )) <

lim sup n( (Re )) = 0.
n—00 1<t<2

t
n

A fentiek alapjan tetszOleges € > 0 szamhoz létezik olyan = = xz(e) kiiszobindex,
amelyre |Re[l — p(u)]| <eu < £,ha 0 <u <1, és 2> z(c). Ezért minden z > z(e)
szamra

1/ 1/x
6>:E2/ Re[l — ¢ du-/ / 2(1 — cosut)F(dt) du

/ /W (1 — cos ut) duF(dt) = / (x—xQSzn%)F(dt)

t

_ x/_w (1 - Sm‘) F(dt) > g/{tm} F(dt) = 5 [(1 = F(22)) + F(=2a)]

t
T

Mivel ez az egyenlGtlenség minden ¢ > 0 szadmra érvényes, innen kovetkezik, hogy
lim z[(1 — F(z) + F(—z)] = 0, amint allitottam.
r— 00
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