Alapvet6 ismeretek valésziniiségi problémak szamolasanal

Val6szintliségi problémék vizsgédlata érdekében bevezettitk az (€, A, P) valdsziniiségi
mezo fogalmat. Egyik alapvetd probléma valdszintiségi valtozék varhatod értékének
a definicigja és kiszamitasa volt. Maga a definicié nagyon egyszert, ha ismerjik a
Lebesgue integral fogalmat.

Valészintiiségi valtozé varhaté értékének a definicidja. Egy (2, A, P) téren
definidlt £(w) valdszindiségi vdltozonak (azaz mérhetd fiigguvénynek) a vdrhato értéke az
[ &(w)P(w) Lebesgue integrdllal egyenld, feltéve, hogy [ |§(w)|P(w) < co. (Ellenkezd
esetben nem definidljuk a vdrhato értéket.)

Ebbdl a definiciébdl azonnal kiolvashaté a varhaté érték néhany fontos tulajdonsa-
ga. fgy példaul a varhaté érték additivitasa az integral additivitasanak egyszerti kovet-
kezménye. De ahhoz, hogy jél tudjunk szamolni varhaté értékkel tovabbi ismeretekre
van szikséglink. Az esetek tobbségében a varhato értéket kozvetleniil nem a definiciéja
alapjan szamoljuk ki, hanem bevezetjiik egy valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét,
és olyan tételeket bizonyitunk be, amelyek lehetové teszik a varhato érték kiszamolasat
az eloszlasfliggvény segitségével. Ahhoz, hogy jol tudjunk szdmolni varhaté értékekkel
meg kell érteni a varhato érték eredeti definicidja és a varhato érték eloszlasfiiggvények
segitségével vald kiszamolasardl szolé képletek kapcsolatat.

E kapcsolat megértésében a mértékelmélet aldbb ismertetett mértéktartd transz-
formaciok szerinti integréltranszformaciokrol szélo tételének van kulcsfontossagu szere-
pe. E tétel megfogalmazasa elott bevezetem a kovetkezo fogalmat.

Meértéktarté transzformdacié definicidja. Legyen adva két (X, X,v) és (Y,V,v)
mértéktér, azaz eqy X illetve Y alaphalmaz, ezeknek bizonyos kijelolt, mérhetd részhal-
mazainak X illetve Y rendszere, amelyek o-algebrdt alkotnak, és eqy ~v illetve v mérték
az X és Y o-algebran. Egy minden x € X pontban definidlt T, T(z) = y, v € X,
y € Y transzformdciét mértéktarténak neveziink, ha minden B € Y halmaz T~1(B) =
{x: Tz € B} 8sképe mérhetd halmaz, azaz T™Y(B) € X, és v(T~(B)) = v(B) minden
B €Y halmazra.

Tétel mértéktarté transzformaciok szerinti integraltranszformaciokrél. Le-
gyen adva eqy T mértéktarto transzformdcio eqy (X, X,~) mértéktérrdl eqy (Y,),v)
mértéktérre, valamint egy Y mérhetd f(y) figgvény az (Y,Y) téren. Vezessik be a
g(z) = f(Tz) figgvényt az (X, X) téren. FEkkor az f(Tx) figgvény X mérhetd, és
érvényes az

/Y Fy)v( dy) = /X F(T ) de)

azonossdg. FEz gy értendd, hogy az azonossag két oldaldn levo integralok egyszerre
abszolut konvergensek, azaz az [y |f(y)|v(dy) < oo reldcid akkor és csak akkor teljesiil,

ha [y |f(Tz)|y(dx) < co.

Egy valdszintiségi valtozo vagy véletlen vektor eloszlasat és eloszlasfiiggvényét ugy
definialjak, hogy ez lehetévé tegye a varhaté érték kiszamitasat az el6zo tétel alapjan
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az eloszlas szerinti integral segitségével, ha megfelel6 mdédon definidljuk a tétel alkalma-
zasaban a mértéktereket és T' transzformaciot.

Eloszlas és eloszlasfiiggvény definiciéja. Legyen £(w) = (&1(w), ..., &k(w)) eqy k-
dimenzids valdsziniségi valtozo egy (2, A, P) wvaldsziniségi mezdn, azaz az (2, A, P)
mértéktér leképezése az (R*, BY) térbe, ahol B* az R k-dimenziés Euklideszi tér Borel
o-algebraja. A & wvaldsziniiségi vdltozo eloszldasdat gy definidljuk, mint a kévetkezd
halmazfiigguényt a B¥ o-algebrdn: p(B) = P({w: £(w) € B}), minden B € B halmazra.
A & wvalosziniiségi vdltozo eloszldsdt az

F(x1,...,25) = PHw: &(w) < z1,...,&w) < 21}

képlet adja meg minden (x1,...,x;) € R* vektorra.

Tétel egy valdsziniiségi valtozo eloszlasa és eloszlasfiiggvényének alapvet6
tulajdonsagairdl. Legyen {(w) = (&1(w),...,&¢k(w)) egy k-dimenzids valdsziniségi
vdltozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ekkor e valdsziniségi vdltozo eldbb definialt
p eloszldsa valdszindiségi mérték az (R*, BY) téren, és £(w) mértéktartd transzformdcio
az (2, A, P) valdsziniiségi mez6rél az (R*, B¥, 1) mértéktérre.

Eqgy & valdsziniiségi vdltozo p eloszldsa meghatdrozza & eloszldsfigguényét az

F(xy,...,zk) = w(B(z1,...,2%))

képlet alapjan, ahol B(z1,...,xk) = {(u1,...,ux): w1 < x1,...,ux < xi}. Megforditva,
a mértékelmélet bizonyos eredményei alapjin a & valdosziniségi viltozo F eloszldsfiigg-
vénye egyértelmiten meghatdrozza a & valosziniségi viltozo p eloszldsdt.

A fenti eredmények alapjan, tekinthetjik a {(w) = (&1 (w), ..., & (w)) vektor értéki
valészinliségi valtozdt, mint az (2, A, P) = (X, X, a) mérhetd tér mértéktartd transz-
formaciojat az (Y,Y,v) = (R*, B¥, i) térre, ahol p a & véletlen vektor eloszldsa. Ilyen
szereposztassal véve egy f(wx1,...,xx) mérhetd fiiggvényt az (R*, B¥) téren és alkal-
mazva a meértéktarto transzformdciok szerinti integrdltranszformdciokrol szélé tételt a
kovetkez6 azonossagot kapjuk.

Tétel véletlen vektor varhaté értékének kiszamitasardl. Legyen egy (&1,...,&k)
véletlen vektor eloszldsa p. Ekkor érvényes az

/f(iBl,---,ﬂfk)M(dﬂ?l,---, de’k):/f(fl(w>a---7§k(w))P(dw):Ef(fb---,ﬁk)

az0nossdg.

Ez azt jelenti, hogy egy véletlen vektor valamely fiiggvényének a varhato értékét
ki tudjuk szamolni a véletlen vektor eloszldsdnak a segitségével. S6t, mivel az el-
oszlasfiiggvény meghatarozza az eloszlast, ezért elég az eloszlasfiiggvényt ismerni. A
tovabbiakban a kovetkez6, az irodalomban elterjedt jelolést hasznalom. Ha ismerem
egy valdszintiségi valtozo, vagy altalanosabban egy véletlen vektor F' eloszlasfiiggvényét,
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akkor dF'(x1,...,xk) vagy F(dxy,..., dzry)-val jelolom az ezen eloszlasfiiggvény szerint
egyértelmiien meghatdrozott p(dxy,...,pudry) (gynevezett Stieltjes mérték szerinti)
integralt.

A mértékelmélet egy tovabbi fontos, mas eléadasjegyzetemben targyalt eredménye
annak a pontos leirdsa, hogy milyen tulajdonsagokkal kell rendelkeznie egy fiiggvénynek
ahhoz, hogy megjelenhessen, mint egy alkalmas valészintiségi mezében megfelel6 médon
definialt valészintliségi valtozé eloszlasfiiggvénye.

A tovéabbi szamunkra fontos kérdések azzal fiiggnek Ossze, hogy hogyan lehet jol
kiszamolni egy eloszlds szerinti integralt fontos esetekben. Sok fontos esetben olyan
eloszlasok szerint kell integralokat szamolni, amelyeknek 1étezik stirtiségfliiggvénye. Az
ilyen integralok vizsgdlata érdekében fel kell idézni a stirtiségfiiggvények definiciojat és
legfontosabb tulajdonségait.

Tobbvaltozos strtiségfiiggvények legfontosabb tulajdonsagai.

Tobbvaltozés silirtiségfiiggvény definicidja. Legyen F(xy,...,x%) egy k-vdltozds
eloszlasfiggvény. Azt mondjuk, hogy ennek az eloszlasfiggvénynek az f(z1,...,xx)
fugguény a striségfigguénye, ha teljesil az

X1 T
F(a:l,...,a:k):/ / fluy, ... ug)duy ... dug

azonossdg minden valos x1, ..., x, szam-k-asra.

Ha egy (&1,...,&) véletlen vektornak az F'(x1,...,xx) fliggvény az eloszlasfiigg-
vénye, és az f(z1,...,x) figgvény az F(xq,...,xy) eloszlasfliiggvény siirtiségfliggvé-
nye, akkor idénként azt mondjuk, hogy f(z1,...,zr) a (&1,...,&k) véletlen vektor
stirtiségfiiggvénye.

Természetesen, az egyvaltozés esethez hasonléan, magasabb dimenziéban sem 1éte-
zik minden eloszlasfliggvénynek strtiségfiiggvénye. Masrészt az eloszlasfiiggvényekhez
hasonléan a stirtiségfiiggvényeknek is van jellemzése.

Strtiségfiiggvény jellemzése. FEgy f(x1,...,xx) k-vdltozds figguény akkor és csak
akkor siriségfiiggvénye egy alkalmas eloszlasfiiggvénynek, ha f(z1,...,x) > 0 (majd-
nem) minden (x1,...,Tx) pontra, és

/ / Fluty . up) duy . .. dug = 1.

Eloszlas és stirtiségfiiggvény kapcsolata. Az eloszlds és siriségfiggvény kolcso-

ndsen meghatdrozzik eqgymdst. Elég sima (elég sokszor differencidlhato) F(xq,...,x)
eloszlasfiigguény f(x1,...,xx) striségfigguénye létezik, és az kiszamolhatd az
OFF(z1,...,m1)
T1ye.o,Xg) =
f< ! k) 856‘18513k



képlet segitségével.
A kovetkez6 egyszerii allitas nagyon fontos lesz szamunkra a késébbiekben.

Fiiggetlen valdsziniiségi valtozokbdl allé véletlen vektor siirtiségfiiggvénye.
Legyenek &1, ..., & fiiggetlen valdszindségi vdltozok Fj(x) eloszlds és f;(x) stiridségfigg-
vénnyel, 1 < j < k. Ekkor a (&1,...,&) véletlen vektor eloszldsfiggvénye az

F(xy,...,2,) = F(x1) - F(xg)
és (létezd) stiriiségfiggvénye az

f(xlvvmk):f(xl)f(xk)

figguény.
Ugyancsak fontos szamunkra a kovetkez6 eredmény, amely azt adja meg, hogy
hogyan lehet kiszamolni sok minket érdeklé mennyiséget stirtiségfiiggvények segitségével.

Véletlen vektor fiiggvényei és azok varhaté értékének kiszamolasa siirtiség-
fliggvény segitségével. Legyen egy (&1, ...,&k) véletlen vektornak f(x1,...,xx) sird-
ségfigguénye. Ekkor tetszbleges (Borel mérhetd) halmazra a k-dimenzids térben

P((&l,...,fk EB (/ /) ul,...,uk)dul...duk

Altaldnosabban, legyen g(x1,...,xy) tetszbleges (mérhetd) k-vdltozos figgvény. Ekkor

Eg(&,...,fk):/'--/g(ul,...,uk)f(uh...,uk)dul...duk,

ha az Eg(&y,. .., &) vdrhatd érték létezik, (azaz véges szdm).

Ahhoz, hogy a fenti eredményeket hasznalni tudjuk, tudnunk kell tobbvaltozés
integralokkal szdmolni. Ehhez egyrészt fontos a Fubini tétel, amely szerint tobbvaltozos
integralokat ki lehet szamolni szukcessziv egyvaltozés integrédlas segitségével. Matema-
tikai képletben megfogalmazva:

/ /fml,..., )dxy .. dmk:/ (/(/fxl,..., da:l)da:g)...dack.

Az elébb megfogalmazott azonossag valéjaban a Fubini tétel specidlis esete. A
Fubini tétel azt mondja ki, hogy ha adva van egy szorzattér, azon egy szorzatmérték,
akkor egy a szorzattéren definalt fliggvény szorzatmérték szerinti integraljat ki lehet
szamolni szukcessziv integraldssal is. Pontosabban megfogalmazva

Fubini tétel. Legyenek adva (X;, X;,p;), 1 < j < k, mértékterek és tekintsik ezek
direkt szorzatdt. Részletesebben kifejtve tekintsik azt az (X, X, u) mértékteret, amelyre
X=X %X+ xXy, azaz X az (z1,...,2), x; € X;, 1 <j <k, alakid pontokbdl dll, X
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az X1 X - x Xj_1 x B x Xj x---x Xy, B € X;, 1 <j <k, alaki hengerhalmazok
daltal generdlt legsziikebb o-algebra, 1 az a (bizonyos mértékelméleti eredmények alapjin
létezd és egyértelmien meghatdrozott) mérték a X o-algebrdn, amelyre p(ByX---XBy) =
pi(B1) - px(By) minden B; € B;, 1 < j < k, halmazsorozatra. Minden az (X, X, )
mértéktéren vett integralhato f(x) = f(x1,...,x) fliggvényre

/f(fl,...,(ﬂk)d/ﬁ(l‘l,"' 7xk)

- / (/ (/f(xl,...,xk)dm(m)) duz(ﬁcg)) - dpg (T ).

Specidlisan, ha f(x1,...,xx) = fi(x1) -+ fx(xk), akkor
/ Fan) - flan) du(en, - zx)
- / F (1) dyer (1) / F(2) dpiaaz) - / £ () dyas (2x).

Ez az eredmény tartalmazza az el6zoleg megfogalmazott eredményt, ha a k-dimen-
zi6s Euklideszi teret tekintjiik a Borel o-algebraval és a Lebesgue mértékkel, mint a
szamegyenesen vett Lebesge mérték k-szors direkt szorzatat onmagaval.

Ezenkiviil sziikségiink lesz az egyvaltozds integralok kiszamoldsaban fontos sze-
repet jatszé helyettesitéses integral tobbvaltozds megfelelGjére is. Ismertetem ezt az
eredményt.

A kovetkezé probléméaval foglalkozunk. Ha adva van az n-dimenzids tér egy A
tartomanyanak szép, sima és invertalhatd yx, = Tk (z1,...,2,), 1 < k < n, leképezése
az n-dimenzios tér egy masik B tartomanyaba valamint egy

/Bf(yl,...,yn)dyl... dyy,

alaku integral a B tartoméanyon, akkor hogyan tudjuk ezt az integralt atirni az y, =
Ti(z1,...,71), k = 1,...,n, leképezések segitségével, mint egy alkalmas az A tar-
toméanyon értelmezett fliggvény integraljat? Célunk az, hogy ily moédon a vizsgalandé
integralt egy konnyebben kezelhetd integralla alakitsuk &t.

Annak érdekében, hogy az erre a kérdésre adott valaszt meg tudjam fogalmazni
eloszor felidézem egy sima transzformacié Jacobian-janak a definicigjat.

Jacobian definicidja. Legyen yr = Ti(x1,...,2,), 1 < k < n, az n-dimenzids tér
egy tartomanydnak sima transzformdcioja az n-dimenzios tér eqy mdasik tartomdnydba.
Vezessiik be a T = (T1,...,T,) jelolést. A T transzformdacic J(T(z1,...,2y)) Jaco-
bian-ja egy (z1,...,x,) pontban a

(‘JTk (xl y .
ox

..,xk))7 | <lk<n,
!
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n X n-es (az (r1,...,T,) pontban vett derivdlt) mdtriz determindnsdnak az abszolut
értéke.

(A Jacobian szemléletes tartalma: Ez adja meg, hogy az (z1,...,x,) pont kis
kornyezetének a térfogatat a T = (17, ...,T,) transzformécié hanyszorosara nagyitja.)

Integraltranszformaciorol szolo tétel. Legyen adva az n-dimenzids tér eqgy A tar-
tomanydnak egqy sima yr = Tx(x1,...,2,), 1 < k < n, transzformdltja az n-dimenzids
tér egy mdsik B tartomdnydba, amelyik invertdlhato, azaz az yr = Tr(x1,...,25),
1 < k < n, egyenletrendszernek egyetlen (x1,...,z,) € A megolddsa van minden

(Y1,---,Yn) € B pontra. Legyen tovabbd adva egy (integrdlhaté) f(y1,...,yn) fliggvény
a B tartomanyon. Ekkor

/f(yl,...,yn)dyl...dyn
B
:/Af(Tl(xl,...,xn),...,Tn(acl,...,xn))J(T(xl,...,xn))dxl...dmn,

ahol J(T(z1,...,xy,)) jeloli a T(xq,...,x,) leképezés Jacobianjdt.

Az el6bbi integral transzformacios képlet a kovetkezo kapcsolatban van az ismerte-
tés elején targyalt mértéktarto transzformdciok szerinti integrdltranszformdciokrol szdlo
tétellel. Tekintsiik az (A, B, u) és (B, B™, \) mértéktereket valamint egy (y1,...,yn) =
T(zq,...,z,) transzformaciét az A halmazbdél a B halmazba, ahol A és B az in-
tegraltranszformadciorol szolo tétel-ben szereplé halmazok az R™ Euklideszi térben, T az
ott bevezetett (sima) transzformécié az A halmazbdl a B halmazba, B a Borel o-algebra
megszoritasa az A illetve a B halmazra, A a Lebesgue mérték az R" térnek a B halmazra
vett megszoritdsan, p a Lebesgue mérték szerint J(T(xq,...,z,)) slrlségfiiggvénnyel
rendelkezé mérték az A halmaz (mérheté részhalmazain, ahol J(T(x1,...,2,)) a T
transzformécié Jacobianja, azaz

w(D) = / J(T(z1,...,2,))dz1 ... dxr, minden D C A halmazra.
D

Be lehet latni, és ez az integrdltranszformdciorol szolo tétel bizonyitasanak a lényege,
hogy T mértéktarté transzformécié az (A, B", u) térbél a (B,B", ) térbe. Ezt fel-
hasznalva a tétel allitasa kovetkezik a tétel mértéktarto transzformdciok szerinti in-
tegrdltranszformdciokrol eredményébol.

Eredmények arrol, hogy hogyan szamitjuk ki valészintiiségi valtozok osszegé-
nek vagy szorzatanak a varhato értékét, szorasnégyzetét.

Tétel valdsziniliségi valtozdk 6sszegének a varhatd értékérol. Legyenek &1, ...
&n olyan valdsziniségi vdltozok egy (2, A, P) valdsziniségi mezdn, amelyekre E|€;| < oo
minden 1 < 7 < n indexre, €s ay,...,a, tetszoleges valos szamok. Ekkor

E(alfl +F anfn) = ZajEéj-
j=1
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Fontos észrevétel. A fenti azonossag, azaz a varhato érték additivitasa, akkor is érvényes,
ha a tekintett valdoszinliségi valtozék nem fiiggetlenek.

Tétel fiiggetlen valésziniiségi valtozdk osszegének a szérasnégyzetérol. Legye-

nek &1, ..., &, olyan figgetlen valdszindiségi vdltozok eqy (2, A, P) valdsziniségi mezén,
amelyekre Eéjz < oo minden 1 < j < n indexre, és ay,...,a, tetszoleges valos szamok.
Ekkor

Var (a1&1 + -+ - + anéy) = Za?\far &
j=1

Tovibbd, Var€&; = E(¢; — B¢;)* = BEE2 — (E;)?.

Tétel valésziniliségi valtozok Osszegének a szérasnégyzetérol. Legyenek &1, ...
&n olyan (mem feltétlendil figgetlen) valdsziniiségi vdltozok egy (2, A, P) wvalésziniiségi
mezon, amelyekre E§]2 < oo munden 1 < j < n indexre, és ay,...,a, tetszoleges valds
szamok. FEkkor

n

Var(ai&y + -+ apén) =Y _aiVarg;+ Y aa;Cov (§,6)

J=1 1<é,j<n, i#]
n
2
= ZajVarfj +2 Z a;a;Cov (§;,€5)
j=1 1<i<j<n

Tovdbbd, Var §; = E(§;—E¢;)? = E&—(E¢;)?, és Cov (&,&5) = E(&—E&)(&§—E¢;) =
E&&; — EGEE;.
Tétel fiiggetlen valésziniiségi valtozok szorzatanak a varhato értékérdl. Le-

gyenek &1, ..., &, olyan fiiggetlen valdsziniiségi viltozok eqy (2, A, P) valdsziniségi me-
z0n, amelyekre E|¢;| < oo minden 1 < j < n indexre. Ekkor

E(& - &) =[] B
j=1

Hogyan szamoljuk ki fliggetlen valészintiiségi valtozok 6sszegének a stirtliség-
fuggvényét? Siiriliségfiiggvények konvolucigja.

Tétel arrol, hogyan szamithatjuk ki fiiggetlen, diszkrét eloszlasu valdszintisé-
gi valtozdék Osszegének az eloszlasat. Legyen & és n két fuggetlen diszkrét eloszldsi
valosziniségi vdltozo, amelyek valamilyen x1, s, ..., illetve y1,y2, ... értékeket vesznek
fel pj = P(& = x;), és ¢; = P(n; = vy;), j = 1,2,... valdszindségekkel. Ekkor &+
diszkrét eloszldsi valosziniségi valtozo, és

PEtn=2= 3 PE=a,)Pn=y).

(]7k) ij""yk:Z
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(Olyan z szamokra, amelyekre nincs olyan (j, k) pdr, amelyre x4+ vy, = 2, a fenti képlet
jobb-oldaldn szerepld iires dsszeg definicid szerint nulldval eqyenld, azaz P(E+n=2z) =0
az ilyen z szamokra.)

Abban a specidlis esetben, ha mind §& mind n egész értékeket vesz fel, azaz mindegyik
x; €sy; egész szam, akkor & + n is egész értékeket vesz fel, és a fenti képlet azt adja,
hogy

P+n=n)= Z P=k)P(n=n—k) mindenn=0,+1,42 ... szdmra.

k=—o0

Ha mind & mind n nem negativ egész értékeket vesz fel, akkor a fenti képlet tovdbb
egyszeriusodik. Ekkor & + n is nem negativ egész értékeket vesz fel, és

P+n=n)= ZP(§ =k)P(n=n—k) mindenn =0,1,2,... szamra.
k=0

Hasonlé képlet érvényes két stirtiségfiiggvénnyel rendelkezo fiiggetlen valdszintiségi
valtozd Osszegének a strtiségfiiggvényére.

Tétel arrdl, hogyan szamolhatjuk ki két stirtiségfiiggvénnyel rendelkezé fiig-
getlen valoszintiiségi valtozo 6sszegének a silirtiségfiiggvényét. Legyen £ ésn két
fiiggetlen valdszintiségi valtozo f(x) és g(x) siriségfigguénnyel. Ekkor a {+n dsszegnek
is létezik siriségfiggvénye. Jeldljik ezt h(x)-szel. A & 4+ n h(z) striségfigguényét a
kovetkezo képlet adja meg.

h(z) =/_°° f(y)g(w—y)dyz/_oo e —ygly)dy —o0 < < .

Ha & és n csak nem negativ értékeket vesz fel, azaz f(x) =0 és g(x) =0, ha x < 0,
akkor a fenti képlet eqyszerisodik. Ekkor

h(z) = / " fg(e —y)dy = / @ —y)gly)dy ha0< e < .

és h(z) =0, ha z < 0.
A kovetkezd definiciét szokds bevezetni.

Két integralhaté fiiggvény konvoliciéjanak a definicidja. Legyen f(z) és g(x)
két integrdlhato fligguény a szdmegyenesen. Ekkor e figgvények konvolicidja az

Fro@ = [ fogta-pay= [ fe-patidy —oo<a <o

fligguény.



Be lehet latni, hogy két integralhato fiiggvény konvolicidja mindig 1étezik, és az is
integralhaté fliggvény. A konvolicié fogalmanak bevezetése utan a kordbban kimondott
tételt gy is megfogalmazhatjuk, hogy két fiiggetlen f(x) és g(z) silirtiségfiiggvénnyel
rendelkezé valdszintliségi valtozd Osszegének is létezik stirliségfiiggvénye, és az a h(x) =
f * g(x) figgvény, ahol x konvoliciét jelol.

Felidézek még egy valdszintiségi vizsgalatokban fontos mértékelméleti problémat és az
ezzel kapcsolatos legfontosabb eredményeket. Azt a kérdést targyalom, hogy egy kon-
vergens fliggvénysorban mikor cserélhet6 fel a limeszképzés és az integralds, azaz mikor
mondhatjuk, hogy a fliggvénysorozat tagjainak az integraljai konvergdlnak, és a hatar-
érték megegyezik a fiiggvénysorozat limeszfiiggvényének (1étezd) integraljaval.

A mértékelmélet néhany fontos eredménye konvergens fiiggvénysorozatok
integraljairdl.

A valészinliségszamitds eredményeinek bizonyitasaban gyakran van sziikségiink olyan
eredményekre, melyek azt mondjak ki, hogy konvergens fiiggvények sorozatdnak az in-
tegréalja valamely mérték szerint konvergal a hatarfiiggvény integraljadhoz eme mérték
szerint. Az ilyen eredmények vizsgalata a mértékelmélet témakorbe tartozik. Mégis,
hasznosnak latszik a legfontosabb eredmények ismertetése. Ezek az tgynevezett Le-
besgue (dominated convergence) tétel, a Beppo—Levy tétel és a Fatou lemma. Leirok
néhany egyszerli példat is, melyek segithetnek ezen eredmények tartalmat jobban meg-
érteni.

Lebesgue tétel. Legyen f,, n = 1,2 ..., mérhetd figgvények sorozata egy (X, X, )
mértéktéren. Tegyiik fel, hogy nh—>Holo fn(x) = fo(x) a p mérték szerint majdnem minden
x € X pontban, és létezik olyan “domindns” g flggvény az (X, X, pn) téren, amelyre

|fn(x)] < g(x) a p mérték szerint majdnem minden x € X pontban mindenn = 1,2, ...,
indezre, és [ g(x)du(z) < co. Ekkor lim [ fo(x)du(x) = [ fo(z)du(z).

Beppo-Levy tétel. Legyen f,, n=1,2,..., mérhetd fligguények sorozata egqy (X, X, u)

mértéktéren. Teqyik fel, hogy az f,(x) sorozat monoton névekszik, azaz fi(x) < fo(z) <

fa(z) < --- majdnem minden x € X pontban. Legyen lim f,(x) = fo(x) az f,
n—oo

fiigguények limesze. Tegytik fel, hogy teljesil az [ fi(z)du(z) > —oo feltétel. Ekkor
lim [ fo(x)du(x) = [ fo(z)du(z). Abban a specidlis esetben, ha lim [ f,(x)dp(x) =
o0 a [ fo(x)du(x) = oo reldcid teljesiil.

Fatou lemma. Legyen f,, n = 1,2,..., mérhetd figgvények sorozata egy (X, X, 1)
mértéktéren. Tegyik fel, hogy lim f,(x) = fo(z) a p mérték szerint majdnem minden

x € X pontban, és létezik olyan “alsd korldt” g figgvény az (X, X, u) téren, amelyre
fu(x) > g(x) a p mérték szerint majdnem minden x € X pontban minden n = 1,2, ...

indexre, és [ g(z)du(x) > —oco. Ekkor hnnigfffn(x) dp(z) > [ fo(z) du(z).

A fenti tételekben szereplo feltételek jobb megértése érdekében tekintsiik a kovet-
kez6 példat. Legyen az (X, X, ) mértéktérben az X halmaz a (0,1] intervallum, az
X o-algebra a Borel o-algebra a [0, 1] inervallumon, és a p mérték a Lebesgue mérték.
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Definidljuk a kovetkez6 f,(z), n = 1,2,..., fliggvényeket ezen a téren a kovetkezd
médon: fp(z) =n,ha0 <z <L, f,(x)=0hai <z <1 Ekkor lim f,(z) = fo(z)

minden z € (0,1] pontban, ahol fo(z) = 0. Az [ f,(z)du(z) = 1 reldcié érvényes
minden n = 1,2,... indexre, és [ fo(z)du(x) = 0. Ez azt jelenti, hogy ebben az
esetben az integralas és limeszképzés nem felcserélhetd.

Ennek megfeleléen ez a példa nem teljesiti sem a Lebesgue tétel sem a Beppo—Levy
tétel feltételeit, amelyek biztositandk az integralas és limeszképzés felcserélhetOségét. A
Lebesgue tétel feltételei azért nem teljesiilnek, mert az f,(z), 1 < n < oo, fiiggvények
legkisebb domindns fiiggvénye az F(x) = sup fn(z), 0 < = < 1 fliggvény nem in-

n>1

tegralhaté. A Beppo—Levy tétel feltételei sem t_eljesiﬂnek, mert az f,(x) fliggvénysorozat
nem monoton. A Fatou lemma feltételei teljesiilnek, mert mindegyik f,, fiiggvény nem
negativ. De a Fatou lemma csak egy viszonylag gyenge allitast mond ki. Azt allitja, hogy
amennyiben a konvergens fiiggvénysorozat elemei nem negativak, vagy teljesitik azt az
enyhébb megkotést, hogy van egy integralhatd alsé korlatjuk, akkor a hatarfliggvény
integralja alsé becslése a tekintett integralok limesz inferiorjanak.

Tekintsiink egy masik példat. Legyen fn(z) = -1, ha0 <z <1 és f,(z) =0, ha
1 <x<1,n=1,2,.... Ez egy olyan monoton fliggvénysorozat, amelyre lim f,(z) =

n—oo
fo(z), fo(z) = 0. Ebben a példéban [ f,(z)dx = —oo minden n = 1,2,... szimra,
és [ fo(z)dx = 0, tehdt az integralds és limeszképzés ebben a példdban sem cserélhetd
fel. Ekkor a Beppo—Levy tétel azért nem alkalmazhatd, mert a benne szereplo feltételek
koziil az [ fi(z)du(x) > —oo reldcié nem teljesiil.

A fenti eredményeket at lehet fogalmazni fiiggvénysorokra is. fgy a Lebesgue tétel
vagy a Beppo—Levy tétel kovetkezményeként az aldbbi eredményt fogalmazhatjuk meg.
Tétel konvergens fiiggvénysorok tagonkénti integralhatosagardl. Teljestiljon
a G(z) = > gr(x) reldcié a p mérték szerint majdnem minden pontban egy (X, X, u)

k=1

mértéktérben. Ha létezik olyan a p mérték szerint integrdlhatd (azaz az [ |H(z)| dp(z) <

n
kZ gk ()
=1
dezxre majdnem minden x pontban, vagy gi(x) > 0 minden k = 1,2, ... indexre majdnem

minden x pontban, és [ g1 (x)du(x) > —oo, akkor [ G(z)du(x) = ki;fgk(x) du(z).

oo feltételt teljesitd) H(x) fiiggvény, amelyre < H(x) mindenn =1,2,... in-

Ez a tétel egyszeriien kovetkezik a Lebesgue tételbdl vagy a Beppo—-Levy tételbdl,
n

ha azt az f,(x) = > gr(z), n =1,2,... fiiggvénysorozatra alkalmazzuk.
k=1

Megjegyzés: A Lebesgue tétel és a Fatou lemma feltételei gyengithetéek abban az eset-
ben, ha a pu mérték, amely szerint integralunk véges. Ekkor az a feltétel, hogy az
fn(z) fiiggvénysorozat majdnem minden = pontban konvergdl egy fo(x) fiiggvényhez
helyettesithet6 azzal a gyengébb feltétellel, hogy az f,(x) fiiggvénysorozat mértékben
konvergdl az fo(x) fliggvényhez. A Beppo—Levy tételnek nincs ilyen médositasa, mert
az e tétel feltételeiben megfogalmazott monotonitas biztositja a konvergenciat majd-
nem mindeniitt. (Ha a p mérték 1-re normalt, akkor a mértékelméletben bevezetett
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mértékben valé konvergencia fogalma megegyezik a valdszintiségszamitasban definialt
sztochasztikus konvergencia fogalméval.) Az eredmények bizonyitdsa nem nehezebb
ebben az 1j, altaldnosabb esetben. Gyakorlati alkalmazasokban a tétel eredeti forma-
jaban megfogalmazott alakja, ahol majdnem mindeniitt valé konvergencidat hasznalunk
ugyanolyan jol hasznalhato.
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