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Feladatok:

Dobjunk fel egy szabalyos dobdkockat egymas utan egymastdl fiiggetlentil végtelen
sokszor. Szamitsuk ki annak a valdszinliségét, hogy a harmadik hatos dobas vagy
a huszadik vagy valamely késobbi dobasban jelenik meg.

Elsé megoldds. Annak a valdsziniisége, hogy a 3. hatos dobds az n-ik dobasban

jelenik meg ("51) (%)n_3 (%)3. Ezért a tekintett esemény a valdszintisége

(206 6

n=20 2 6 6
Madsodik megoldds. El6szor megmutatom, hogy annak a valdszintisége, hogy a har-
madik hatos dobas a 20. dobéasban vagy azutdn jelenik meg egyenl6 annak a
val6szintiségével, hogy a az elsé tizenkilenc dobasban 0, 1 vagy két hatos dobéas
tortént. Valdban, a keresett esemény komplementere az az esemény, hogy a har-
madik hatos dobas vagy az els6 tizenkilenc dobas valamelyikében vagy soha nem
kovetkezett be. De mivel az utébbi esemény valészintisége nulla (1 valésziniiséggel
végtelen sok hatos dobds van egy szabdlyos dobdkocka végtelen dobassorozatban),
és egy esemény bekovetkezésének a valdsziniisége egyenlé 1 minusz a komplementer
esemény valdszintiségével. Ezért a keresett valoszintiség egyenlé 1 minusz annak a
valoszinlisége, hogy az els6 19 dobasban legalabb harom hatos dobés tortént. Ez

viszont egyenloé annak a valdszinliségével, hogy az els6 19 dobédsban 0, 1 vagy két
hatos dobas tortént. Ezért a keresett valdszintliség

519+ 19 5181+19 5\'" /1)°

6 1 6 6 2 6 6/
Az el6z6 feladat két megoldasaban ugyanannak az eseménynek a valdszintiségére két
formalisan kiilénbo6z6 kifejezést kaptunk. Mutassuk meg kozvetleniil (valészintiségi
meggondoldsok nélkiil), hogy a két kifejezés egyenlé. Adjunk az analizis mddszereit

alkalmazd bizonyitast arra a bizonyitasban felhasznalt eredményre is, hogy egy
szabalyos dobdkocka 1 valészinliséggel tartalmaz legalabb hdrom 6-os dobést.

Megoldads. Eloszor az 1. feladat els6 megoldasaban szereplé végtelen Gsszeget

o0
szamolom ki az (1 + z)* = Y (¢)z*, ha |z] < 1 azonosség segitségével, ahol

(%) = elezbilazhtl) © (A fenti azonossig minden valés o (tehat nem feltétleniil
pozitiv egész) szamra is érvényes, és az (1 + x)* fiiggvény Taylor sorfejtésébil

kovetkezik.) Vegyiik észre, hogy

("3 )= (225) = o =y (),

ahonnan io: ("2 = i (2)(—z)"3 = i (73) (=)™ = (1 — )~ minden

n=3 n=3 n=0

o0
7| < 1 szamra. Specidlisan, z = 2 vélasztéssal Y (") (%)n_3 (%)3 =1. Ez az

n=3



azonossag ekvivalens azzal az dllitassal, hogy egy szabdlyos dobdkocka végtelen sok
egymas utani feldobdasa esetén 1 valészintiséggel legaldbb 3 hatos dobas megjelenik.

Hasonlé szamoléassal bebizonyitom az

(109) 21 —z)73 + (119) (1 —2)7? + (129) 271 —z)7!

(1B )

n=20

azonossagot. Ez utébbi azonossag mind a két oldaldt megszorozva (1 — x)3-nel, és
az igy kapott azonossagba behelyettesitve az x = % értéket megkapjuk, hogy az 1.
feladatban szerepl6 valdszintiségre adott két kifejezés egyenlo.

A bizonyitand6 azonossag baloldalan szerepld kifejezést Taylor sorba fejthetjiik a

o0 o0
kévetkezd azonossagok segitségével: (1—2)73 = > (7?)(~1)a" = 3 ("1?)a2" =

2 (")a" (=) = 2 ()(Dat = 2 (M)t és (1mo) 7t = 2 (f)a
Ezen azonossagok segitségével azt kapjuk, hogy

21 —z)73 + (119) 21 —z)72 + (129)$17(1 —z)7!

() ()R (G

n=0

Ebben a kifejezésben a megfelel6 tagokat 6sszevonva egy olyan hatvanysort kapunk,

amelyben z™ egytitthatdja (”_217) (109) + ("_117) (119) + (”_017) (129) minden n > 17

kitevore, és az n < 17 kitevokre az 2™ tag egyiitthatdja nulla. Viszont tudjuk,
—17\ (19 —17) (19 —17\ (19\ 417 _ ((n=17)4+19\ __ (n+2

hogy ("5 ) (o) + ("7 ) () + (" ) (P = (") = (75). (Eat az

azonossagot, illetve ennek altalanositasat be fogjuk bizonyitani a kovetkezo 3. fel-

adatban.) Innen kovetkezik a bizonyitandé azonossig.

Az els6 feladat két megoldasanak Osszehasonlitdasdval olyan azonossagokat bizo-
nyitottunk viszonylag egyszeri valdszinliségszamitasi meggondolasok segitségével, ame-
lyeknek analitikus bizonyitasa sok munkat igényel. Erdemes megjegyezni, hogy valdja-
ban a valdszintiségszamitasi meggondoldsok hatterében is mély és nehezen bizonyithato
eredmények rejtoznek. Erveléseinkben kihasznaltuk, hogy egy szabalyos dobdkocka
végtelen sok egymast koveto fliggetlen feldobasanak van valésziniiségi modellje, és ebben
a modellben a valdsziniiségi mérték o-additiv. Az el6z6 példak azt mutattak, hogy a
valoszinliség o-additivitasanak nem-trivialis kovetkezményei vannak.

3.) Minden nem negativ egész n, m és k szdmokra igaz az

()= @) O (G2 G)E)
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azonossag. (Tegyiik fel, hogy n +m > k.)

Megoldds: A kovetkez6 kombinatérikai meggondolas megadja a bizonyitast. Sza-
moljuk ki két kiilénb6z6 médon, hogy egy urndbdl, amelyben n + m (megkiilon-
boztethetd) golyé van, hanyféleképp valaszthatunk ki k golyét. Ez egyrészt ("Zm),
ami a baloldali kifejezéssel egyenl6. Madsrészt, fessiink n golydt piros és m golyot
fehér szintire. Ekkor (7)(,™,) féle médon vélaszthatunk ki k goly6t tgy, hogy ezek
koziil s piros és k — s fehér. Ezeket a mennyiségeket 0sszegezve minden 0 < s < k
szamra egyrészt megkapjuk az azonossig jobboldalan szereplo kifejezést, masrészt

a baloldalon szereplo kifejezést szamoltuk ki mas modon.

Az els6 feladat vizsgalatdban tulajdonképpen azt hasznaltuk ki, hogy egy szabalyos
dobodkocka végtelen sok dobasanak létezik valoszinliségi modellje. Egy ilyen valdszintisé-
gi modellt megkaphatunk példdul a kévetkez6 médon. Definidljuk a kévetkezé (2, A, P)
valésziniiségi mez6t. Egy w elemi esemény egy végtelen w = (ji,j2,...) sorozat, ahol
1 < js <6 minden 1 < s < oo indexre, és az 2 biztos esemény az Gsszes ilyen sorozatbdl
all. Definialnunk kell még a A o-algebrat és P valdszintiségi mértéket is, és ezeket az
alabb definidlt a C,, hengerhalmazok, n = 1,2,... hengerhalmazok segitségével fogjuk
megtenni. A hengerhalmazok definicigjanak érdekében vezessiik be el6szor minden n =
1,2,... szamra az 0Osszes n hosszisagu 1,2, ...,6 elemeket tartalmazé €2, halmazt, és
az Q,, halmaz 6sszes C,, C §,, részhalmazabél 4116 C,, halmazrendszert. Azt mondjuk,
hogy egy C,, C Q halmaz hengerhalmaz C,, € C,, alappal, ha w = (j1,72,...) € C), akkor
és csak akkor ha az w sorozat w, = (j1,...,Jn) megszoritisa az els6 n tagra eleme a
C, halmaznak. Az Gsszes ilyen médon eléallithaté halmazt (tetszOleges n = 1,2, ...
index-szel) nevezziik hengerhalmaznak.

Nem nehéz belatni, hogy a hengerhalmazok algebrat alkotnak. Az dltaluk generalt
legsziikebb o-algebra az A,, o-algebra. Ha C,, halmazalgebra C,, alappal, akkor P(C),) =
($)"Cy], ahol |Cp| a C,, halmaz elemszémét jeloli. Be kell ldtni, hogy ilyen médon
valéban mértéket definidltunk a hengerhalmazok algebrdjéan, amely egyértelmiien kiter-
jeszthetd egy a A o-algebrdan definidlt mértékké. Az els6 allitds, (tulajdonképpen an-
nak &altlalanositdsa) kovetkezik a Kolmogorov-féle alaptételbél. A masodik allitas a
mértékelméletben bizonyitott Carathéodory-féle kiterjesztési tételbdl kovetkezik. Az
els6 feladat megoldésaban, illetve a két megoldas osszehasonlitdsabol kovetkezd azonos-
sag bizonyitasaban ezeket a tényeket hasznaltuk fel.

4.) Egy egységnyi oldali négyzet két atellenes oldaldn taldlomra vélasztunk egy-egy
pontot. Mekkora annak a valészinlisége, hogy ezek tavolsiga a-nal kisebb (1 <
a < \/5)7
Megoldas: Jelolje & a négyzet egyik, 1 a négyzet atellenes oldalara ledobott pont
értékét. A két ledobott pont tédvolsdga (a Pitagorasz-tétel szerint) /(£ —n)2 + 1,
ezért minket a P(1/(§ —n)2+1 < a) = P(|€¢ —n| < Va2 — 1) valészinliség értéke
érdekel. £ és n két fiiggetlen a [0, 1 intervallumon egyenletes eloszlast valészintiségi
valtozo. A feladatot egyrészt megoldhatjuk a geometriai valdszintiségek modszeré-
vel. Ekkor azt hasznaljuk, ki, hogy a (§,7n) véletlen vektor az egységnégyzet egy
véletlen pontja, és a keresett valésziniiség az {(u,v): 0 < u,v < 1, —Va? -1 <
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u—1v < Va2 — 1} halmaz teriilete, ami 1 — (1 —va?2 —1)2 =2va?2 —1— (a? - 1).
Masrészt a minket érdekld valdszintiséget kiszdmolhatjuk a konvoluciordl tanultak
alapjan is. Ennek segitségével ugyanis ki tudjuk szamolni a £ — n valdszintliségi
véaltoz6 g(z) slrtségfiiggvényét, ami g(x) = |1 — z|, ha |z| < 1, és g(x) = 0. ha
[z| > 1. Innen tetszdleges 0 < u < 1 szdmra P(|¢ —n| < u) = [ g(z)dz =
2 fou(l —x)dr = 2u — u? Innen u = Va? — 1 valasztdssal a keresett valésziniiség

20 —a? =2v/a?2 —1—(a? - 1).

A [0, 1] intervallumon taldlomra felvesziink két pontot. Mennyi annak a valészinii-
sége, hogy a két felvett pont tdvolsdga kisebb, mint a 0 pontnak a hozza kozelebb
esO ponttdl vald tavolsaga?

Megoldas: Ezt a feladatot legegyszeriibben a geometriai valészintiségek médszerével
tudjuk megoldani. Egyszeriibb eloszor a feladatban kérdezett esemény komple-
menterének a valészinliségét kiszamolni. Legyen & az els6, n a méasodik ledobott
pont értéke, és vezessiik be az A = {w: {(w) > 2n(w)} és B = {w: n(w) > 2&{(w)}
eseményeket. Ekkor a minket érdekld esemény komplementere az A U B esemény.
Tovébba, az A és B események diszjunktak, P(A) = P(B), ezért P(AUB) = 2P(A).
A (&,7n) véletlen vektor egyenletes eloszlasi az egységnégyzeten, és az A esemény
azt jelenti, hogy ez a pont az {(u,v): 0 < 2v < u < 1} halmazba esik. Ennek
1

valészintisége 1. Ezért P(AU B) = 1, és a keresett valoszintiség 1 — 3 = 1.

Megjegyzem, hogy az elébb tekintett P(A) eseményt a kovetkezSképp szédmolhatjuk
ki dltalanos elvek segitségével. A (&,n) véletlen vektor stirtiségfiiggvényét ismerjiik.
Ez a £ és n valdsziniiségi valtozok fiiggetlensége miatt g(u,v) = f(u)f(v), ahol
flw) =1, ha0 <u <1, f(u) =0, hau <0 vagy u > 1 a £ és n valésziniliségi
valtozok stlirtiségfiiggvénye. Innen,

P(A) = / g, y) de dy = / J(2)f(y) de dy
{(z,y): z>2y} {(z,y): z>2y}

1 xz/2 1 2 1
:/ dxdy:/ / dy da;:/ zdm:{x—] = —,
{(z,y): 1>2x>2y>0} 0 0 0 2 4 0 4

Legyen adva egy &(w) valészintiségi valtozé F'(x) eloszlasfiiggvénye. Hatarozzuk
meg ennek segitségével az {w: a < {(w) < b} alakd események, —oco < a < b < o0,
val6szinliségét, valamint annak valdsziniiségét, hogy &(w) valamilyen péros egész
értéket vesz fel.

Megoldds:

P ({w: a < &(w) < b}) = lim P({w: a+%§§(w) <b})

n—oo

= lim [F(b) —F (a + %)] .

Egy tetszbleges u pontra P({ = u) = lim [F (u+ %) —F(u)} Ezért annak

n—oo



valoszinlisége, hogy a & valdszinliségi valtozé valamely paros egész értéket vesz
oo
fel > lim [F(2k+ 1) — F(2k)].
k=—0o 7>
7.) Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egymastol fiiggetleniil és egyenletes
eloszlassal. Mind a kettd félérat var a masikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valésziniisége annak, hogy taldlkoznak?

Megoldas: Tekintsiik az egységnégyzetet, és vélasszuk azt a véletlen pontot az
egységnégyzeten, amelynek x koordinatdja megadja, hogy az els6 ember az y ko-
ordindtdja pedig megadja, hogy a masodik ember mikor (8 plusz hény drakor)
érkezett. Ekkor az igy definialt pont egyenletes eloszlasu az egységnégyzeten, azaz
annak val6szintisége, hogy ez a pont az egységnégyzet egy (szép) részhalmazaba esik
megegyezik e halmaz teriiletével. Az, hogy a két ember talalkozik azt az eseményt
jelenti, hogy az igy definidlt (x,y) pont az egységnégyzet

A:{(x,y): —%Sy—xﬁ%}ﬂ[(),l]x[o,l]

részhalmazédba esik. Ennek a halmaznak a tertilete 1 — 2 - % = %, és ez a keresett
valoszinliség.

8.) Két egy méter hosszi botot véletlenszeriien, (egyméastdl fliggetleniil) egyenletes
eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot Osszeragasztjuk. Mi annak a valdszi-
niisége, hogy az igy kapott 1j bot hossza kisebb mint 0.8 méter?

Megoldas: Ez a feladat is targyalhato az elozo feladathoz hasonlé médon. Tekintsiik
az egységnégyzetet, és valasszuk azt a véletlen pontot az egységnégyzeten, amelynek
x koordinataja megadja, hogy hol tortiik el az els6 botot az y koordinatija pedig
azt, hogy hol tortiik el a masodik botot. Ekkor az igy definidlt pont egyenletes
eloszlasu az egységnégyzeten. Az az esemény, hogy az Osszeragasztott bot hossza
kisebb mint 0.8 megegyezik annak az eseménynek a valszintiségével, hogy az (z,y)
pont a kovetkezé Ap, As, Az és Ay halmazok A; U Ay U A3 U Ay unidjaba esik:
Ay ={(z,y): 2 +y <08 0<2< 5 0<y<it A={(z,y):a+(l-y) <
08,1<z<i l<y<i} Az={(z,y):1-2+y<08,i<z<1,0<y<1i},
és Ay ={(z,y): 1 —2+1-y <08, 3 <z <1, 1 <y<1}. Rajzoljuk le ezeket a
halmazokat. Az abra mutatja, hogy az A; U AU A3U A4 halmaz komplementere az
a négyzet a melynek csicsai a (0.3, 0.5), (0.5, 0,3), (0.7, 0.5), és (0.5, 0.7) pontok.
Ennek a négyzetnek a teriilete, 0.08 tehat a minket érdekld valdszintiség 1 —0.08 =
0.92.

Késébb targyalni fogjuk e feladatok egy mas megoldasat is, amelyben a kivant valdszi-
niiséget striiségfiiggvények konvolucidjanak segitségével szamoljuk ki.

9.) Dobjunk le az egységintervallumra véletleniil, egymastdl fliggetleniil 2 pontot. (Az,
hogy egy pont az egységintervallum valamely részintervallumaba esik egyenld ezen
intervallum hosszaval.) Ez a két ledobott pont az egységintervallumot hérom
részintervallumra osztja. Mi annak a valdsziniisége, hogy az igy létrejott harom
részintervallumbol szerkeszthet6 haromszog?
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10.)

Megoldas: A harom szakaszbdl akkor és csak akkor szerkesztheté haromszog, ha tel-
jesitik a haromszogegyenlotlenséget, azaz barmely kettd osszhossza nagyobb, mint
a harmadik intervallum hossza. Mivel a harom részintervallum oOsszhossza 1, ez
ekvivalens azzal, hogy mindegyikiik hossza kisebb, mint % Legyen az els6 ledobott
pont koordinataja = a masodik ledobott ponté pedig y. Ekkor az (z,y) pont egyen-
letes eloszlasu a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzeten, és a keletkezett szakaszok hossza x,
y—xésl—y har<y,ésy, r—yésl—ux haxr>y. Ahirom szakaszbdl akkor és
csak akkor szerkesztheté haromszog, ha a kovetkez6 két (egymadst kizdrd) esemény
valamelyike bekovetkezik:

1
2
b.) O§y<%,%<x<1,0<x—y<%.

(Az a.) eset felel meg annak, hogy = < y, a b.) eset annak, hogy y < z.) Egyszerii
geometriai meggondolds mutatja, hogy mind az a) mind a b) eset teljesiilése azt
jelenti, hogy az (x,y) pont az egységnégyzet egy % befogokkal rendelkez6 szabdlyos
derékszogii egyenldszérd héromszogbe esik. (E két hdromszdg cstucsai a (0, 3),

a.)0§x<%, <y<1,0<y—x<%,

(1,2) és (3,1) illetve az (3,0), (3,1) és (1, 3) pontok.) Igy a keresett valészintiség
2-1=1

Adjuk meg a kovetkezd véletlen jelenség egy lehetséges modelljét a valdszintiség-
szamitas Kolmogorov-féle modelljében: Egy urndban n fehér és m piros golyd van.
Kihtazunk £ golyot, k < n + m, visszatevés nélkiil gy, hogy minden hizéasnal az
urnadban a huzés elott 1évo golyok mindegyikét egyforma a valdszintiséggel hizzuk.

Megoldds: Legyenek az elemi események az w = (..., P,..., F,...) az n darab
F és m darab P jelbdl allé sorozatok. Legyen () az Osszes ilyen sorozatbdl allo
halmaz, élljon a A o-algebra az {2 halmaz 6sszes részhalmazébol. A P(A), A € A,
valészintiségek definicigja érdekében vezessiik be a kovetkezé mennyiségeket. Adva
egy w € Q) sorozat és egy j, 1 < j < n+ m, szdm, legyen F(w,j) és P(w,j) az
w sorozat elsé j — 1 tagjdban szerepld F illetve P jelek széma. Legyen P({w}) =

n+m

[T A(w,j), ahol A(j,m) = 2@ ha az w sorozat j-ik tagja F, és A(j, m) =

=1 T n+m—j+1°
,Z:np—%, ha az w sorozat j-ik tagja P. (Vegylk észre, hogy A(w,j) annak a

valoszintlisége, hogy a j-ik htizasban olyan szinii golyét hiizunk, mint az w sorozat j-

ik tagja. Ezutdn definidljuk a P(A) = > P({w}) valésziniiségeket minden A € A
weA

halmazra.

Megjegyzés: A fenti modell nem az egyetlen lehetséges modellje a kivant példdban.
Példaul tekinthetiink két urnat, mindkettében n piros és m fehér golyot, és hizzuk ki
ezek mindegyikét visszatevés nélkiil. Ennek a modelljét is hasonlé médon definidlhatjuk,
és ilyen modon az el6zo feladat egy masik megoldasat kapjuk. Mind a két megoldasban
definidljuk az eléz6 feladatban {w}-val jelolt eseményeit, és ugyanigy adjuk meg ezek
valésziniiségét. A kiilénbség az, hogy az 1j modellben ezek az {w} halmazok nem
elemi események. Ennek azonban nincs jelentésége akkor, amikor visszatevés nélkiili
urnamodellekrol sz6l6 valészintliségi problémakkal foglalkozunk.

6



11.) Egy urndban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihtzunk 25 goly6t visszatevés nélksiil.
Mi annak a valészinlisége annak, hogy az elsé htizas eredménye piros? Annak, hogy
az elsé hizas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik hizéas
eredménye piros? Annak, hogy az 6todik hiizas eredménye piros és a tizenhatodik
htzas eredménye fehér?

Megoldds: Annak a valdsziniisége, hogy az els6 hiizés piros % = %, mert 50 goly6bol

hizzuk ki a 20 piros golyé valamelyikét, és minden golyot egyforma valdszintiséggel
htzunk ki. Annak a valdszintisége, hogy az els6 hiizas piros, a masodik fehér, %-% =
%, mert el6szor 50 golyo6 koziil valasztjuk ki a hiisz piros golyd valamelyikét, majd
49 goly6 valamelyikébdl a 30 fehér goly6 valamelyikét, és minden huzas egyforma
val6szinti. Belatjuk, hogy annak valészinlisége, hogy az 5. huzasban piros golyot
hizunk ki, megegyezik annak a valdszintiségével, hogy az elsé htizas piros, azaz
%. Tovabba annak a valdszinlisége, hogy az 5. huzas soran piros és a 16. huzas
soran fehér goly6t hizunk megegyezik annak a valdszintiségével, hogy az elsé hizés

eredménye piros és a masodik huzas eredménye fehér. Ezért ez a valdsziniiség is
2 .30 _ 60

5749 — 245"

Tekintsiik ugyanis az 6sszes 25 hossztusagu htizassorozatot. Ekkor annak valészinti-
sége, hogy az 5. hiizas eredménye piros a 16. huzas eredménye fehér, megegyezik az
Osszes olyan 25 hosszisagu huzassorozat valdszinliségének az Osszegével, amelyek
5. helyén piros és a 16. helyén fehér jegy all. Hasonléan szamithaté ki annak a
valészintisége, hogy az els6 hiizas piros és a masodik hiizas eredménye fehér, azzal a
kiilonbséggel, hogy az 5. hely helyett az elso és a 16. hely helyett a masodik helyet
kell tekinteni. Be fogom latni, hogy ez a két valdsziniiség azok megegyezik. Egy
olyan kissé altaldnosabb &llitast fogok bebizonyitani, amely hasznos mas feladatok
megoldasaban is. Ennek érdekében bevezetem a kovetkezo fogalmat.

Felcserélhet6 valdszintiségi valtozdk véges sorozatanak a definiciéja. Legyenek
&1y..., &y diszkrét eloszldsi valdsziniségi vdltozok valamely (2, A, P) valészintiségi me-
z6n, amelyek értékeiket valamely X = {x1,x2,...} véges vagy megszdmldalhatéan vég-
telen halmazon veszik fel. Jelolje II(n) az {1,2,...,n} halmaz dsszes permutdcidjabol
allo halmazt. Azt mondjuk, hogy a &1,...,&, valoszinidségi vdltozok felcserélhetdek, ha
akdrhogy vdlasztunk ki eqgy m = (w(1),...,m(n)) € II(n) permutdciot és x; € X, 1 <1<
n, elemeket az X halmazbol, teljesiil a

P(’gl = .131,52 =Z2,... 7£n = mn) = P(fﬂ'(l) = xl?fﬁ(Z) = Z2,... 7571'(77,) = .an)
az0nossdg.

A felcserélhet6 valdszintiségi valtozok szemléletes tartalma a kovetkezo. Felcserél-
het6 valészintiségi valtozok esetében a P(&; = x1,& = x2,...,&, = z,) valoszinliség
csak attdl fligg, hogy a tekintett &1, ...,&, valdsziniiségi valtozdk milyen x € X érté-
keket vesznek fel és milyen multiplicitassal, de nem fiigg attél, hogy milyen sorrendben
veszik fel ezeket az értékeket. Az alabbiakban bebizonyitom felcserélhet6 valoszintiségi
véaltozok egy (egyszerli) tulajdonsdgat, majd megmutatom, hogy ez segit befejezni az
elozo feladat megoldasat.



Lemma felcserélhetd valésziniiségi valtozdk véges dimenzids eloszlasairdl.
Legyenek &1, ..., &, diszkrét eloszldsi, feleserélhetd valdsziniségi valtozok egy (€2, A, P)
valdszinidségi mezén, amelyek értékeiket valamely X = {x1,x2,...} véges vagy meg-
szdmldlhato halmazon veszik fel. Tekintsiink valamilyen rogzitett 1 < k < n szdmot, az
X tér valamely x; € X, 1 <1 < k, elemeinek sorozatdt és az {1,...,n} halmaz egy k
elemt {j1,...,5x} C {1,...,n} részhalmazit. Ervényes a

P(gl =T1,...,&k :xk) :P(€j1 :m17"'7€jk :ij)
az0nossdg.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy olyan 7 € II(n) permutaciot, amelyre 7(1) = ji, 7(2) = ja,
., (k) = ji. Felirhatjuk a

P& =1, 6 = 1)
= > P& =1, 6 = Tk, k1 = Tht15- -+, §n = Tn)

z;: x;€X, ha k+1<I<n

azonossagot. Ezért a valdszinliségi valtozok felcserélhetosége miatt

P(flzl’l,...,gk:l'k)

= Z P(él:xla"'7€k:xk7€k+1:xk—Fl)"'agn:xn)
z;: z1€X, ha k4+1<I<n

= Z P&y =21, &nk) = Ty En(ht1) = Thals -5 En(n) = Tn)
z;: x1€X, ha k+1<I<n

= P(gﬂ'(l) =Ty 7£7T(k) = ZL’k) = P(fﬁ =T15--- 7£jk = l‘k),
és ezekbdl az azonossagokbdl kovetkezik a lemma allitasa.

12.) Tekintsiik a kovetkez6 modellt. Adva van egy urna, abban n fehér és m piros golyé.
Kihtizunk k darab golyot tigy, hogy minden hizas utéan a golyot visszatessziik, és
visszadobunk az urndba r, —oo < r < o0, olyan szinli golydét, mint amilyen a
kihuzott golyé szine volt. (Feltessziik, hogy elég sok golyé van az urndban ahhoz,
hogy ezt az eljarast végrehajthassuk. Az, hogy r < 0 tessziink az urnaba azt
jelenti, hogy |r| golyét kivesziink az urnabdl.) Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 <
j < k, valésziniiségi valtozdkat. Ha a j-ik huzds eredménye fehér szinii golyd
akkor &; = F, ha piros szinfi goly6, akkor &; = P. Ldassuk be, hogy a {;, 1 <
7 < k, valoszintiségi valtozok felcserélhetoek. Fejezziik be ennek az eredménynek a
segitségével a 11. feladat megoldasat.

Megoldds. Adva egy k hosszisigi (..., P...,F...) P és F jelekb6l 4ll6 sorozat
jelolje B= B(...,P...,F...) azt az eseményt, hogy k hiizas soran ez az eredmény
kovetkezett be. Definidljuk minden 1 < j < k szamra és az elébb definialt B
halmazra az R(j, B) mennyiséget, amely

n + (r x az els6é j — 1 hizasban kihuzott fehér golydk szdma),
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13.)

14.)

ha a j-ik kihtzott golyo6 fehér, és

m + (r X az elsé j — 1 hizasban kihtzott piros golydk szama),

k .
ha a j-ik kihizott goly6 piros. Ekkor P(B) = [] mrandihs, mert a j-ik hiizds

elétt n+m+ (j — 1)r golyé van az urndban, és ebbdl R(j, B) az olyan szinii golydk
szadma, mint amilyet a j-ik huzdsban hiztunk. A P(B) valdsziniiség értékét megad-

1(B) k—1(B)
[T (G- ] (m+G-1r)
hatjuk a kévetkezé médon is. P(B) = 2= - = , ahol [(B) jeloli

[T (r+m+(G-1)r)

j=1
a B esemény bekovetkezése esetén kihtuzott fehér golyok széamat. (Ezért k — I(B)
a kihtzott piros golydk szdma.) Mivel a B halmaz egy olyan esemény indikator
fliggvénye, hogy egy eldirt huzéassorozat kovetkezett be, és ennek valdszintisége
csak a huzéssorozatban szerepld fehér és piros golydk szamatol fiigg, ezért a §j,
1 < j <k, valdszintiségi valtozok felcserélhetéek.

A visszatevéses golyohuzas modelljét tekinthetjiik Uigy is, mint az ebben a feladat-
ban tekintett modellt a specidlis 7 = —1 esetben. Ezért alkalmazhatjuk ré az elobb
kimondott lemmat. Ebbdl kovetkezik, hogy annak a valészintisége, hogy a ji-ik,

., js-ik huzasok értéke valamely elGirt piros és fehér golyékbol allé huzassorozat
megegyezik annak a valdszintiségével, hogy az els6, masodik, ..., s-ik huzasok
eredménye ugyanaz a huzassorozat. Specidlisan, annak valdszinlisége, hogy az
otodik hizéas eredménye piros megegyezik annak a valdszinliségével, hogy az els6
hizéas piros. Annak a valésziniisége, hogy az 6todik hizéas eredménye piros és a
tizenhatodik hizas eredménye fehér egyenlé annak a valdszintiségével, hogy az els6
htizas piros, és a masodik fehér. Ez utobbi valdszintiségeket pedig mar kiszamoltuk.

Legyen & és n két fiiggetlen egyforma eloszlasi valészintiségi valtozo. Szamoljuk ki
& — n szérasnégyzetét.

Megoldas: Var (§ —n) = Var ({ + (—1) - n) = Var{ + Varn = 2Varé.

Feldobunk két szabalyos dobokockat 100-szor. Vessziik minden dobaspar utan a két

dobas eredményének a szorzatat. Szamoljuk ki ezen véletlen szorzatok osszegének
a varhaté értékét és szérasnégyzetét.

Megoldds: Jelolje &; és n; a j-ik dobds sordn az els illetve mdsodik kocka do-

100
baseredményét, és legyen (; = &;n;, 1 < j < 100. Ekkor minket az X = }_ (j
j=1
valészintiségi valtozd varhato értéke és szérasnégyzete érdekel. Felirhatjuk, hogy
100 100
EX = ) E¢ = ). E¢En;, és
j=1 j=1
100 100 100 100
VarX = Var(; =Y (EG - (BG)?) =Y EGEn] =) (B¢ Eny).
=1 =1 =1 i=1



15.)

16.)

17)

Tovébba, E¢; = En; = %, és B = Enf = §(1+4+9+16 + 25 + 36) =

%1 minden 1 < j < 100 szamra. Innen EX = 100 - (%)2 = 1225, és Var X =

912 7\4) _ 39
100 (3)" - (5)") =79+ 2.
Egy szabélyos dobdkockat feldobunk tizszer. Szamoljuk ki a dobasosszeg harmadik
hatvanyanak a varhato értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdszintiségi valtozdkat: &;(w) = k, ha a

3
10
j-ik dobdseredménye k, 1 < j < 10, 1 < k < 6. Ekkor az F <Z§j(w)>
j=1
3

10
varhato értéket kell kiszamitanunk. Ennek érdekében tekintsiik a | > &;(w)
j=1

kifejezést és értsiik meg milyen tagokat kapunk, ha elvégezziik a beszorzasokat.
Egyrészt megjelenik 10 darab 55’ alaku kifejezés, és Ef;’ = E¢} minden ilyen
tagra. Ezenkiviil megjelenik 3 - 10 - 9 darab 5]2-&, j # k, alaku kifejezés, mert a
lehetséges (j, k) parokat 10 - 9 médon valaszthatjuk ki, és a k (a négyzetre nem
emelt tényezd) harom helyen szerepelhet a szorzatban. (Tehat példaul a &£2
alaki tagnak 3 lesz az egyiitthatéja a szorzatban.) Tovdbba minden ilyen tagra
EE3E, = EEFEE, = ESTES. Tovébbé, hasonlé meggondolasok alapjan lathatjk,
hogy 10 -9 - 8 médon jelenhet meg ;& alaku tag, ahol a j, k és | indexek mind
kiilonbozoek, és ezekre E&;€rE = (E§1)3. Valéban, a ;€ alaku alaku tagok
osszeszamlalasanal vegyiik észre, hogy 1 < 7 < k <[ < 10 alaki szdmharmasokat
(130) féleképp valaszthatunk, a &; tényez6 a szorzatban 3-féleképp jelenhet meg, a
szorzat els6, masodik vagy harmadik tagjaban, a & tényezo ezutan 2-féleképp, a &
tényezo pedig egyféleképp valaszthatd. Masfajta tag nem jelenik meg a szorzatban.

3
10
Innen a varhaté érték additivitasat kihasznalva azt kapjuk, hogy E (Z & (w)) =
i=1

10EE3 + 270E& E(£2) + 720 (E&)® = 735 + 14332.5 4+ 30870 = 45937.5, mert

B¢, = 3.5, B2 = 9L és BE3 = 73.5.

Legyen egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golyét vissza-
tevés nélkiil. Szamoljuk ki a kihtzott piros golyok szamanak varhaté értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < j < 20, valdszinfiségi valtozokat:

¢j(w) =1, ha a j-ik hizds eredménye piros, &;(w) = 0, ha a j-ik hizds eredménye
20

fehér. Ekkor a £ = ) &; Osszeg varhaté értékét és szérasnégyzetét kell kiszdmol-
j=1

nunk. Tovdbbd E¢; = B¢ = 2, Var§; = Var&y = £ — ot = &, B{&, — B EG, =

E& & —FEEEE = %-}l—g — % = —&, ha j # k. Innen a 20 dobdsban kihtizott piliis

golyok szaménak varhato értéke 20- £ = 8 és szordsnégyzete 20- % —380- 12‘;45 = 7o -
Feldobunk egy szabalyos pénzérmét 100-szor egymas utan. Tekintsiik az egymaést
koveto fej-fej dobdassorozatok szamat, és szamitsuk ki ennek varhatd értékét és

szorasnégyzetét.
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18.)

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £, 1 < j <99, valdsziniiségi valtozokat: &; =1,

ha a j-ik és j + 1-ik dobasok mindegyikének eredménye fej, {; = 0 egyébként.
99

Vegyiik észre, hogy minket az S = ) ¢, valdsziniiségi véltozé varhaté értéke
j=1

érdekel. Ezért ES = FE Z E¢; | = 2, mivel E¢; = 1. (Erdemes megjegyezni,
j=1

hogy az ebben a feladatban tekintett {; valészinliségi valtozék nem fiiggetlenek, de
a fliggetlenségre nincs szitkség a varhaté érték additivitdsahaz.)

A szérasnégyzet kiszamitasaban viszont figyelembe kell venniink azt, hogy nem
csupa fiiggetlen valdszintiségi valtozo Osszegét vizsgdljuk. Hasznéljuk a szorasnégy-
zet kiszamoldsanal a kovetkezo formulét.

99 99
Var S = Var Zﬁj :ZVar§j+2 Z Cov (&5, &k).

j=1 j=1 1<j<k<99

Tovabba Cov (§;,&,) = 0, ha k > j+2, mert ebben az esetben §; és & fuggetlenek
és Cov (§5,8541) = 5 — 1—16 = E minden 1 < j < 98 szamra. Ugyanis E{;{;11 =

mivel &;§;41 = 1, ha a j-ik, j + 1-ik és j + 2-ik dobasok mindegyike fej, amlnek

[y

valoszmusege 50 68 £]£J+1 0 egyébként Tovabba E&;E i1 = %. Ezenkiviil
Var§; = Z_ 116 = 1 . Innen Var S =99 - ;& +2~?—2 = %.

Egy urndban 10 piros és 20 fehér goly6 van. Kihtzunk visszatevés nélkiil 10
golydt. A paros sorszamu hizasok esetén fehér golyd hiizas esetén nyeriink 3 forin-
tot, piros golyé huzas esetén pedig nem nyeriink és nem veszitiink semmit. A
paratlan sorszamu hizéasok esetén piros hizés esetén 2 forintot nyeriink, fehér golyd
hizés esetén nem nyeriink és nem veszitiink semmit. Szamoljuk ki a nyereménytink
varhato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd §;, 1 < j < 10, valoszinliségi véltozokat: Paros
J szadmokra &; = 3, ha a j-ik huzds eredménye piros, ; = 0, ha a j-ik huzés
eredménye fehér golyd. Pdratlan j szdmokra &; = 2, ha a j-ik hizds eredménye

10

piros, {; = 0, ha a j-ik hizas eredménye fehér golyé. Ekkor az S = ) &; Osszeg
j=1

varhaté értékét és szorasnégyzetét kell kiszamolnunk. Ennek érdekében szamoljuk

ki az E{; varhato értékeket, Var §; szorasnégyzeteket és Cov (&5, &) kovariancidkat.

Annak valdszintisége, hogy a j-ik hizas eredménye piros %, annak valdszinlisége,

hogy j-ik huzéas eredménye fehér % Ezért E§; = 2, ha j paros, B§; = %, ha j
paratlan, és ES =5 (2 + %) = 13%.

A szorasnégyzet kiszamitasa érdekében vegyiik észre, hogy E§]2- =6, Var§; = 2,

ha j paros, és ESJQ- = %, Var§; = %. Tovabba annak valészintisége, hogy két j
és k indexre j # k, a j-ik és k-ik huzds mindegyike fehér % = %, annak, hogy
mindkét hlizés piros % = %, annak, hogy az egyik huzas fehér, a mésik huzas
piros % = Ezert E¢i&, =9- g%g = 12194, COV (éj,fk) = 114 29, ha j
és k péros, Efjfk . 239 = %S, Cov (&,&k) = 55 — § = 223, ha j és k paratlan,
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19.)

E¢&, =6 % = %, Cov (§5,&k) = % — % = %, ha j és k koziil az egyik paros, a
masik péaratlan. Olyan (j, k) par, 1 < j, k < 10, j # k, amelyre j és k mindegyike
paros vagy mindegyike pératlan, dsszesen 20 van, és olyan (j, k) par, amelyekre az

egyik péros, a masik pératlan 2-5-5 =250 van, ezért
2 8 4 80
> Cov(g,6) =20 (—— - —) bo0- 5= 50
1<5,k<10, j#£k
Innen

10
Var S = ZVarfj + Z Cov (&5,&k)

Jj=1 1<5,k<10, j#k

s 2+8 +80_130+80_3850
- 9 263 9 263 263 °

Csodaorszag munka torvénykonyve szerint egy cég minden munkasa fizetett sza-
badsigot kap azokon a napokon, amikor legaldbb az egyikiiknek sziiletésnapja van.
Ezen napok kivételével azonban az év minden napjan mindenkinek dolgoznia kell.
Minden munkés 1 TV-késziiléket készit egy nap alatt. Mi a varhatd értéke és
szorasnégyzete az egy évben gyartott TV késziilékeknek, ha n munkas dolgozik
a cégben? Hany alkalmazottat vegyen fel a cégtulajdonos, ha azt akarja, hogy a
gyartott TV-késziilékek szamanak a varhato értéke a lehet6 legnagyobb legyen?

Megoldas. Jelolje &5, 1 < j < 365, a j-ik nap gydrtott TV-késziilékek szdmét.

Ekkor ¢; = n, ha az n munkés egyikének sincs sziiletésnapja a j-ik napon, és
§; = 0 egyébként. Ezért P({; =n) = (%)n és P& =0)=1- (%)n. A gyértott

365 365
TV-késziilékek szama Y = Y(n) = ) &, ahonnan EY = EY(n) = ) E¢; =
j=1 j=1

n
365n (552) "
A szérasnégyzet kiszamolasa érdekében szamoljuk ki eloszor a Cov (&;,&;) = E&;§;—
E¢,E¢; kovariancidkat 1 < i,j < 365, i # j esetén. E&E = n?P(§ = n,& =
n) = n? (%)n, mert (%)n a valdszinlisége annak, hogy egyik munkéasnak sincs
sziiletésnapja sem az i-ik sem a j-ik napon. Innen

L ((363\" [364\*"
Cov (&,&;) =n ((%) _<%) >7

365
és mivel VarY = > (BE — (B¢)?) +2 Y Cov(&,)
j=1 1<i<;j<365

364\"  /364)\*" 363\"  /364\*"
VarY =366n2 [ [ =— | — | =— 365-364n% | [ == | — [ =— )
o " ((365) <365) >+ " ((365) (365) )

12



20.)

20a.)

Szamoljuk ki az FY (n) maximumat az n valtozé szerint. Annak érdekében, hogy
meghatarozzuk mely n szamra vétetik fel ez a maximum, szamoljuk ki az %
hédnyadost minden pozitiv egész n-re, és hatarozzuk meg, hogy az mely n-ekre

kisebb, és mely n-ekre nagyobb, mint 1. E;(fz:)l) = il 361 ahonnan %Tr)l) > 1,

han < 363, XD — 1 han =364, és ZX0FD < 1 han < 365. Ezért 364 vagy

EY (n) EY (n)
365 munkéast érdemes felvenni, és ekkor az évente gyartott TV késziilékek szama
364°°° _ 9642 ( _ L)363 . 3642
365363 — 365 e

Egy kartyacsomag 75 kartyalapot tartalmaz, amelyek mindegyike az 1 és 75 kozotti
szamok valamelyikével meg van szamozva. Kihizunk 40 kartyat visszatevéssel, és
jelolje X az ily modon kapott kiilonbozé kartyak szamat. Szamoljuk ki az FX
varhatoé értéket.

Megoldds: Szamozzuk meg a kartyakat 1-tél 75-ig, és vezessiikk be a kovetkezd
§j, 1 < j < 75 valdszintiségi valtozokat. §; = 1, ha a j-ik kdrtyat kivalasztjuk,

75
¢ = 0, ha a j-ik kartyat nem vélasztjuk ki a 40 hizds sordn. Ekkor X = ) &;.
j=1

75 75
Ezért EX = Y E¢; = > P({; = 1). Annak a valdsziniisége, hogy a j-ik kartyat
j=1 =1

nem hﬁzg}lﬂioki 40 hizés sordn (Z2)%0. Innen P(¢; = 1) = 1 — (2)%, EX =

75 (1 — (£)%).

Szamoljuk ki az el6z6 feladatban definidlt X valdszintiségi valtozé Var X szoéras-

négyzetet.

Jelolje Y a ki nem huzott kartydk szamat, és vezessikk be az n; = 1-¢;,1 < j <75,

valészintiségi véltozokat, amelyekre y; = 1, ha a j-ik kdrtydt nem valasztjuk ki,
75

és n; = 0, ha a j-ik kartyat kivalasztjuk a 40 huzas soran. Ekkor Y = " n;, és
j=1

Y = 75— X, ahonnan VarY = Var X az el6z6 feladatban definialt X valdszintliségi

valtozoval.

75
Var X = VarY = > Varn; +2 >  Cov(n;,n;). Mésrészt Varn; = P(n; =
j=1 1<i<j<75

1) = P(n; = 1), és Cov (n;, 1) = Pl =1,m; =1)= Py = 1)P(n; = 1), ha i # j.
Tovabba P(n; —177J—1):( ) P(n; =1) = P(n; = 1) = () °. Innen

(
Cov () = (2)°° = ()™, & Varn, = (2)" — (3" Bt
74 80
%))

74 40 74 40 73 40
Var X = VarY =75 (75> ( (75> +74-75 (75)

75
Megjegyzés: A 20. feladatot a vizsgalt X valdszintiségi véltozé X = ) ¢, alaku fel-

j=1

bontasanak segitségével oldottuk meg egyszeriibb valdszintliségi valtozdk Osszegeként.

Mas felbontassal is kisérletezhetiink volna. Példaul irhattuk volna, hogy X = > (j,

Jj=1
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ahol (; = 1, ha a j-ik huzaskor 4j kartyadt huzunk, és (; = 0, ha nem. Ekkor is
40

felirhatjuk az EX = > E(;, azonossagot. Ez a médszer mégsem olyan hasznos, mint a
j=1

feladat megolddsaban alkalmazott eljaras, mert az E(; = P(¢; = 1) varhaté értékeket

nem egyszeri kiszamolni. Ez azt mutatja, hogy érdemes a minket érdekl6 valdszintiiségi

valtozd szamunkra hasznos felbontasat keresni, és ez nem mindig magatél értetodo.

21.) Legyen két urna, mind a kettében 10 piros és 10 fehér golyé. Egymas utan kihtzunk
nyolc goly6t mind a két urnabdl, az els6bol visszatevés nélkiil, a masodikbdl vissza-
tevéssel. Ha a j-ik hizédsndl a két urnabdl kihuzott golyé egyforma szinti, akkor két
forintot nyeriink, ha kiilonb6z6 szintiek, akkor egy forintot veszitiink, 1 < j < 8.
Szamitsuk ki nyereményiink varhato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd §;, 1 < j < 8, valdsziniiségi valtozokat: &; = 2,
ha a j-ik hiizdsnal mind két urnabdl piros vagy mind a két urnabdl fehér golyot
hizunk, és {; = —1, ha az egyik urnabdl fehér és a mdsik urnabdl piros golyot
8
hizunk. Akkor a minket érdekl6 mennyiségek a S = ) &; valdszintiségi valtozd
j=1
varhaté értéke és szorasnégyzete. Ennek kiszamitdasa érdekében szamitsuk ki az
E¢;, Varg; és Cov (&;,&,) mennyiségeket. Vegyiik észre, hogy P(§; = —1) =
P(& =-1)=3-1+ 33 =3, mert kifejezve kiilén annak a valoszmuseget hogy
(fehér, piros) vagy (piros, fehér) huizds torténik. Hasonléan P(&; = 2) = 5. Ezért
B¢ =25 —5 =3, B =5(4+1)=3, Varg; = §

Hasonléan, P(¢; = 2,&, = 2) = P(§ = 2, 52_2):2-}1-?%%-1-1-@:}1,
P& =28 =-1)=P&=28&=-1)=233(15+15) = 1, P& = ~L.& =
—1) = P(& = —1,6 = —1) = 1 (itt felsoroltuk hogy példaul a
azt jelenti, hogy az ((F.F),(F.F)). ((F.F),(P,P)), ((P.P),(F.F)) vagy ((P.P),(P,P))
huzéassorozatok valamelyike kovetkezik be. Ezért Efjfk =P =-1,& = —1) +
AP(§ =2,8, =2)—2P(& = —1,& = 2) 2P(§] =2,& = —1) = ;(1+4-4) = 4,
és Cov (§;,&k) = E&i&n — EEES, = Z — 1 = 0. Innen kovetkezﬂ{ hogy a &,
valészintiségi valtozok korrelalatlanok, és ES = 8FE¢ = 2, Var S = 8Var &, = 18.

22.) Véletleniil meghivunk 30 embert. Tegytik fel, hogy az egyes embereknek egymastol
fliggetleniil van sziiletésnapjuk, és minden ember esetében % annak a valdszinii-
sége, hogy az év valamely napjan sziiletett. Mi annak a valdszintiisége, hogy van

két ember a tarsasagban, akiknek ugyanaznap van a sziiletésnapjuk?

Altalénosabban, van n urna, amelyekbe bedobunk egymastol fiiggetlentil k golydt
ugy, hogy mindegyik golyd egyforma valdszintiséggel esik az egyes urnakba. Mi an-
nak a valdszinlisége, hogy van olyan urna amelybe legalabb két golyé esik? Erdekel
minket tovabba ennek a valdszinliségnek a viselkedése, ha mind az n mind a k
szadm nagy, és a k = k(n) szdmnak megfelel§ a nagysdgrendje. Léssuk be, hogy a
fenti valdszintiségnek van hatarértéke, ha n — oo, \/iﬁ — « valamilyen 0 < a < 00

szammal, és hatdarozzuk meg ezt a hatarértéket.

Megoldds: Jelolje &; azt a valdszinliségi valtozdét, hogy a j-ik embernek az év
hanyadik napjan van a sziiletésnapja. Ekkor a &;, 1 < j < 30, valdszinliségi
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23.)

valtozdk fiiggetlenek, P (§=1) = 5=, 1 < j <30, 1 <1 < 365, és P(& #

£ haj # j') annak a val6szinfisége, hogy mindenkinek kiilonbézé nap van a
szilletésnapja. Ez a valdszinliség viszont

365-364---(365—30+1)_12—9[ L
365~ B 365 )

Jj=1

mert annak valdszintisége, hogy az elsé ember sziiletésnapja az l;-ik, a masodiké az

lo-ik és igy tovabb a k-ik ember sziiletésnapja az [i-ik napon van ﬁ, tetszoleges
k—1

1 <1 <365, 1 < j < 30 szdmok esetén, és ezeket a szamokat [] (365 — j)
j=0

moédon vélaszthatjuk Ugy, hogy mindegyik /; szdm kiilonbo6zd legyen. fgy annak a

valoszinlisége, hogy van két ember akinek ugyanazon a napon van a sziiletésnapja
29

111 (1-3%).

=1
Hasonléan, annak valésziniisége, hogy ha k golyét dobunk n urndba az adott

k—1 ,
médon, akkor van olyan urna, amelyikbe legaldbb két goly6 esik 1 — J] (1—2).

i=1
k—1 , k—1 4

Adjunk j6 kozelitést a log [T (1 —2<) = 3 log (1 — 2) kifejezésre, ha n — oo,
i=1 i=1

&\/%) — . Heurisztikus érvelés szerint mivel log (1 — %) ~ —% a log(l + x)

. . . k] ; k=l (k—1)k

fiiggvény Taylor sorfejtése szerint, ezért > log (1 — <) ~ — i = ===,

Jj=1 j=1

k(n)—1 )
ahonnan log [] (1 — %) — —"‘72, ha n — oo, és &\/%) — «. Ez a szdmolés

precizzé tehetd, ha felhasznaljuk példaul azt az egyenlétlenséget, amely szerint

. . 2 .2 t. .
log<1—l)+l S%Scons , hanelégnagyésigoz—f—l,
n n n n vn

ami szintén kovetkezik a log(1 + x) Taylor sorfejtésébdl. Innen azt kapjuk, hogy
k(n)—1

] —a? k(n)
1-— jl;[1 (1—%)—>1—e /2 ha n — oo, es\(F—>a.

Legyen £ és n két fliggetlen, a [—%, 5} intervallumban egyenletes eloszlasu valdszi-
niliségi valtozo, azaz legyen £ és n slirliségfiiggvénye f(x) = 1, ha —2 <z< %, és

f(x) = 0 egyébként. Szamoljuk ki £ + 7 stiriiségfiiggvényét.

Megoldds: A £+n valészintiségi valtozé siirliségfiiggvénye a g(z) = [ f(y)f(z—y) dy
fiiggvény, ahol f(x) a [ é, %J mtervallumban egyenletes eloszlas surusegfuggvenye.

Ezért f(y)f(z—y) =1, ha —3 Syé , 68 —35 <:C y< azaz—%—i—xﬁyﬁ %—i—x,

és nulla egyébként. Ez azt jelenti, hogy a + 7 Osszeg g( ) stirliségfiiggvénye az x
171

pontban megegyezik a [—5, 5} N [—% + x, % + ZE] intervallum hosszaval. Ha |z| > 1,
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24.)

25.)

akkor a fenti metszet iires, ezért ebben az esetben g(z) = 0. Ha 0 < z < 1, akkor
ez a metszet a [—% + z, %] intervallum, és ennek hossza 1 — x, azaz ebben az eset-
ben g(z) =1 — 2. Ha —1 < x < 0, akkor ez a metszet a [—%, % + :c} intervallum
amelynek hossza 1 +x = 1 — |z|, azaz g(z) = 1 + © = 1 — |z| ebben az esetben. Ez
azt jelenti, hogy g(x) =1 — |z|, ha |z| <1, és g(z) =0, ha |x| > 1.

Megadok egy méasik geometriai érvelésen alapulé megoldast.

Szamitsuk ki el6szor a £ + n valdszintliségi valtozd G(z) eloszlasfiiggvényét. De-
finidljuk a K = [—%, %] X [—%, %] négyzetet, és jelolje A a Lebesgue mértéket,
azaz a teriiletet a sikon. Ekkor a sik tetszéleges A C R? mérhetd részhalmazara
igaz az, hogy P((&,n) € A) = AM(AN K). Specidlisan, G(z) = P(( +1n < z) =
ME N A{(u,v): u+v < z}). Haz < —1, akkor G(z) = 0, ha —1 < z < 0,
akkor G(x) a (—%, —%), (—%, % + a:) és (% + x, —%) pontok altal meghatarozott
héromszog teriilete 5 (1+x)?. Hasonléan, ha z > 1, akkor G(z) = 1. Ha0 <z <1,
akkor a G(x) eloszlasfiiggvény megegyezik annak a poligonnak teriiletével, amelyet
ugy kapunk, hogy a K négyzetbdl kihagyjuk a (%, %), (%, —% + x) és (—% + x, %)
pontok dltal meghatdrozott haromszoget. Ezért G(z) = 1—1(1—x)? ebben az eset-
ben. A G(x) fliggvényt derivalva kapjuk, hogy ¢g(z) =0, ha |z| <1, g(x) = 1 + =z,
ha -1 <x<0,ésg(zx)=1—2,ha0 <z <1

Legyen ¢ és n két fliggetlen valdsziniiségi valtozo f(x) és g(x) striiségfiiggvénnyel.
Hogyan szamoljuk ki £ — n striségfiiggvényét?

Megoldds. §—n = £+(—n). Ha n slirtiségfiiggvénye g(z) akkor —n siiriiségfliggvénye
g~ () = g(—x). Ez szemléletesen nyilvanvalé, egy lehetséges formélis magyarazat
dG(x)

a kovetkezé. Legyen G(x) 1 eloszlasfiiggvénye. Ekkor g(z) = =5, és —n el-osz-

lasfiggvénye G~ () = P(—p < z) =P > —2)=1—-—P(n < —x) =1 - G(—x).
(Mivel n-nak van stirtiségfiiggvénye, ezért P(n < —x) = P(n < —z).) Ezért —n
Y g s . _ _dG () _ 1-G(—=z) _

stirliségfiiggvénye g~ (v) = == = —5— = g(—).

Innen & — n = & + (—n) stiriségfiiggvénye f* g~ (z) = [*_ f(y)g~(x — y)dy =

oo FW)aly — ) dy.

Legyen ¢ és n két fiiggetlen egyforma eloszlasu valészintiségi valtozd valamely [a, a+
1] illetve [b, b+ 1] intervallumon. Szémitsuk ki a £ +n és £ —n valdszintiségi valtozok

strtiségfiiggvényét.

Megoldds: A feladatot meg lehet oldani megfelel6 konvoluciok kiszamitasdanak a
segitségével. De mivel ezt a feladatot mar megoldottuk egy specidlis esetben a
23. feladatban, ezért egyszeriibb a feladat megoldasat visszavezetni erre a specidlis
esetre. Ennek érdekében vezessiink be két fiiggetlen & és g a [—3, 3] intervallumon
egyenletes eloszlasu valdoszinliségi valtozot. Feltehetjik, hogy & = & + a + % és
n=mn+b+35 Ekkor {+n==E&+n+a+b+1l,{—n==E—n+a—bh
Ezenkiviil g+ ng és £y — o stirtiségfiiggvénye megegyezik, és ez az emlitett feladat
eredménye szerint g(x) = 1 — |z|, ha =1 < z < 1, g(x) = 0, ha =z < —1 vagy
x > 1. Innen z + n stlirtiségfiiggvénye g(r —a—b—1) =1—|r —a—b— 1], ha
lz—a—b—1]<1,g9(x—a—b—1)=0,ha |[rt—a—b—1| > 1, £ —n slirliségfiiggvénye
glx—a+b)=1—|z—a+b,halz—a+b <1,9(x—a+b)=0,ha|z—a+0b| > 1.
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26.)

27.)

Oldjuk meg a 7. és 8. feladatot a konvoluciordl bizonyitott eredmények alapjan.

Megoldds: A 7. feladatban jelolje € és n azokat a valdszintiségi véaltozokat, amelyek
azt mérik, hogy mikor érkezett a térre az elsé illetve a masodik ember. Ekkor & és
n fliggetlen valészintiségi valtozdk, és egyenletes eloszlasiak a [8, 9] intervallumban.
Minket a P(|§ —n| < %) valészintiség érdekel. Viszont £ — 7 strliségfliggvénye
f(z) = 1—|z|, ha [z| < 1, és f(z) = 0, ha > 1. Innen P(|{ — 7| < 1) =

f_lﬁz x—2fl/21—x dx—z

A 8. feladatban jelolje & és n azokat a valdszintliségi valtozokat, amelyek azt mérik,
hogy milyen hossztu az els6 és masodik eltort bot rovidebb vége. Ekkor & és n
fiiggetlen valdszintiségi valtozok, és egyenletes eloszldsiak a [0, %] intervallumban.
(Egy bot rovidebb végének a hossza kisebb, mint x, ha a bot baloldali vége rovidebb,
mint x vagy hosszabb, mint 1 — z. Minket a P({ 4+ n < 0.8) valdsziniiség érdekel.
Viszont & + n stirliségfiiggvénye f(z) =2(1 — |1 —2z|), ha0 <z <1, és f( ) =0,
ha z > 1, vagy @ < 0. Innen P(¢ —n < 0.8) = [° f(z)de =1 — [ f(z)dx =
1— [io(4—4dz)de =1-0.08 = 0.92.

Legyenek & és & fiiggetlen exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozok, azaz
legyen stirtiségfiiggvényiik f(z) = Ae™™® ha = > 0, és f(z) = 0, ha = > 0.
Szamitsuk ki & + & stirtiségfiiggvényét.

Altalénosabban, legyenek &1, ... &, fliiggetlen exponencidlis eloszlasi valdszintiségi
valtozdok A > 0 paraméterrel. Mutassuk meg, hogy &; + - - - + &, stirliségfiiggvénye

>\m m—1

fm()—(m 1)16 ,ha$20,ésfm(x)<0,hax<0.
Megoldds: Ki kell szamolnunk az f x f(z) illetve f % --- % f(z) konvolucidkat a fenti
—_—

m—Sszer
f(x) stirtiségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha x < 0, a konvoluciét meghatirozoé
integralban szerepldé f(y)f(z — y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy * —y < 0.
Innen a konvoluciét definidlé integral csak = > 0 esetén lehet nulla, az x < 0
esetben f(y)f(x —y) > 0 minden y-ra nulla, és z > 0 esetén az f(y)f(x —y) >0
integrandus csak 0 < y < x esetén nem nulla. Innen a &; + & valdszintiségi valtozd

stirliségfiiggvénye fo(x) = f x f(x) x < O-ra fo(x) =0, és
falw) = F f@) = [ )=y = [ e gy
—00 0
= / A2~ dy = Azxe_’\x, ha z > 0.
0

Hasonléan, ha f,,(z) = f*---x f(z) jeloli & + --- &, slrliségfiiggvényét, akkor
—

m—Sszer

fm(z) = O minden m > 1 szdmra, ha x < 0. Azt éllitom, hogy f.(z) =

A M 1
(m—T)T €
azt, hogy fm 1% f(x) = fiu(z) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont

, ha © > 0. Ezen allitds bizonyitasahoz elég belatni teljes indukciéval

m—2

Fot# fa / ot () — ) dy = / At YTy M) gy
0 (m —2)!
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28.)

29.)

x m—2 m .m—1
m_—A\x Y —)\x>\ z
e /(; ( 2)' Y e ( 1)', ha z

Masrészt f,(z) =0, ha = <0.

Legyen & és 1 két fiiggetlen valészintiségi valtoz6, mind a kettd f(z) = e lel,
—00 < x < 00, slrliségfiiggvénnyel. Lassuk be el6szor, hogy f(z) valéban stirliség-
fiiggvény. Szamitsuk ki a & + n valdsziniiségi valtozo g(x) stirliségfiiggvényét.

Megoldas: Az f(x) fliggvény minden pontban nem negativ. Annak ellenérzéséhez,
hogy f(x) stirliségfliggvény azt kell megmutatnunk, hogy ffooo f(x)dx = 1. Ez igaz,

mert ffooo f(z)dx = %f_ooo e* dx + % fooo e Tdxr = % [em](i + % [_e—x]go = 1.

A £+ n valdszintiségi valtozo g(x) slirtiségfiiggvényét a g(z) = ffooo f)fx—y)dy
formula segitségével szamithatjuk ki. Szamitsuk ki ezt az integralt. Tekintsiik
el6szor azt az esetet, amikor x > 0. Az integralt szamitsuk ki gy, hogy nézziik
mind a négy (elvileg) lehetséges esetet, amikor a) y > 0ésxz—y >0, b) y > 0 és
x—y<0,¢)y<0,z—y >0,d)y <0, z—y < 0. Szdmitsuk ki mind a négy esetben
azt, hogy milyen tartomanyban veszi fel értékét az y valtozd, és mi az integrandus
illetve az integrél értéke ebben a tartomanyban. Az a) esetben 0 < y < z, az

o0

integrandus f(y)f(x —y) = %e‘ye_(x_y) = e:”, az integral pedig % az a)
tartomanyban. A b) esetben y > x és f(y)f(x —y) = eiyffiy = em4
pedig %fmoo e*~2 dy = %, a c) esetben y < 0és f(y)f(z —y) = %eye_(‘”—y) =
EQ%T_I, az integral pedig i fi)oo eV dy = e;z , ad) eset nem lehetséges, mert ekkor
egyrészt az y < 0 masrészt az y > x > 0 feltételeknek kellene teljestilniiik. Innen

_ (x+1)e™®
- 4

Y . ’
az integral

, ha = > 0. Mivel f szimmetrikus fiiggvény, ezért
_ (z+1)e” "l
= - )

azt kapjuk, hogy g(z)
mint nem nehéz megmutatni, f(x) is az. Tehat g(—x) = g(z), és g(x)
Legyenek £ és n fliggetlen, standard normalis eloszlasi valdszintiségi véltozok.
Lassuk be, hogy £2 4 n? exponencidlis eloszlast valészinfiségi valtozd \ = % para-
méterrel.

Megoldds: P(&2 < z) = ®(yz) — ®(—y/Z) = 28(\/z) — 1, ha = > 0. Irjuk fel
€2 stirtiségfiiggvényét és konvolucié segitségével a kivant stirtiségfiiggvényt. A &2

valésziniiségi véltozé siiriiségfliggvénye g(z) = ‘p%@ = \/21?336*95/ 2 hax >0, és

g(z) =0, hax <0, és £ + n? siirliségfiiggvénye

* 1
— _ —u/2 —(x—u)/2
) =gx*qg(x) = _— ¢ e du
fla) =g=ga) = | — e
1

1 1

— :c/Q/ = dv== —x/2 h >0

e v e , ax >0,
0o 2my/v(l =) 2

és f(x) =0, ha z <0.

1

Megjeqyzés: Az x paramétertél nem fliggd fol Ve dv integral értékét meghatarozza
v —v

az a tény, hogy a végeredményként kapott fliggvény stiriségfiiggvény, ezért integralja a

18



szamegyenesen eggyel egyenld. De ki is tudjuk szamolni ezt az integralt. Vagytik észre,

hogy
1 1 2

N )2:\/1—(21;—1)2’

Vol —wv) \/%_(U_

ezért u = 2v — 1 helyettesitéssel

1
2

—dv:/ ——du
/0 2m\/v(1 —v) 1 2mV1—w?
1

= — [arcsina]® ' = aresin(2z — 1) + 3
2T -1 27

Innen kovetkezik, hogy a tekintett integral értéke x = 1 esetén %, mivel arcsin1 = 7.
30.) Legyen ¢ standard normadlis eloszldsti valdszintliségi valtozd, azaz legyen siirtiség-

fiiggvénye ¢(r) = \/%76_12/2

valtozé stirtiségtiiggvényét.

, —00 < x < 00. Szamitsuk ki a &2 + £* valdszintiségi

Megoldds: Jegyezziik meg, hogy mivel £2 és £* nem fiiggetlen valészintiségi valtozok,
ezért Osszegiik striiségfliggvényét nem szamolhatjuk konvolucio segitségével. E-
helyett meghatéarozzuk azt az A(x) halmazt, amelyre £ +£2 < x akkor és csak akkor,
ha £ € A(x). Ezutén felirhatjuk a P(¢ + €2 < x) = P(¢ € A(z)) azonossigot. Az
itt megjelend valészintiséget, azaz & + &2 eloszlasfiiggvényét, ki tudjuk szamolni a &
eloszlasfiiggvényének segitségével, majd a kerestt stirliségfiiggvényét is megkapjuk
£+£2 eloszlasfiiggvényének a derivéltjaként. Az aldbbiakban kidolgozom a szadmolds
részleteit.

Szamitsuk ki elészor €2 + €4 G(x) eloszldsfiiggvényét. Ha z < 0, akkor G(z) =
0, mert &2 + &* > 0 egy valdszinfiséggel. Ha x > 0, akkor a P(£2 + &% < 1)
valészintiségét kell kiszamitanunk. Legyen u = u(z) az u? + u — x = 0 egyenlet
nagyobb gyoke, az y = —y1tde W, a kisebbik gyoke g = —1=y1t+iz V21+4I pedig olyan,
hogy % < 0. Nem nehéz beldtni, hogy £2(w) + £*(w) < x akkor és csak akkor, ha
0 < £2(w) < u(x), ami azt jelenti, hogy —+/u(z) < & < y/u(x). Innen &2 + ¢*

. e , , . —14++/1+4z —1+/1+4x | _
eloszlasfiiggvénye x > 0 esetén G(z) = ® ( T) - (— T) =

2P —ltyitie W) — 1, ahol ®(x) a & + €2 eloszlasfiiggvényének a derivéltjaként.

Az alabbiakban kidolgozom a szamoldas részleteit.

Szamitsuk ki elészor €2 + &4 G(x) eloszldsfiiggvényét. Ha = < 0, akkor G(z) =
0, mert &2 + &* > 0 egy valdszinfiséggel. Ha x > 0, akkor a P(£2 + ¢* < )
valésziniiségét kell kiszamitanunk. Legyen u = u(z) az u? +u — z = 0 egyenlet
nagyobb gyoke, az y = —Hy1tde W, a kisebbik gyoke g = —1=y1t+iz VQPAI pedig olyan,
hogy % < 0. Nem nehéz beldtni, hogy £2(w) + £*(w) < x akkor és csak akkor, ha
0 < £3(w) < u(x), ami azt jelenti, hogy —/u(z) < & < y/u(z). Innen &2 + &4

, oo , p . —14++/1+4z —14+/1F4z \ _
eloszlasfiiggvénye x > 0 esetén G(z) = ® ( T) - (— T) =
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31.)

3la.)

2<I>< e L V1+4m) — 1, ahol ®(x) a standard normadlis eloszlasfiiggvény. Innen

2
dG(x)
dx

differencidlassal kapjuk, hogy &2 + &* siirtiségfiiggvénye , ahonnan ez a slri-

ségfiiggvény nulla, ha z < 0, és

, haxz>0.

\/zex “1+Vi+dz)| d [-1+V/T+4
T P 4 dx 2

Legyen £ és n két fliggetlen valdszintliségi valtozd, amelyek értékeiket a 0 és n kozotti
egész szdmok koziil veszik fel egyenletes eloszlassal, azaz P(§ = j) = P(n = j) =

— +1’ 0 < j <n. Szamitsuk ki a £ 4+ 7 valdszintiségi valtozo eloszlasat.

Megoldas: Viladgos, hogy a & + n valdszintliségi valtozé csak 0 < j < 2n alaki egész
szamokat vesz fel pozitiv valészinliséggel. Annak valdszintisége, hogy j értéket vesz
fel a 0 < j < 2n esetben

PE+n=j)=) P=kn=j—k)=> P(E=kPn=j—k).
k=0 k=0

Az ebben az Osszegben szerepld tagok koziil csak azokat kell figyelembe venni,
amelyek nem nulldk, tehat amelyek k paraméterére a 0 < k < n feltétel mellett a
0<j—k<nazaz aj—n <k < j feltétel is teljestil. Erdemes kiilon tekinteni
azt az esetet, amikor 0 < 7 < n és amikor n < j < 2n. Ha 0 < j < n, akkor a
P(&£+4n = j) valdszintiséget kifejez6 Gsszegben j+ 1 nem zéré tag van (azok a tagok,
amelyekre 0 < k < j), mindegyiknek az értéke @ ﬁl)g fgy a keresett valészinliség

PE+n=j) = (n+1)2,ha0<j <n. Han < j < 2n, akkor 2n — j + 1 nem zéré
tag van a P(§ + 17 = j) valészintiséget kifejezd Gsszegben, (amikor j —n < k < n)

és ezek értékei @ +1)2 -tel egyenldk. Ezért P(E+n=j) = 2&1%;?, han < j < 2n.

Legyen & és n két fliggetlen valdszintiségi valtozo, amelyek értékeiket a ﬁ O <k<n

alaku szamokon veszik fel egyenletes eloszlassal, azaz P(§ = fl )= P(n= ) = %ﬂ,

0 <j < n. Szamitsuk ki a { + n Osszeg eloszlasat. Hasonlitsuk Gssze az eredményt
két fliggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldst £ és 7 valdsziniiségi véltozo
Osszegének a stlirtiségfliggvényével.

Megoldas: A keresett eloszlas P({4n = 1 ) hE H)Q, ha0<j<n, P(+n= %) -
2n—j+1

NCESIER han<j§2n,eSP(§+77—a:)—O,haxnemx=%,0§j§2nalakﬁ
szam. Kz kovetkezik a 31. feladat eredményébdl. Ugyanis, ha az ott tekintett
val6szintiségi valtozdkat &-vel és qj-val jeloljiik, akkor & +n = (€ + 7)), és ezért
P +n=uz) = P(+7n = nx) tetszéleges = szamra. Ezért P(§ +n = z) csak
r = l 0 < 5 < 2n, esetben lehet nem nulla, és ott az elébb megadott értékeket
veszi fel
A £ + 7 stirtiségfiiggvénye f(z) =2, ha 0 <z <1, f(x) =2 —x, hal <z < 2,
és f(x) =0, haz < 0 vagy z > 2. A két eredményt Gsszehasonlitva lathatjuk,
hogy a & + n Osszeg eloszlasat megadd képlet a fliggetlen, egyenletes eloszlasit
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valoszinliségi valtozok osszegének a stirliségfiggvényét megado képlet diszkretizalt-
janak tekinthetd. Vegyiik észre, hogy lim nP(§ = Jrj) = f(x), ha lim % =x, és
n—oo n—oo

f(2) jeldli € + 7 stirliségfiiggvényét.

32.) Legyen n; és no két fliggetlen normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozé m; illetve
mo varhaté értékkel, of és 03 szérasnégyzettel. Lassuk be, hogy az 0y + 1y Osszeg
my +mo varhaté értékii és o2 + o3 szérasnégyzetit normalis eloszldsi valészintiségi

valtozé.

A feladat megoldésa elott érdemes megjegyezni, hogy

/ e*(””*A)Q/B dr = V Brr.

Ezt lithatjuk példaul az y = /22 \F helyettesitéssel, és abbdl a ténybdl, hogy a
o(y) = \/%76_@/2/ 2 fiiggvény stiriségfiiggvény. Ez az észrevétel azért hasznos, mert
ez lehetové teszi, hogy amennyiben olyan integralt kell kiszdmolni, amelyben az inte-
grandus exponensében egy kvadratikus alak szerepel, akkor az inegrandusban szerepl6
kifejezést teljes négyzetté alakitva ki tudjuk szamolni az integralt. Ez a gondolata a

jelen feladat megoldésanak is.

Megoldds: Az n1 + no valdszinliségi valtozé sirtiségfiiggvénye

/ —(u—m1)2/20%e—(m—u—m2)2/2ag du
2#0102

/ 2 1 L 1 n mq n T — Moy
ex Ul —
27‘(’010’2 P 20 2 203 o2 o3

B m% (x —my)? Ju
202 203

2
[ 1 o} + 03 myos + (x —mo)o?
N 2moi0 P 20202 “ o2 + o2
oo 102 103 1 2

(mio3 + (. —my)ai)®  mi  (z—my)? du
20203(0% + 03) 202 203

{(mm% (@ —mo)od)?  m? <x—m2>2}

o 20202(0? + 03) 202 202
1 (mio3 + (x —mo)o?)?2  m2 (v —ma)?
= 5 exp 2 2.2 2 52 2
2m (0% + 03) 20{05(0f + 03) 207 2073

1 (x —my —my)?
= ———expq — ) )
2m(07 + 03) 2(01 +03)
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Megjegyzés. A feladatot lehet egyszertisiteni. Elég példaul arra az esetre koncentralni
a figyelmiinket, amikor m; = 0 és mo = 0. Valéban, vezessiik be az 7, = m, — my
és Ny = 1y — mo valdszinliségi valtozokat. Ekkor 7; és 7, fiiggetlen normalis eloszlasu
valészintliségi valtozok 0 varhaté értékkel, of és o3 szérasnégyzettel. Masrészt 1y +12 =
1 + 72 + mq + ma, és ha 7y + 75 sliriségfiiggvénye h(x), akkor 7y 4 1y stirtiségfiiggvénye
h(z —my —msy). Miért? Ez azt jelenti, hogy elég 7, + 72 siirliségfliggvényét kiszdmolni.

33.)

34.)

35.)

Legyen ¢ standard normélis eloszlasi valdszintiségi valtozd, azaz legyen £ stirt-
2
Sorfii iy _ 1 _—a?)2
ségfiiggvénye f(z) Wor
valészintiségi valtozé Eelé varhaté értékét.

Megoldds:

* 1 2 B | 2 2 2
Eetﬁ :/ et e U /2 du :/ etu—u /2—t%/2+t°/2 du
— 00 V 27—“ —0o V 27T
_ )2 /OO 1 —(t—u)2/2d _t?)2
=€ —€ U = e .
—oo V2T

, és legyen t valés szdm. Szamoljuk ki az e'¢

Legyen & normélis eloszlasu valészintiségi valtozo 2 varhato értékkel és 3 széras-
négyzettel. Szamoljuk ki minden valés ¢ szamra az Fe'¢ varhaté értéket.

Megoldas. A feladatot megoldhatjuk az el6z6 feladat megoldasahoz hasonldéan. A
¢ valdszintiségi valtozo strtiségfiiggvényét is fel tudjuk irni, és ezutan az el6zo fel-
adathoz hasonld integral segitségével fel tudjuk irni a keresett varhaté értéket, és
azt ehhez a feladathoz hasonléan ki tudjuk szamolni. De egyszeriibben is célhoz
érhetlink. A feladatot kozvetleniil visszavezethetjiik erre a feladatra. Felirhatjuk
ugyanis a & valészintiségi véaltozét &€ = /31 + 2 alakban, ahol 1 standard normélis
closzlast valészinfiségi valtozé. Innen kovetkezik, hogy Fel€ = FEet(V3n+2) —
2 BetV3n = 2t Be(V3ON — 2t431°/2 5 01876 feladat eredménye alapjan.

A 2000. évben az Egyesiilt Allamok Florida &llaméaban rendkiviil szoros eredmény
sziiletett az elnckvélasztason. 5 000 000 valasztd valasztd valasztott két part, a
republikanus és demokrata part jeloltjei kozott. A két jelolt altal szerzett szavaza-
tok szdma (egy adott idépontbeli felmérés szerint) minddssze 300 volt. Tegyiik fel,
hogy a valasztok egymastdl fliggetleniil % valoszinliséggel valasztottak valamelyik
part jeloltjét. E feltevés teljesiilése estén mi annak a valdszintisége, hogy a két jelolt
altal Osszegylijtott szavazatok kiilonbsége nem haladja meg a haromszazat.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 &, 1 < j < 5 000 000, valészintiségi valtozokat:
§; = 1, ha a j-ik valaszt6 a demokrata, §; = 0, ha a j-ik valaszté a republikdnus
5 000 000
jeloltre szavaz. Ekkor S = > & a demokrata, és 5 000 000 — S a repub-
j=1
likdnus jeloltre leadott szavazatok szdma, és minket a P(|2S — 5 000 000| < 300)
valoszinliség nagysaga érdekel. Vegyiik észre, hogy a &; valdszintiségi valtozok
fiiggetlenek, E¢; = 1, Var¢; = 1, ezért ES = 2 500 000, Var S = 1 -5 000 000, és

wr

S—2 500 000

4/ %+5 000 000

< x) valoszinliségek kiszamitasara alkalmazhatjuk a centrélis
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hatareloszlastételt. Ennek alapjan

S—ES
P(]28 — 5 000 000| < 300) = P ’ '
v Var S 5 000 000
e 150 o 150

\/ 1 - 5000000 \/ 1 - 5000000

65
— 29 —1~25(0.124) — 1 ~ 0.1.
(100) (0.124) 0

Megjegyzés: Valdjaban a feladatban targyalt modell némileg irrealis. Altaldban kii-
16nb6z6 korzetek vannak, ahol a jeloltek népszertisége eltér6. Egy jobb, a valésagot
jobban kovelité modellben példaul azt tételezhatjiik fel, hogy kiilonb6z6 korzetek van-
nak, az egyes korzetekben az egyes vélemények fiiggetlenek, de az, hogy milyen valdszi-
niséggel valasztja egy valaszté valamelyik jeloltet attol is fligg, hogy mely korzetben
lakik. Ez a modell is vizsgalhaté a centrédlis hatareloszlastétel segitségével, de itt
mar a centralis hatareloszlastétel altalanosabb, fiiggetlen, de nem feltétleniil egyforma
eloszlasu valészintiségi valtozok Osszegének hatareloszlasat leird alakjara van sziikség.

36.) Tekintsiink egy szabédlyos pénzdarab 10 000 egymés utani (fiiggetlen) feldobédsabdl
szarmazé fej-irds sorozatot. Adjunk becslést a Csebisev egyenlotlenség segitsé-
gével annak valdsziniiségére, hogy a fej-dobasok szamanak eltérése a vart 5000
szamtol legaldbb 100-zal, illetve legalabb 200-zal eltér! Milyen becslést ad ezekre a
valoszinliségekre a centralis hatareloszlastétel?

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd 5, < j < 10 000 valészintiségi valtozokat,
amelyekre {; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej, £; = 0, ha a j-ik dobds eredménye
fras. Ekkor §;, 1 < 7 <10 000 fiiggetlen valészinliségi valtozok, E§; = %, Var§; =

10000 10000
. 6sa P || Y (§—F&)>100) és P | > (& — E&)| > 200 | valdszintisé-
j=1 j=1
gekre kell becslést adnunk. A Csebisev egyenl6tlenség az els6é valészinliségre a
10000
10000 - Var&; 1
P —FEEH>10 | < —MM = = —

a masodik valdszintiségre pedig a

10000
10000 - Var&; 1
P — BE; 200l <— = —

els6 becslést adja.
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37.)

38.)

10000

> (&-Eg))
j=1

A centralis hatareloszlastétel szerint P BV >u| ~ 1— ®(u). Innen

kapjuk, hogy az els6 valdszintiség kiszamitasahoz az u = i%go = 12 értékeket
2

kell tekinteni, és a vizsgélt valdszintliség kozelitSleg (1 — ®(2)) + ¢(—2) = 2(1 —
®(2)) ~ 2(1 —0.97720) = 0.0456. A masodik valdszinliség hasonléan koriilbeliil
2(1 —®(4)) ~ 0, (az els6 4 tizedesjegy 0). (A Csebisev egyenl6tlenség 0.25 illetve
0.0625 fels6 becslést adta ezekre a valdszintiségekre.)

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 1200 alkalommal egyméstdl fliggetleniil, és
Osszeadjuk a paros értékili dobasok eredményét. Adjunk jo kozelité becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normalis eloszldstablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 2280 és 2500 kozé esik.

Megoldds: Vezessiikk be a kovetkezd &, 1 < j < 1200, valdszinliségi valtozokat:
§; = 2, ha a j-ik dobas eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobds eredménye 4, §; = 6,
ha a j-ik dobéas eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye 1, 3 vagy 5. Ekkor

1200
a P (2280 < >0 & <2500 | valdszintiséget kell jol megbecsiilniink. Vegyiik észre,
j=1

hogy E¢; = $+(2+4+6) =2, Var§; = ¢(4+ 16 + 36) — 4 = 8. Innen a centrilis
hatareloszlastétel alapjan

1200 1200
1200 ~1920 21 & — 21 L
Pl2280<) ¢ <2500 | =P < <

100
< < <
, 16 1200 16
et \/1200%¢ S vare, /12005
Jj=1

~ ®(1.25) — ®(—1.5) = 0.8944 + 0.9322 — 1 = 0.8266.

Egy szabalyos dobdkockat és egy szabalyos érmét feldobunk 3300 alkalommal egy-
mastol fiiggetlentiil. (Az érme és kockadobédsok eredményei is fiiggetlenek egymaés-
t6l.) Ha a kockadobds eredménye pédros és az érme a fej oldalra esett, akkor annyi
forintot nyeriink, amennyi a kockadobas eredménye. Ha az érme az iras oldalra
esett vagy a kockadobds eredménye paratlan szam, akkor nem nyeriink, és nem is
vesztiink semmit. Mi a valdszintisége annak, hogy az Gssznyereményiink 3190 és
3520 forint kozé esik? Adjunk erre j6 kozelité becslést a centralis hatareloszlastétel
és egy normalis eloszlastablazat segitségével.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezo6 £, és n; 1 < j < 3300, valosziniiségi valtozokat:
§; = 2, ha a j-ik kockadobds eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik kockadobas eredménye 4,
§; = 6, ha a j-ik kockadobas eredménye 6, §; = 0, ha a j-ik kockadobas eredménye
1, 3 vagy 5. Legyen n; = 1, ha a j-ik érmedobds eredménye fej, és n; = 0, ha a
J-ik érmedobds irds. Legyen (; = &;n;. Ekkor a j-ik dobdsnal a nyereményiink
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39.)

3300
¢ lesz, 1 < j <3300, és a P | 3190 < > (; <3520 | valdsziniiséget kell jol meg-
j=1
becsiilniink. Ennek érdekében szamoljuk ki a fiiggetlen (; Valészinﬁségi Véltozék
varhato értékét és szérasnégyzetét. E(; = EEn,; = B En; = (2 +4 + 6) 5 =1,
EC? = EGED; = §(4+16+36) - 5 = 5, Var(? = EC? — (Egj) ~ 11 Tnpen a
centralis hatareloszlastétel alapjan

3300 3300

3300 Z CJ Z ECJ
P (3190 <) ¢ <3520 | =

, B 11 3300 11
j=1 1/3300 / Z Var¢, \/3300

~ ®(2) — ®(—1) = 0.9772 + 0.8413 — 1 = 0.9285.

Ledobunk egyméstdl fliggetleniil 24 000 pontot a [0,2] intervallumra egyenletes
eloszlassal, (azaz annak a valdszintisége, hogy egy ledobott pont értéke z-nél kisebb
5-vel egyenld, ha 0 < x < 2, eggyel egyenld, ha x > 2, és nulla, ha 2 < 0.) Orizziik
meg azokat a ledobott pontokat, amelyek értéke 1-nél kisebb, és hagyjuk el azokat,
amelyek értéke nagyobb, mint egy. Mi annak a valdszinlisége, hogy a megorzott
pontok értékeinek az Gsszege 5900 és 6075 kozé esik? Adjunk erre a valdszinliségre
jo kozelité becslést egy normaélis eloszlastablazat segitségével.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 24 000, valészinliségi valtozokat:

§; = x, ha a j-ik ledobott pont értéke z, és 0 < = < 1, és §; = 0, ha a j-

ik ledobott pont értéke az (1,2] intervallumba esik. Ekkor a megbrzott pontok
24 000

Osszege S = ). &;, tovabba a &; valdszintiségi valtozdk fliggetlenek és egyforma
j=1

eloszlasuak. Ezért a centralis hatareloszastétel segitségével j6 becslést tudunk adni

a minket érdekls P(5900 < S < 6075) valésziniiségre. Ennek érdekében ki kell

szamolnunk a & valdszintiségi valtozo varhato értékét és szorasnégyzetét.

A & valdszintségi valtozd varhatod értékének és szorasnégyzetének a kiszamoldsa
érdekében vezessiik be az 1 valdszintiségi valtozot, amelyik megegyezik az els6
ledobott pont értékével, és a kovetkezo h(x) figgvényt a [0, 2] intervallumon: Le-
gyen h(z) =z, ha0 <z <1,és h(z) =0, ha 1l <z <2 Ekkor & = h(n), és m
stirtiségfiiggvénye f(z) = %, ha 0 <z < 2 f(x) =0, haz <0, és = > 2. Innen

E& = Eh(&) = [ h(z)dz = folx da: 1. B& = Eh(m)? fo 2?3 de = g, és
Var§, = B — (BE§) = ¢ — 15 = Ezert ES = 6000, Var S = 2500 Innen

S —ES
P(5900 < S <6075) =P -2< <15
( ) ( v/Var S )

~ B(1.5) — B(—2) = B(1.5) + B(2) — 1.

A feladat modositott megolddsa: A & valdsziniliségi valtozd varhatd értékét és szo-
rasnégyzetét ki tudjuk szamolni kozvetleniil, az n valdszintiségi valtozo bevezetése
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40.)

nélkiil is, ha tudjuk, hogyan kell kiszdmolni egy valdszinliségi valtozd varhatéd
értékét kifejez6 integralt az &dltaldnos esetben. (Tehat ki kell tudnunk szdmolni
egy eloszlas altal meghatarozott Lebesgue—Stieltjes integralt akkor is, ha az elosz-
lasfiiggvénynek nincs stirliségfiiggvénye, és nem is diszkrét eloszlas jelenik meg.)
A kovetkez6 észrevételt érdemes tenni. Ha adva van két uq és us mérték és egy
f(x) fiiggvény a szamegyenesen, akkor f(z)(u1(dx) + pe(dx)) = f(z)ur(dz) +
f f(x)p2(dzx). (Valdjdban ez az azonossédg tetszéleges téren értelmezett fliggvényre
és mértékpdarra is érvényes.)

Tekintsiik a £ valdszintiségi valtozo up eloszldsadsanak a kovetkezo természetes fel-
bontasat: purp = pu1 + po, ahol py az a mérték, amelyiknek a stirtiségfiiggvénye % a
[0, 1] intervallumban, és nulla egyébként, azaz pq(A) = [ AN[0,1] 3 dx, a pp mérték

pedig a 0 pontba van koncentralva, és a 0 pont po mértéke %, azaz [io (A) ;, ha

OGA, és /,LQ(A) :0, ha0¢A Ekkor Eé-:fxul(dx)+f$ﬂ2(dl') _ f rdr =
Lyo=1¢é BE = [22u(de) + [aPpa(de) = [ La?dr+0=1+0=1,

Var{ = B? — (BE)?* =% — - = .

Egy pénzdarabrél ellenorizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, amely szerint ez
az érme legalabb % valoszintiséggel esik a fej és legfeljebb i valoszinliséggel az
irds oldalara. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a
kovetkezo dontési szabalyt hozzuk. Valasztunk egy k szamot, és akkor fogadjuk
el a hipotézist helyesnek, ha legaldbb k fejdobas tortént. Legalabb mekkoranak
kell valasztanunk ezt a k szamot, ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesitd
pénzdarab esetén legalabb 0.9 valészintiséggel dontsiink tgy, hogy a hipotézis tel-
jesul?

l\)ln—t ||

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdszintiségi véaltozokat: & = 1, ha a j-ik

dobas eredménye fej, £ = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 30000,
30000
S = Ssp000 = D, ;. Ha a fejdobds eredményének val6szinlisége pontosan %,

akkor E¢; = 2, B¢} = 2, Var§; = EE; — (E¢;)° = 2, ES = 30000E¢; = 22500,
Var S = 30000Var &; = 5625 = 75%. Innen és a centralis hatdreloszlastételbdl,

P(S>k)=P

(S—ES S k—22500) —1—P<S_ES < k—22500)
vVar S 75 vVarS — 75

—1_ 3 k — 22500 .
75

Viélasszuk a k szdmot Ugy, hogy a fenti valészintiség koriilbeliil 0.9 legyen. Ekkor

a ® (£=22500) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ® (22200=F) = 0.9 egyenletet kell

kielégiteniink. A normélis eloszlas-tablazat alapjan % ~ 1.28, ami azt jelenti,

hogy k = 22500 —75-1.28 és p = % esetén annak valészinlisége, hogy a fejdobasok
szama nagyobb mint k = 22500 — 75 - 1.28 = 22212 és p = % esetében annak
valészintisége, hogy legalabb ennyi fejdobas torténik koriilbelil 0.9. Ha p > %,
akkor ez a valésziniiség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes valasztas.
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41.)

42.)

Szamoljuk ki egy A paraméterii £ exponencidlis eloszlasi valdszinliségi valtozo var-
hato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldas: Parcidlis integralassal kapjuk, hogy

E¢ :/0 ule M du = X/o ue” "du = 3 ([—ue_“]o +/0 e " du) =\

o 1 oo e 2
EE¢? :/ ure M du = ¥ ([—UZe_“]O —I—/ 2ue™ " du) ==
0 0

Ezért Var{ = B¢ — (BE)? = & — 35 = 1.

Legyen birtokunkban 100 lampa, amelyek mindegyike egymastdl fiiggetlen idGtar-
tamig mikodik, élettartamuk pedig exponencidlis eloszlasu \ = %0 paraméterrel.
(A lampék élettartamanak exponencidlis eloszldsa természetes feltételezés.) Egy
termet bevilagitunk ezen lampéak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jo becslést arra, hogy a lampak Osszélettartama legaldbb
1150 ora.

Megoldas: Jeldlje &; a j-ik lampa élettartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(& +--- +
€100 > 1150) valdszintiségre kell j6 becslést adnunk, ahol az 6sszegben fliggetlen
exponencialis eloszldsi valdszintliségi valtozok szerepelnek A = 1—10 paraméterrel.
Vezessiik be az n =& + - -+ + 100 jelolést.

Kiszémoltuk a 4la.) feladatban, hogy jelen esetben En = mE& = § = 1000,

Varn = = 10000 (m = 100 és A = E valasztéssal). Ezért a centralis ha-
tareloszlastetel szerint JVE” = 77_1%)%00 j6 kozelitéssel standard normélis eloszldsi
armn

valészintiségi valtozo, és P(&1+- - -+&1gp > 1150) = P ( \"/*VE_WW > 1.5> ~1-®(1.5).

Legyen & geometriai eloszlasu valészintiségi valtozé p paraméterrel, 0 < p < 1, azaz
legyen P(§ = k+1) = p*(1 —p), k =0,1,.... Szamoljuk ki & varhat6 értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldas: Felirhatjuk, hogy

E¢ =Y (k+1)(1—p)p= pzk(l —-p)!
k=0

EE =) (k+1)°(1-p)fp= ka%-

k=0
és Var§ = BE? — (E§)2. Ezen végtelen Osszegek kiszamitdsdanak érdekében de-
o0

rivaljuk kétszer a > 2% = ﬁ, |x| < 1, azonossagot. Azt kapjuk, hogy

k=0
ﬁ kak 1’
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44.)

Innen x = 1—p helyettesitéssel % = Z E(1—p)r—Y BE=p Y k(1—-p)Ft= L& =
k=1 k=1

%,pkz K (1-p)*! = p(1-p) Zk(k 1)(1-p)*- 2+p2k(1 p-t =200yl
=1 =1

tehdt &2 = 202 4 1 Vag_2(1 P 41 _#:#_

1_1-p
p - p?
Vegyiink egy olyan pénzdarabot, amely 2 5 valoszintiséggel esik a fej és % valoszinti-
séggel az iras oldalra. Ezt a pénzdarabot annyiszor dobjuk fel, ameddig megjelenik
1200 fej dobéds. Mi annak a valdszintlisége, hogy az elvégzett dobdsok szama 1680
1830 kozé esik? Adjunk erre a valdszintiségre jé kozelité becslést.

Megoldds: Az elvégzett dobasok szama egy n negativ binomidlis eloszlast valo-
szintiségi valtozé n = 1200 és p = % paraméterekkel, azaz P(n = k + n) =
("Iﬁ;l)(l —p)Fp™, p = %, és n = 1200 paraméterrel. Egy ilyen valdszintiségi
valtozonak ki lehet szamolni a pontos eloszlasat, azaz azt, hogy milyen értéket
milyen valdszintiséggel vesz fel. Elvileg, ez lehet6séget ad a kivant valdszinliség
kiszamitasara egy bonyolult Osszeg kiszamitasanak a segitségével. Ennél haszno-
sabb becslést tudunk kapni a kovetkezo érvelés segitségével, amely a kivant vald-
szinliséget j6 pontossaggal kiszamitja a centralis hatareloszlastétel segitségével.

Jelolje &;, 2 < j <1200, a j — 1-ik és j-ik fejdobds kozotti dobasok szamat (a j-ik
fejdobést beleszéamitjuk a j — 1-iket viszont nem szamitjuk bele e dobasok kozé), és
legyen &, az els6 fejdobdsig (ezt is beleszdmitva) elvégzett dobasok szdma. Ekkor
a §; valészinliségi valtozok fliggetlenek, geometriai eloszldstiak p = % paraméterel,
és minket a P(1680 < & + -+ + &1200 < 1830) valdsziniiség érdekel. A 41. fel-
adatban kiszamoltuk geometriai eloszlasu valdszintliségi valtozok varhaté értékét és
szorasnégyzetét. Ezt felhaszndlva kapjuk, hogy E¢; = % = %, Var§; = lp_2p = 3,

1
Ezért a centrélis hatareloszlastétel alapjan n = & + - - - 4 £1200 jeloléssel minket a

n — 1200E&, )
Pl4< =<1
( v 1200Var &

valoszinliség érdekel. Erre azt kapjuk, hogy

pl_gon= 1200E¢,
v 1200Var &;

Egy termék megvasarlasakor kapunk egy kupont. Osszesen n kiilonbozé kupon
létezik, és az egyes vasarlasok soran egymastoél fliggetleniil % valdszintiséggel kapjuk
meg valamelyik kupont. Egymas utdn sok alkalommal vasaroljuk meg ezt a ter-

< 1) ~ (1) + B(4) — 1~ B(1).

méket. Jelolje S; = S\™ azt a valészintiségi véltozot, hogy hanyadik vésarldsnal
gylijtottiik 6ssze a kuponok felét, azaz % kiilénb6z6 kupont, (legyen n paros szam),
és So = S§”> azt a valdszintliségi valtozot, hogy hanyadik vésarlasndl gytijtottitk
Bssze az dsszes kupont. Szémoljuk ki Sy = S\ és Sy = S{") varhat6 értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldas: Jelolje Uy azt, hogy hanyadik véasarlasndl kaptuk az els6, Us azt, hogy
hanyadik vasarlasnal kaptuk a masodik, és igy tovabb Uy azt, hogy hanyadik
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vasarlasnal kaptuk a k-ik kupont, 1 < k < n. Ekkor a { = U —Up_1, 1 <k <n,
(az Uy = 0 jeldléssel) fiiggetlen geometriai eloszldsi val(’)szinﬁségi valtozok, és &

eloszlasdnak a paramétere p = ”’TI“H Tovabba S(n) Z &k, S(") Z £

n/2

Ezért a 42. feladat eredménye alapjén ESgn) =Y =N 2 T ESén) =
= k=n/2+
n n o (n) n/2 k-1 n/2
Z n_7]7;+1 =n Z ) Var Sl = Z (n7£+1)2 n Z (n— k:—|—1)2’ és
k=1 k=1 k=1 "z —

n k—1 n
(n) _ L k-1
Var 537 = Z (n—k+1)2 ”Z (n—k+1)2
k=1 n2 k=1

n
n/2 z
1/2

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ES(n) ~n Ldr = nlog?2, mig ES( ~ nlogn.
Hasonl6an, Var 5™ ~ n fn/Z dr =n [,

0 (n— x)
2. Valbban, tekintve a Var S, (") et definials osszegnek a k = n pa-

(1_t)2 dt = const. n. Masrészt Var Sén)
nagysagrendje n
raméterhez tartozo tagjat kapjuk, hogy Var S( ") > n(n — 1). Tovdbba Var Sé”) =

n
— 2
nkzlm S n Z (n— k+1)2 n Z < const. TL

45.) Hogyan tudunk a centralis hatareloszlastétel segitségével egy olyan [A,,, B, ] inter-
vallumot definidlni, amelyre nagy n szamra P(SYL) € [An,By]) ~ 0.9 a 44. fel-

adatban definidlt SYL) valészintiségi valtozoval? Mutassuk meg, hogy az Sén)
valészintiségi véaltozokra nem alkalmazhaté a centrélis hatéreloszlastétel.

Megoldas: Lattuk a 44. feladat megoldasaban, és az azt kovetd megjegyzésben,
hogy S felirhaté 2 fiiggetlen valdszintiségi valtos6 dsszegeként, és a varhaté

értéke C,, =n > %, szorasnégyzete pedig

k=n/2+1
n/2 n/2 k—1 1/2
k—1 o t
VarS(n):n —— =n #nwn/ dt
1 ;(n—k—l—l)Q ; 1_k12 0 (1—t)2

(1-%2)
1/2
—n (LL_JO + [log(1 — t)]1/2> = (1 —log 2)n.

Ezért a centrdlis hatareloszlastétel alapjan

(n) _
Pl-t< 51 <t] ~20(t
V(1 —log2) log V(1 —log2)
Vélasszuk ¢-t, mint azt a szamot, amelyre <I>(t = 0.95. A normalis eloszlas

tablazata alapJan t ~ 1.645. Legyen A, = C, — 1.645,/(1 —log2)n, B, =

n

Cy, +1.645\/(1 —log2)n, ahol C,, =n > 1.

k=n/2+1

29
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A7)

Meg kell még indokolni, hogy a centralis tétel alkalmazhaté ebben az esetben. A
szériasorozatokrol szold centralis hatéreloszlastételre van sziikségiink a §lin), n =
2,4,6,..., 1 < k < n, szériasorozatra. Be lehet latni az el6adason fiiggetlen valo-
szintiségi valtozok Osszegére targyalt érveléssel, hogy a centrdlis hatareloszlastétel
teljesiil, ha az 6sszeadanddk valamely 2-nél nagyobb (példaul negyedik) momentu-
mai nem tul nagyok. A 42. feladat szamolasa alapjan konnyen ellenorizhet6, hogy
E¢ < Ci,hal <k < 5 egy (7 konstanssal, amely nem fiigg n-t6l. Mdsrészt
Var§, > C3 egy n-tdl fliggetlen Co konstanssal, ha 7 < k& < 5. Ezek a reldciok
elegendbek a centrélis hatareloszastétel teljestiléséhez.

A 44. feladat utédni megjegyzésben lattuk, hogy Var &, > const.n?, és Var Sén) <
const.n?. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben a centrélis hatéreloszlastételhez

sziikséges egyenletes kicsiség feltétele nem teljestil.

Egy nagyvarosban népszavazast tartanak egy kérdésrol. A varos egy folyd két
oldalan fekszik, és a folyd két oldalan lakéknal mas mind a kérdés tamogatottsiga,
mind a szavazasi hajlanddsidg. A folyd baloldalan 85000 szavazopolgar lakik, az
ottlakok % valoszinliséggel tamogatjak a javaslatot, és % valoszintiséggel mennek
el szavazni. A foly6 jobbpartjan 50400 szavazdpolgar lakik, az ottlakok % valo-
szintliséggel tamgatjak a javaslatot, és % valésziniiséggel mennek el szavazni. Az
egyes lakosok véleménye és szavazasi hajlanddsiga fiiggetlen egymastol. Mi annak
a (kozelitd) valésziniisége, hogy a leadott igen szavazatok szama nagyobb, mint a
leadott nem szavazatok kétszerese plusz 10807

Megoldds. Vezessiik be a kovetkezé £;, 1 < j < 85000 és n;, 1 < j < 50400,
valoszinliségi valtozokat. &; = 1, ha a foly¢ j-ik baloldali partjan laké szavazépolgar

igennel szavaz, §; = —2, ha nemmel szavaz, és {; = 0, ha nem megy el szavazni,

1 < j < 85000. Hasonléan, n; = 1, ha a folyé j-ik jobboldali partjan laké

szavazopolgdr igennel szavaz, 1; = —2, ha nemmel szavaz, és 7; = 0, ha nem
85000 50400

megy el szavazni, 1 < j < 50400. Legyen S = > &+ > n;. Vegyik észre,
j=1 j=1

hogy minket a P(S > 1080) valészintiség nagysaga érdekel. (A &; és n; valdsziniiségi
valtozokat hasonléan definidltuk. Azért tettiink kozottiik kiilonbséget, mert mas az
eloszlasuk.) Erre a valészintiségre a fiiggetlen, de nem feltétleniil egyforma eloszlasu
valoszinliségi valtozok Osszegére vonatkozo centralis hatareloszlastétel segitségével
tudunk jé kozelitést adni. Ennek érdekében szamoljuk ki az S Gsszeg varhato
értékét és szérasnégyzetét.

Mivel P(¢; = 1) = 2, P(&; = —1) = §, P& = 0) = }, esért B = §, BE = L,
Var¢; = %‘; Hasonléan P =1) =1, Pnj=-1)=1, P(n; =0) = 1, ezért
En; = Enj = 2, Var§; = 5. Frért ES = 85000 x 3 — 50400 x 5 = 200,

Var S = 85000 x 34 + 50400 x X = (20)2(172 + 14?) ~ 4402

Innen P(S > 1080) = P(S{,afg > 1080=B5) = p(S=E2 > 880) 1 — 9(2) ~
0.0228.
Egy népszavazasi kérdést a vélasztason akkor fogadnak el, ha egyrészt tobben

szavaztak ra igennel, mint nemmel, masrészt az igen szavazatok szama meghaladja
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48.)

az Osszes valasztopolgarok szaménak a 20%-at. Legyen mondjuk, n = 5000000 va-
lasztépolgar, mindenki egymastol fiiggetleniil 40% valdszintiséggel megy el szavazni,
és 50% valdszintiséggel szavaz igennel. Mi a valdészinlisége annak, hogy a népszava-
zés eredményeként elfogadjak a népszavazasi kérdést?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 (kétvaltozds) vektorértéki (€;,n;) valdszintiségi

valtozokat. §; = 1, ha a j-ik szavazé igennel szavaz, {; = —1, ha nemmel szavaz,

és {; = 0, ha nem megy el szavazni. 7; = 1, ha a j-ik szavazé igennel szavaz,

n; = 0 egyébként, tehat ha nemmel szavaz vagy ha nem megy el szavazni. Legyen
n

n
S, = >.&, T, = >_nj. Ekkor minket annak a valdsziniisége érdekel, hogy
=1 j=1

mind az S, > 0 mind a T, > 0.2n esemény bekovetkezik. Erre a kérdésre a
tobbvaltozos centrélis hatareloszlastétel segitségével tudunk valaszolni, ha azt a
(&j,m;) véletlen vektorok Osszegére alkalmazzuk. Ekkor E¢; = 0, En; = 0.2,
Var¢; = Ef? = 04, Varn; = E?ﬁ- — (En;)? = 0.2 —0.22 = 0.16, Cov (&,7n;) =
E&n; — E&En; = EEn; = P(§ =1,n; =1) = 0.2. (A szdmolas utolsé 1épésében
kihasznaltuk, hogy 7, két értéket vesz fel. Tovabba, ha n; = 0, akkor &;n; = 0, és
ha n; = 1, akkor a &; és 1; definicidja szerint £; = 1.) Innen nli_}n;() P(S, >0,T,, >
0.2n) = lim P (\/Lﬁsn >0, = (T, — ET,) > 0), és ez azon (X,Y) normalis el-
oszlasu véletlen vektor altal meghatarozott P(X > 0,Y > 0 valdszintiséghez tart,
amelyre EX = FY = 0, kovariancia matrixat pedig a Var X = 0.4, VarY = 0.16,
Cov (X,Y) = 0.2 képletek hatarozzik meg.

Megjegyzés: Az ebben a feladatban kapott valészintiség valamivel nagyobb, mint
0.25, azaz az az érték, ami akkor jelenne meg, ha a hatareloszldsban megjelen6
normalis eloszasui véletlen vektor X és Y koordinatai korrelalatlanok, ezért fiigget-
lenek lennének. 0.25 annak az (aszimptotikus) valészintisége, hogy legalabb a szava-
zatok 40%-at leadtdk, és az igen szavazatok voltak tobbségben. De pozitiv valészi-
niiséggel az is bekovetkezhet, hogy az Ossz-szavazatok szama valamivel kevesebb,
mint a szavazdsra jogosultak szdménak 40%-a, de ezen belill a tobbségben levé
igennel szavazok szdma meghaladja a szavazdsra jogosultak szaménak a 20%-at.

Szamoljuk ki az el6z6 feladat megoldasaban megjelend hatareloszlas stirtiségfiigg-
vényét, azaz egy olyan normélis eloszlasu (£, n) véletlen vektor stirliségfiiggvényét,
amelyre F{ = En =0, Var X = 0.4, VarY = 0.16, Cov (X,Y) = 0.2.

Megoldas: Szamoljuk ki a tekintett véletlen vektor kovariancia matrixanak a deter-
minansét és inverzét. A determindns értéke Var Varn — (Cov (£,7))? = 0.4-0.16 —

. r A B .t
0.22 = 0.024, az inverz méatrix olyan D = matrix amelyre A = % =
B C :
160 _ 20 — 04 _ 50 _ _ 02 _ _25 ,
o =30 =462 =% B= 45651 = 3 Innen a keresett siirtiségfiiggvény
értéke

Fany) = — L —(ast+CyPr2Bayy/z _ V15 {
’ 2mv/det D 507

Innen az is kovetkezik, hogy az el6z6 feladat megoldasat megadd valdszintliség
kézelitsleg [~ [5° f(z,y) dzdy a fenti f(z,y) stirliségfiiggvénnyel.
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50.)

51.)

52.)

Legyen ¢ standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozd, azaz legyen a stiri-

ségfiiggvénye p(x) = \/%e_mQ/Q, —00 < x < 00. Szamoljuk ki a £ valészintliségi
véltozé EEF k-ik momentumét minden k = 0,1,2, ..., nem negativ egész szamra.
Megoldds: E&F = ffooo 2*p(x) dz minden k = 0,1,2,... szdmra. Mivel paratlan

k = 2k + 1 szdmokra a fenti integral x2**1p(z) magfiiggvénye paratlan, innen

adédik, hogy E€?*1 = 0. Péros indexekre a kivetkezd szamoldst végezhetjiik el
parcialis integralas segitségével.

oo 1 oo
E&* = / **p(z) dz = \/_2_71'/ 22 e /2 dy

-1 [ 51 d ( - 2/2)

= — x — (e™® dx
V2T dx

_ —1 [ 2k— 1e—m2/2]
\/27r

_ .2
p2k=2,—2%/2 g,

L

(2k — D)2k ~2e77/2 = (2% — 1) EE* 2 du.

IR

Mivel E¢® = 1 a fenti azonossaghdl kapjuk, hogy E¢? = 1, B¢t = 3EE? =
E¢5 = 5B¢* =53, és teljes indukciéval EE2F = (2k—1)-(2k—3)-(2k—5)---3-

Legyen & normalis eloszlasu valészintliségi valtozo m = 2 varhaté értékkel, és d = 3
szérasnégyzettel. Szamoljuk ki az E¢* varhaté értékét.

3,
1.

Megoldds: frjuk a € valészintiségi valtozét & = v/3n + 2 alakban, ahol 7 sztandard
normalis eloszlast valészintiségi valtozé. Ekkor ¢4 = (v3n+2)* = 9n* +4-3/3 -
23 +6-3-4n% 4+ 4-+/3 -8y + 16. Viarhaté értéket véve, és felhasznélva, hogy
En = En® = 0 azt kapjuk, hogy E¢* = 9En* + 72En? 4+ 16. Mivel En* = 3,
En? =1 az eléz6 feladat eredménye szerint FE* = 115.

1

Legyenek &1,...,&, fiiggetlen, a [—3, 3

] intervallumban egyenletes eloszlasu valo-

szinliségi valtozdk. Mutassuk meg, hogy a Z & és Z {'JZ osszegek normalizaltjai-
i=1 i=1

nak, azaz a /12 Z & és /12 Z (fz — ) valdsziniiségi véltozéknak az egytittes

eloszlasa a két- dlmenmos standard normahs eloszlashoz konvergdl, ha n — oo.

Megoldds: EE =0, EE? = &, Varé = &5, Var&? = B¢ — (BE2)? = & — 4 =
ﬁ. Tovabbd Cov (€,£2) = EE3 — EEEE? = 0. Ezért a (\/12§j, V180 (sz — %)),
7 =1,2,..., véletlen vektorok fiiggetlenek, nulla varhaté értékkel és az identitas

kovariancia matrix-szal. Innen, és a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastételbol
kovetkezik a feladat allitasa.

Legyen (&1,...,&,) n-valtozos normalis eloszlasi valdsziniiségi valtozé, amelynek
mindegyik eleme korrelalatlan. Ekkor &1, ...,&, fiiggetlen, normalis eloszlési valo-
szinliségi valtozok.

Megoldds: Elég azzal az esettel foglalkozni, amikor a véletlen vektor nulla varhaté
értékli. Azt hasznaljuk fel, hogy egy nulla varhaté értékii normalis eloszlasu vek-
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tor eloszldsat meghatarozza a kovarianciamatrixa. Vegyiink fliggetlen n1,..., 7,
val6szintliségi valtozokat, amelyekre Enjz- = Eé’?, En; = 0 minden 1 < j < n in-
dexre. Ekkor mivel En;n, = 0, ha j # k az n; valészintiségi véltozok fiiggetlensége
miatt, az (71,...,7n) és (&1,...,&,) véletlen vektorok kovariancia métrixa meg-
egyezik. Mind a két vektor normadlis eloszlasi. Ezért eloszlasuk is megegyezik,
igy az (m1,...,mn) véletlen vektor koordinatdinak fiiggetlenségébdl kovetkezik a
(&1,. .., &n) vektor koordinatainak fliggetlensége is.

Mutassunk példat korrelalatlan, de nem filiggetlen valészinliségi valtozdkra.

Megoldas: Egy lehetséges példa a kovetkezd. Legyen & egyenletes eloszlasu va-
l6szintliségi valtozd a [—%, %} intervallumban, Ekkor a & és n = €2 valésziniiségi
valtozdk korreldlatlanok, de nem fiiggetlenek. Valéban, E¢ = 0, En = EE? = %2,
E¢n = E& =0, Cov (£,n) = BEén — EEEn = 0. Masrészt € és n nem fiiggetlenek,
sot az n valdszintliségi valtozo a € valdsziniiségi valtozd determinisztikus fliggvénye.
Egy lehetséges formalis indoklasa annak, hogy £ és 1 nem fiiggetlen a kévetkezo:
Legyen 0 < a < 1 tetszbleges szam. Ekkor {w: n < a?} = {w: [¢] < a}. Ezért

P(¢ <a,n<a®) = P(& <a), tehat P(£ < a,n < a?) # P(£ <a)P(n < a?).

Legyenek &1, &, ... ,&,) n fliggetlen, standard normélis eloszlast valdszintiségi
valtozok. Tekintsiik az Gsszes n = ) a;§; valdszintiségi valtozét, ahol ay, ..., ay,
i=1

tetszéleges valds szamok. Az igy definidlt valészin(iségi valtozdk egy N Euklideszi
n n

teret alkotnak, ha e tér két n= > a;&§; e N, 1= > a;§; € N, elemének az An+

Jj=1 Jj=1

B linearis kombindciéjat az An+ Bn = ) (Aa; + Ba;)E;) képlettel definidljuk, a
j=1

n
skalarszorzatot pedig az (n,7) = Enn = ) aja; formulaval. Ha nq,...,n; k eleme
j=1

a N Euklideszi térnek, ahol k tetsz6leges pozitiv egész szam, akkor az (11,..., M)
véletlen vektor egy k-dimenzids normalis eloszldsi valdszinliségi valtozo. Ez ugy is
interpretdlhat6, hogy adva egy n-dimenziés (&1, . . ., &, ) standard normalis eloszldsu
véletlen vektor és egy (determinisztikus k x n méretii métrix a (&1, ...,&,)A vektor
normalis eloszlasu, azaz ez az allitdas nemcsak négyzetes n x n méretii A matrixokra
igaz. SOt igaz a kovetkez6 kissé dltaldnosabb allitas: Ha (&1, ...,&, n-véltozos
normélis eloszldsi véletlen vektor, A k X n-es matrix, akkor (&1, ..., &) A k-véltozos
normalis eloszlasu vektor.

Megoldds: Az N tér a megadott Osszeaddssal és skalar szdmmal val szorzdssal
linedris tér, azaz teljesiti a kivant azonossagokat. Az (n,7) = Enn formuldval
definialt mivelet tekintheto skalar szorzatnak, mert bilinearis fliggvény, és pozitiv
definit, azaz (n,n) > 0, és (n,n) = 0 csak az n = 0 esetben. Az N Euklideszi tér
dimenzidja n.

Azt kell beldtni, hogy amennyiben 71, ..., n, mindegyike eleme az N térnek, akkor
létezik k fiiggetlen, standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozé ugy, hogy
az (m,...,nx) vektor koordinatai ezek linedris fiiggvényei. Ha k > n, akkor ez
nyilvanvald, mert tekinthetjiik a &1, ..., &, vektorokat, illetve ezeket kiegészithetjiik
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még k — n tolik és egymdéstdl fliggetlen valdszintiségi valtozoval. Mindegyik 7y
vektor felirhat6 ezen k vektor linedris kombinaciéjaként. Valéjaban csak a &, 1 <
J < n, vektorok szerepelnek ezen linearis kombinaciékban nem zéré egytitthatoval.

Ha k < n, tekintsiik el0szor azt a specidlis esetet, amikor az 71, ..., n; valdészintiségi
valtozdk korrelalatlanok, és egy szorasnégyzetiiek. Ekkor e valdszintiségi valtozok
kiegészithetéek egy (n1,...,n,) ortonormalt bazissd az N térben. Az nqy,...,1n,
val6szintiségi valtozok fiiggetlenek és standard normélis eloszlastak az 52.) feladat
eredménye alapjan.

Tekintstink &k, K < n nq,...,n, elemet az N térben. Vegylink az altaluk kifeszitett
altérben egy ortonormalt béazist. Ennek elemei az elozéek alapjan fiiggetlen, stan-

dard normalis eloszlasu valészinliségi valtozok, és az ny, ..., n; valdszintiségi valto-
z0k kifejezhetoek, mint ezek linearis kombindciéi. Mivel a bézis elemszama kisebb,
vagy egyenlé, mint k, innen kdvetkezik, hogy (1, ...,mx) is normalis eloszlasu vek-
tor.

Ha &, ..., &, standard normélis eloszlast véletlen vektor, akkor az el6zoek alapjan
(&1,...,&n)A is vektor normaélis eloszlasu véletlen vektor. Ha (&1, ..., &,) normalis
eloszlasu véletlen vektor, akkor eléallithat6 (&1,...,&,) = (91, ..,m,) B alakban,
ahol 1y, ...,n, standard normélis eloszldsi véletlen vektor. Ezért (&1,...,£,)A =
(M, ...,mm)BA is normalis eloszlasu.

Ervényes az b2. feladat eredményének a kovetkezd édltaldnositésa is. Legyen (&1,
...y &) n-valtozds normalis eloszlasu valdszintliségi valtozé. Létezzen tovabbé az
{1,...,n} indexhalmaznak egy olyan Li,..., L, partici6ja, amelyre Cov (§;, &) =
0,hajels, k€ Ly, 1<s,s <p, éss#s". Ekkoraz (§,j € L1), (§,5 € La),
..., (&,7 € L,) fuggetlen, normalis eloszldsu véletlen vektorok.

Megoldas: Ez az 52. feladat megoldasahoz hasonléan indokolhaté. Azt kell még
meggondolni, hogy a (§;, j € Ls), 1 < s < p, fliggetlen normaélis eloszlast véletlen
vektorok egyesitése szintén normaélis eloszldsi. Viszont ez egyszertien kovetkezik az
52. feladat eredményébél. Ugyanis mindegyik (;, j € Ls) vektor el6éllithaté nsBs
alakban alkalmas B matrixokkal, ahol n,, 1 < s < p, standard normélis eloszlasu
véletlen vektorok. Sét, ezek az ng vektorok valaszthatoak egymastdl fliggetleneknek
kiilénboz6 s indexre, mint a (§;, j € L) vektorok linearis transzformacioi.

Adjunk példat olyan véletlen vektorra, amely nem normalis eloszlasi, noha ko-
ordinatai normalis eloszlastiak. Konkrétabban, mutassuk meg, hogy a kovetkezd
konstrukcié j6 példat ad erre.

Definidljuk a kovetkezé (€2, B, P) valdszinliségi mezot: Q = [0,1], B a Borel o-
algebra [0, 1]-en, és P a Lebesgue mérték. Definidljuk a kovetkezd & és n valdszinii-
ségi valtozokat ezen a mezén: &(x) = &1 (x),

_[&(l—=z) haO<uw
0= { (b mie

Az ebben a példaban definidlt £ és n valészinliségi valtozok normélis eloszlasiak,
de a (&,7n) véletlen vektor nem normaélis eloszlasu.
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Megoldas: A £ és n valdsziniiségi valtozdk azonos eloszlastak. Tovabba,
P(§>x) = A(®(2),1]) =1 - @(2) .

Az, hogy a (§,n) véletlen vektor nem normalis eloszlasu kévetkezik példdul a P(€+
n = 0) = 1 azonossagbol. Ugyanis, ha (£, 7) normalis eloszldsu lenne, akkor az
lenne a & +1 valészintiségi valtozé is. Ennek viszont ellentmond a P(£ 47 = 0) = 3

2
relacio.
Legyenek &1, &o, .. . &, fliggetlen normalis eloszldsi valészintiségi valtozok m varha-
n
s , 2 /s F 1 2 . A2 L e .
t6 értékkel és 0° szérdssal. Ekkora§ = '21 §jésaz S, = Zl(fj €)* valdsziniiségi
j= j=

valtozok fiiggetlenek egymastél. Tovabba ‘/TH(E — m) standard normadlis eloszlas,
%Sn pedig n— 1 szabadsagfoki x? eloszlast valészintiségi valtozé. (Ez az eredmény
magyarazza meg, hogy bizonyos statisztikai feladatokban miért jelenik meg az U-
eloszlas, ami egy olyan standard normalis és x? eloszlasu valészintiségi valtozd

hanyadosdnak az eloszlasa, mely val6szintiségi valtozok fliggetlenek egymastdl.)

Megoldds: Tekintsiik a (£,&; — &, ..., &, — &) véletlen vektort. Ez az 52. feladat
eredménye alapjan egy n+ 1 dimenziés normalis eloszlasu véletlen vektor. Tovabba
egyszerii szamolas mutatja, hogy Cov (£,&; — &) = Cov (€,¢;) — Var{ = 0 minden
1 < j < nindexre. Ezért a (£,& —&,...,& — &) véletlen vektor D = (d; ),
1 <14,7 < n+ 1, covariancia matrixa felbomlik egy 1 x l-es és n X n-es matrix
direkt szorzatara, azaz d; ; = d;1 = 0,2 < j < n + 1. Ezért a normalis eloszldsu
vektorok tulajdonsdgaibdl, (abbdl, hogy egy normadlis eloszldst véletlen vektor
eloszlasat meghatarozza a véletlen vektor kovariancia méatrixa és varhaté érték
vektora) kovetkezik, hogy € és (& — &,...,&, — &) fiiggetlenek, tovdbba normalis
eloszlastak. Ezért a € és az S, = Y (& — €)? valészinfiségi véltozok fiiggetlenek
j=1
egymistol. Tovabba, mivel BE = m, Varé = %, ezért \/TE(E — m) standard
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo. A %Sn valészintiségi valtozo felirhatd,
mint n (egyiittesen) normalis eloszldsi valdszintiségi valtozé négyzetdsszege. De
ezek a valésziniiségi valtozok nem fiiggetlenek. Teljesiil a Y (& —&) = 0 azonossag.
j=1
Belatjuk, hogy S,, x? eloszldst valdszintiségi valtozé n — 1 szabadsigfokkal. Az in-
doklasban felhasznaljuk azt a normalis véletlen vektorokrél szolé eléadésban szerep-
16 (a x2-préba vizsgalatdban bizonyitott) eredményt, amely szerint, ha (91,...,n,)
normaélis elos,zlésﬁ véletlen vektor nulla vérhaté értékkel és D kovariancia matrix-

szal akkor 77]2- eloszldsa megegyezik a ) )\jCJZ valészintiségi valtozé eloszlasaval,

Jj=1 Jj=1
ahol (1,...,(, figgetlen, standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozok, és
A1, ..., Ap & D kovariancia matrix sajatértékei.

Ezért a feladat megolddsahoz elég beldtni, hogy a 1 (&;—¢, . .., £, —&) véletlen vektor
D = (d;;), 1 <i,j < n, kovariancia métrixdnak az 1 szdm n — 1 multiplicitdsi
sajatértéke, és ezenkiviill még a nulla (egyszeres) sajatértéke ennek a matrixnak.
A D miétrix elemei d;; = 1 — dij = —%, 1 <i,5<mn EzrtD=1-A,

n
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ahol I az identitds métrix, A = (a;;), ai; = %, 1 <4, < n, matrix. Az A
matrixnak 1 darab 1 sajatértékii sajatvektora van, (az (1,...,1) vektor), ésn—1
nulla sajatértékil vektora. (Az (+,..., L) vektort kiegészitjiik tetszOleges médon
egy ortonormaélt béazissa, és ilyen médon az R™ tér egy az A méatrix sajatvektoraibol
all6 bazisat kapjuk, és e sajatvektorok sajatértékei a Ay =1,és A\; =0,2 < j < n.)
Innen kovetkezik, hogy a D matrix sajatértékei az 1 — \; szamok, 1 < j < n, azaz
1 darab 0 és n — 1 darab 1-es.

Legyenck £0) = (fij ), cee éj )) fiiggetlen, 1 < j < n, egyforma eloszlasu véletlen
vektorok P(f,(cj) =1)= ¢, minden 1 <k <6, 1 < j < n indexre, és 519,) =0, ha

kK #k, és €7 =1, minden 1 < k, k' < 6 indexre. Legyen S = v Zl ¢, e véletlen
J:

vektorok normalizalt 6sszege. Ekkor a £() és S vektorok kovariancia métrixa az a
D = (dix), 1 < i,k < 6, métrix, amelyre d; , = —g5, hai # k, dpp = . A D
matrix nem invertalhato.

Megoldds: A €9) vektor D métrixénak clemei d; , = BEEP ¢V — peP peY) =
. : ' ) : . 9
—BEV B = —g5hai £k, és dy = B - (B = 1 - ()" = &
Az S véletlen vektor kovariancia matrixa ugyanez a D matrix. A D matrix nem

invertalhatd, mert a sorosszegei nullaval egyenloek.

Legyen ¢ és n két fliggetlen standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozo.
7

Szamitsuk ki az z hényados eloszléds és stirtiségfiiggvényét.

A megoldas kidolgozasa elott tegylunk elészor egy dltalanos megjegyzést. Ha adva
van két valdszinliségi valtozé £ és n, amelyek (egyiittes) siirliségfliggvénye egy is-
mert f(u,v) slrtségfiiggvény, akkor az i} hanyados eloszlasfiiggvényét a kovetkezd
moédon szédmolhatjuk ki: Vezessiik be a g(u,v) = g, (u,v) figgvényt, amely a sikon

az {(u,v): =< .r} halmaz indikdtorfiiggvénye, azaz g(u,v) = 1, ha 2 < xz, és

g(u,v) =0, ha £ > z. Ekkor P (g < x) = Eqg(&n) = [ [g(u,v)f(u,v)dudv =

/ f{(u 0): o<} f(u,v) dudv. Litni fogjuk, hogy az ebben a feladatban vizsgdlandé

integral viszonylag egyszerti, konnyebben kezelheto.

Megoldas. A feladatban vizsgaland6 hanyados eloszlasfiiggvénye

1 2,2
F(I):P<ﬁ<x>:// — e (WHI2 gy dy
§ {(u,v): v<zu} 27

1 00 1 arctanx 1 1
=2 / T€7r2/2dT‘dQ0= —/ dy = = + —arctanz.

2m —Z <p<arctanz J0 ™ 2 ™

S

Ebben a szamoldsban a felirt integralt atirtuk w = rcosy, v = rsinp transz-
formacioval polarkoordinatarendszerben. E szamolds soran az integrandusban meg-

jelenik az r Jacobian mint szorzé faktor. Ezutan azt vegyiik észre, hogy a belso r
[ee]

valtozd szerinti integral fooo re="/2 dr = [—e_TQ/Q} =1.
0
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Kiszamoltuk a keresett valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét. E valdszintliségi
dF(z) _

valtozo stirliségfiiggvénye az eloszlasfiiggvény derivéltja, azaz az f(x) = =7

m fliggvény.

Masodik megoldds. A (£,n) vektor stirtiségfiiggvénye %e*(muy?)/ 2 ami forgatésin-
varians fliggvény. Innen kovetkezik, hogy annak valészintisége, hogy a (£, n) vektor
egy origobol kiindul6 « szogl szogtartomanyba esik, o--. Ezért

P (g < .%’) =P ((5,77) € [—g,arctanx> U [g,arctanx + 7r) szégtartoményban)
! 2( tan a + W) S
= —2 (arctan —) ==+ —arctanuz.
52 (arctanz + o 5 T —arctanz

Legyen (&, 1) két-dimenziés valészintiségi valtozd f(x,y) striiségfiiggvénnyel. Las-
suk be, hogy a g valoszintiségi valtozénak is létezik striségfiiggvénye, és az a
g(t) = ffooo f(z,tx)|x| dr figgvény. Adjunk ennek az eredménynek a segitségével
1j megoldast az el6zo feladatra.

Megoldds: Jeldlje G(t) a ¢ tort G(t) = P (g < t> eloszlasfiiggvényét. Ekkor

G(1) =/ f(z,y)dxdy.
(z,y): %<t

Szémitsuk ki ezt az integrdlt az (z,z) = (z,%) helyettesitéssel. Ekkor a G(t)
fiiggvényt kifejez6 integralban az 1j integraldsi tartomany az {(z,z): —o0 < T <
00, —00 < z < t}, f(z,y) = f(&, 2Z), és az integraltranszformdcié kiszdmitdsdhoz
meg kell hatdroznunk a leképezés Jacobi transzformacidjat. Ez az = hy(x,y) = =,

z = hy(z,y) = £ jeldléssel

oz Ox) 8h%(:c,y) Bhla(a:,y) L0 1
= _ oz’ 9 _ x ! _ ) —
J@2) =1 52 2 || = || onstey) ohatew) —’<_% l)’— e
9z Oy’ oz ' oy =) @
és informélisan dzdz = J(x,z)dz dy, ahonnan drdy = -~ d¥dz = |7|dzdz,

J(z,z2)
ahonnan

t
G(t) :/ flz,y)dedy = // f(z, zz)|z|dx dz :/ K(z)dz,
(z,y): L<t (x,2):2<t —o00

ahol N
K(z) :/ flx,zz)|z| dx.

Innen lathatd, hogy a keresett stirtiségfiiggvény ¢g(t) = K(t), amint allitottuk.
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Ha ¢ és n két fiiggetlen standard normézmlis 2elosz1ésf1 valoszintliségi valtozd, akkor
,n) stirtiségfiiggvénye f(x,y) = sme~ @ T¥)/2 ezért I siirliségfiiggvénye
n gruggveny Y o 3 gruggveny

g(t) = / e g dy

oo 2T
- [ T (VD) | (VD).

ahonnan

1 oo N 1 oo N
- - —x%/2 - = —x7/2

1 _.2,9]® 1
= — |:—€ z /2:| — 5 <.
w(t2 + 1) o w(t*+1)

Legyen £ és n két valdszinliségi valtozd, amelyek egyiittes eloszlasanak (l1étezd)
stirtiségfiiggvénye f(u,v) = %u + 2uv? + %v alakd, ha 0 < wu,v <1, és f(u,v) =0
egyébként. Lassuk be el6szor, hogy f(u,v) valdban siiriségfiiggvény, majd szamol-
juk ki a & + n valdszintiségi valtozo stirliségfiiggvényét.

Megoldds: Annak érdekében, hogy ellenérizziik, hogy f(u,v) slirliségfiiggvény azt
kell megmutatni, hogy f(u,v) > 0 (majdnem) minden (u,v) szdmpdrra, és

//f(u,v)dudvzl.

Az nyilvanvald, hogy f(u,v) > 0 minden (u,v) szdmpérra. Masrészt mivel

1 1 1 1
1 1 1
//UUQdudv:/udu/ Vdv==.-Z=2,
o Jo 0 0 2 3 6

fol folududv: 1 és fol folvdudv: 1 ezért [ [ f(u,v)dudv = 1.

A € + n valdszintiségi valtozd eloszlasfiiggvényét az

G(z) = /O; (/:u F(u,v) dv) du

képlet segitségével szamithatuk ki, hasonléan 1—G(z) = [*° ( [ flu,v) dv> du.

— 00 r—u
Mésrészt, a slirtiségfiiggvény g(z) = %ff) formula segitségével kiszamithaté. Ez a

mi esetiinkben a kovetkezét jelenti, g(x) = 0, ha x < 0, g(x) = 1, ha x > 2, mert
G(x) =0,haz <0, G(x) =1, ha z > 2. Masrészt

d 1 r—u 2 2
g(z) = - </0 /o <§u + 2uv? + §U> du> dv,
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ha 0 <z < 1, g(z) = —% <f01fx1_u (§u+2u02+§v) du) dv, ha 1 < z < 2.
Azért volt érdemes a 0 < x < 1 és 1 < x < 2 eseteket szétvalasztani, mert a
konkrét feladatban a G(x) fliggvényt tudjuk kényelmesen kiszamitani 0 < xz < 1 és
az 1 — G(x) fiiggvényt az 1 < z < 2 intervallumban. Ez a szétbontds azonban nem
kotelezo.

A fent vazolt mdédon ki lehet szdmolni a striiségfiiggvényt, de valéjaban ezt a
szamolast lehet egyszertisiteni. Ez hasonlé ahhoz, ahogy a konvolucié formulat
vezetik le fliggetlen valdszinliségi valtozdk Osszegének a stlirtiségfiiggvényére. Vald-
ban, a v valtozé z = u 4 v helyettesitésével felirhatjuk, hogy

G(a:):/_z (/_:uf(u,v)du) du:/: (/;f(w—u)dz) du
:/;U_Zf(u,z_u)du) dz,

ahonnan derivalassal

dG(z) [~
I —/_Oof(u,m—u)du.

E képlettel a szamolasokat lehet egyszeriisiteni. Azt kapjuk, hogy jelen esetben
g(xr) = 0, ha x < 0 vagy = > 2, (ebben az esetben a g(x) fiiggvényt kifejezd
integralban szereplo integrandus azonosan nulla. Ugyanis < 0 esetében vagy
u<0vagy r —u<0,és x>2esetben vagy u >1vagyr—u>1. HaO0<x <1,
akkor

g(x) =

o(z) = /OH <§u +ou(w — u)? + ;(x - u)) du,

ha 1 <z < 2, akkor
Lor2 2
g(x) = / (gu + 2u(z — u)? + §(£IJ — u)) du.
r—1

Mutassuk meg, hogy a fenti feladat megoldasaban kapott részeredmények tartal-
mazzak specidlisan azt az eredményt is, hogy két fiiggetlen valdszintliségi valtozd
Osszegének a stlirtiségfliggvényét konvolucid segitségével lehet kiszamolni.

Megoldds. Léttuk, hogy amennyiben egy (£,7n) véletlen vektor siiriiségfliggvénye
f(z,y), akkor a £ +n valdsziniliségi véaltozénak is van stirliségfiiggvénye, és az g(z) =
ffooo flu,z—u)du. Legyen & és n két fliggetlen valoszintiségi valtozd hi(z) és ha(x)
stiriiségfiiggvénnnyel. Ekkor a (§,7n) vektornak is van stirtiségfliggvénye, és az az
f(x,y) = hi(x)ha(y) fiiggvény. Igy a & + n Osszegnek is van siirliségfiiggvénye, és
az az idézett eredmény szerint g(z) = [*_ f(u,x —u)du = [7_hy(w)he(z — u) du.
Legyen a (&,7n) vektor egyenletes eloszlasi a (0,0), (1,0) és (0,1) pontok &ltal
meghatarozott haromszogon, azaz legyen stiriiségfiiggvénye 2 azon a haromszogon,
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amelynek ezek a pontok a cstucspontjai, és legyen nulla ezen a haromszogon kivil.
Szamitsuk ki a £ és n valdszintliségi valtozok kovariancidjat.
Megoldds: Cov (§,n) = E{n — ESEn, és Eén = [ zyf(x,y) dzdy,

E¢ = [af(x,y)dzdy, En = [yf(z,y)dxdy, ahol f(z,y) a (§,n) vektor siirliség-
fliggvénye. Ezért

1—x

E§7]z/01 (/01_$2scydy> dx:/012:c ly—;]o d.r:/ola:(l—a:)Qda:

1 1— 1 1
E¢ = (/ 293dy> dx:/ 2¢(1 —x)dz = -,
0 0 0 3

1 1—a 1 1
En:/ (/ 2ydy> dx:/(l—x)2da::—,
0 0 0 3

3

.) Innen

és

(Szimmetria meggondolasok alapjén is belathatd, hogy En = FE

COV(fﬂ]) = %_%:_%

Egy kartyacsomag 75 kartyalapot tartalmaz, amelyek mindegyike az 1 és 75 kozotti
szamok valamelyikével meg van szdmozva. Kihizunk 40 kartyat ugy, hogy hizés
utan visszatessziik, és ezenkiviil a kartyacsomagba tesziink még egy 1j, minden
korabbi kartyatol kiillonbozo kartyalapot. Jelolje X azt, hogy hany kiilonboz6
kartyalapot huiztunk ki. Szamoljuk ki az X varhato értéket.

Megoldas: Szamozzuk meg a kartyacsomagban kezdettdl fogva tartalmazott kar-
tyalapokat 1-t8l 75-ig, és vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < j < 75, valdszinliségi
valtozokat. &; = 1, ha a j-ik kartyat kihuztuk, §; = 0, ha a j-ik kartydt nem
hiutuk ki a 40 huzés sordan. Ezenkiviil vezessiik be a kovetkezé n;, 1 < j < 40,

valdszinliségi véltozokat is. 7; = 1, ha a j-ik hiizds utan a kartyacsomagba tett lapot
75 40
késébb kihtztuk, és n; = 0, ha nem hiztuk ki. Ekkor X = )" & + > n;. Ezért

j=1 j=1

75 40 75 40

EX =) FE{+ > Enj=> P =1)+ > P(n; =1). Annak a valdszintisége,
j=1 j=1 j=1 j=1

hogy a j-ik (a csomagban eredetileg bennelevé) kartyat nem huzzuk ki 40 hizés

40 . 40 .
sordn [ D=, Innen P(¢ = 1) = 1 — I =1, 1 < j < 75 Annak a
J= J=

valoszinlisége, hogy a j-ik huzas utan a kartyacsomagba tett kartyat nem hizzuk

40 40
: 744+1—1 ; 74+1—1 ~ .
ki z ]11 75L71. Ezért En; =1 - qu 75L71, ha 1 < j <39, és Enyg = 0. Innen
=j =j

kapjuk, hogy

Y

39 40
TA4+5—1 T4+1—1
EX=711- —_—
}Lw_l w2 1 i
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Egy kartyacsomag 75 kartyalapot tartalmaz, amelyek mindegyike az 1 és 75 kozotti
szamok valamelyikével meg van szdmozva. Kihtuzunk 40 kartyat dgy, hogy a
paratlan index(i huzésok utan a kartyat visszatessziik, a paros indexii huzasok
utan pedig nem tessziik vissza a csomagba. Jelolje X azt, hogy hany kiilonbozé
kartyalapot huztunk ki. Szamoljuk ki az X varhato értéket.

Megoldas: Szdmozzuk meg a kartyacsomag lapjait 1-t6l 75-ig, és vezessiik be a
kovetkezd £;, 1 < j < 75, valdszinliségi védltozokat. &; = 1, ha a j-ik kartydt
kihtztuk, & = 0, ha a j-ik kdrtydt nem huztuk ki a 40 huzds sordn. Ekkor X =

75 75 75
Y&, ezért EX = Y E{ = > P(§ = 1). Annak a valdsziniisége, hogy a
j=1 Jj=1 J=1

75— 541
20 1)\ 2 20 N2
1- H1 (75——§+1> ,és EX =75(1- _1‘[1 <_75_§+1> _
Jj= j=

Két fiiggetlen standard normalis eloszlasi valészintiségi valtozé hanyadosa, mint
lattuk, egy olyan valésziniiségi véaltozo, amelynek stirtiségfiiggvénye h(x) = %ﬁ,
—00 < x < 00. Az ilyen siirtiségfiiggvénnyel rendelkezé valdszintiségi valtozokat
Cauchy eloszlasinak nevezik. Létezik-e egy Cauchy eloszlasi valdszintiségi valto-

zonak varhaté értéke?

20 . 2
j-ik kértyat nem hizzuk ki 40 hizds sordn [] (74—1“) . Innen P(¢; = 1) =
j=1

Megoldds. A vélasz az, hogy egy Cauchy eloszlasi £ valdszintiségi valtozénak nem
létezik varhaté értéke. Egy & valdszintliségi valtozonak ugyanis akkor és csak akkor
létezik varhaté értéke, ha mind a €T = max(&,0) pozitiv, mind az £~ = min(0, &)
negativ részének a varhato értéke véges. Ez azonban ebben a példaban nem teljestil,
mert BET = [[Caf(x)de = oo és BET = ffoo rf(x)dr = —oco. Az elsb relaciét
példaul tgy lehet latni, hogy észrevessziik, hogy az zf(x) = m integrandus
primitiv fliiggvénye a g(z) = % log(1 + x2), és mh_)rrolo g(z) = co. De egyszeriibben is
lathatjuk ezt, ha észrevessziik, hogy az x f (x) fliggvény a végtelenben tugy viselkedik,
mint a const. z ! fiiggvény alkalmas pozitiv konstanssal, ezért a tekintett integral
konvergencidja vagy divergenciaja attdl fiigeg, hogy az faoo z~ ! dx integral valamely
a > 0 also integréalasi hatarral konvergens-e vagy divergens. De tudjuk, hogy az
faoo x~%dx integrdl a > 1-re konvergens, és o < 1-re divergens.

Legyen ¢ és n két fliggetlen valdsziniiségi valtozd, amelyek koziil & egyenletes
eloszlasi a [0,1] intervallumban, azaz stiriiségfiiggvénye f(x) = 1, ha 0 < z <
1, és f(x) = 0 egyébként, n exponencidlis eloszldsi A = 1 paraméterrel, azaz
stirliségfiiggvénye g(x) = e~*, ha = > 0, és g(x) = 0 egyébként. Szdmoljuk ki a
€ + n valészintiségi valtozd h(x) stirtiségfiiggvényét.

Megoldas: h(x) = ffooo f(uw)g(z — u) du. Hatdrozzuk meg, hogy mely u értékekre
lesz a fenti integrél f(u)g(x — u) integrandusa szigorian pozitiv. Ehhez az kell,
hogy 0 < u < 1,ésx—u >0, azaz u < x. A két kovetelményt egy képletben
egyesitve azt frhatjuk, hogy 0 < u < min(z,1). Innen kévetkezik, hogy h(z) = 0,
ha z <0, h(z) = [ e~ @MW dy = e e =e (e —1)=1—e"* ha0 <z <1,
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és h(z) = fol e~ @=Wdy =e (e —1), haz > 1.

Legyen & egyenletes eloszlasi valdszintiségi véltozo6 a [—1, 1] intervallumon, 7 egyen-
letes eloszlast valészintiségi valtozé a [—2,2] intervallumban, és legyen £ és 7
fliggetlen egymastol. Szémoljuk ki & + n striségfiiggvényét.

Megoldas: JelolJe f(x) =5, ha -1 <z <1, f(r) =0 egyébként a & valdsziniliségi
véltozo, g(x) = 7, ha —2 < <2 g(x)=0 egyebként azmn valészinﬁségi Véltozé és
h(z)a&+n Valoszmusegl véltoz6 siiriiségfiiggvényét. Ekkor h(z f flu

u) du. Hatarozzuk meg, hogy mely u értékekre lesz a fenti mtegral f ( )g (:13 — u)
integrandusa szigortian pozitiv. Ehhez az kell, hogy —1 <u <1,és -2 <zx—u < 2,
azaz x —2 < u < z+2. Ha z > 0, akkor ez azt jelenti, hogy min(x —2, —1) < u < 1.
Innen —1 <u <1,ha0<x<1,tovabbaxr—2 <u <1, ha 1<z< 3 és a tekintett
halmaz iires, ha x > 2. Ezért h(x) = 0, ha > 3, h(z) = g f = 222 ha

1<z<3,ésh(z sf du=1,ha0 <z <1 Mlvelmmdf( )mlndg( ) paros
fiiggvény, ugyanez igaz a h(zx) fuggvényre is, azaz h(z) = h(—x). Innen h(z) = %,
ha —1 <z <1, h(z) = 235%, ha 1 < |z| < 3, és h(z) =0, ha |z| > 3.

Legyen & egyenletes eloszldsu valdsziniiségi véltozo a [0, 2] intervallumon, 7 egyen-
letes eloszlasi valésziniiségi valtozd az [1,5] intervallumban, és legyen & és n fiig-
getlen egyméstol. Szamoljuk ki & 4 7 stirtiségfliggvényét.

Megoldas: A feladat megoldhaté az el6z6 feladathoz hasonlé médon kissé bonyo-
lultabb szamolassal. De egyszertibb azt kozvetleniil visszavezetni az el6z6 feladat-
ra. Ennek érdekében vegyiik észre, hogy a & = £ — 1 és 7 = n — 3 val6szintiségi
valtozdk teljesitik az elézé feladat feltételeit. Ezért a &€ +n = € + 7 + 4 Osszeg
h(z) siirtiségfiiggvénye teljesiti a h(x) = h(x — 4) azonossagot, ahol h(z) az el6z6
feladatban tekintett véletlen Gsszeg strliségfiiggvénye. Innen ﬁ(m) = 2, ha -1 <

x—4<1, ﬁ(w):%,halg|x—4|§3,ésﬁ(m):(),ha|x—4|23.

1
4

Tegyiik fel, hogy a koévetkezo jatékot jatszhatjuk: Feldobnak egy szabalyos pénz-
darabot egymastdl fliggetleniil egymas utan. Amennyiben fej a dobds eredménye,
akkor a feltett tét dupldjat kapjuk, ha irds, akkor a tét 2 részét elveszitjik, és
csak részét orizhetjiik meg. Mivel ez a jaték elonyos, ezert feltessziik minden
Jatekban minden pénziinket. Lassuk be, hogy amennyiben A volt a vagyonunk a
jaték kezdete elott, és Z,, jeloli vagyonunkat az n-ik jaték utan, akkor

n 7 s 7 7 . s 17
EZ,=A (%) , azaz vagyonunk varhaté értéke exponencidlisan no.

Z, egy valoszintiséggel nullahoz tart, azaz ha sokdig jatszunk, akkor kozel egy va-
l6szintliséggel majdnem minden pénziinket elveszitjik.

Ertsiik meg, hogy ez a két allitds nem mond egymasnak ellent.

Megoldas: Vezessiik be a kévetkezé & valészinliségi valtozdkat: §; = 2, ha a j-ik
dobés eredménye fej, {; = 3, ha a j-ik dobas eredmenye irdas. Ekkor &1,&o,...,
fliggetlen valdszintliségi véltozok P =2) = ({'] = ) = %, és ezenkiviil nye-
reményiink az n-ik jaték utén Z, = A&& -+ &,. Ezért B¢ =32 (2+3) = I, és

EZ, = EAG& &, = AEGEé - E¢, = A(L)". Ez a feladat a) allitésa.
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A Z, = A& & - - &, relaciébdl kovetkezik, hogy %logZ = % + % Zl logé&;.
]:

Tovébbé, Elogé; = 3 (log2+logy) = —1log3. Ezért a nagy szamok (erds)
torvénye szerint % log Z,, egy valészintiséggel konvergdl a negativ —% log % szamhoz.

Innen kovetkezik, hogy 1 valészintiséggel lim log Z,, = —oo, és ezért lim Z,, = 0.
n— 00 n—:00

Az a) rész bizonyitdsa azon alapult, hogy E{; > 1, a b) részé pedig azon, hogy
FElog¢; < 0. Ez a két egyenlStlenség teljesiilhet egyszerre, mert a varhat6 érték és
a logaritmusképzés egymassal nem felcserélhetd. Igaz az Ee” > P egyenlStlenség
(ez a konvex fliggvényekre vonatkoz6 tgynevezett Jensen egyenlStlenség specidlis
esete), ahonnan & = log n valasztdssal B¢ > €98 P& de egyenldség nem frhaté a fenti
egyenlotlenség helyett. Megjegyzem, hogy hasonld, de egyszeriibben értheto példat
mutat a feladat a) és b) allitasdnak egyszerre valo teljesiilésére a kovetkez6 modell.
Olyan jatékot jatszunk, amelyben % valészintiséggel elveszitjiik, % valoszintiséggel
pedig megharomszorozzuk a pénziinket. Az egyes jatékok egymastol fiiggetlenek,
és minden id6pontban minden pénziinket feltessziik. Ekkor annak a valészintisége,
hogy az n-ik jaték utan minden pénziinket elveszitjik, 1— (%)n, ami rendkiviil gyor-
san tart egyhez, és pénziink varhato értéke 3" (%)n, ami exponencialisan gyorsan
no az n fliiggvényében. Hasonld, csak kissé rejtettebb jelenség torténik az altalunk
targyalt feladatban is. Tekintsiik a feladatban vizsgalt jaték nyereményét sok jaték
utan. Azt allithatjuk, hogy nagy n indexre az n-ik jaték utan nagy valdszintiséggel
alig marad pénziink. Viszont kis valészinliséggel nagyon sok pénzt nyeriink, és ezért
nyereményiink varhaté értéke nagy. Ez az oka annak, hogy nemcsak a b), hanem
az a) allités is teljesiil.

A feladatban targyalt modell egyben olyan példat is ad, amelyben a Lebesgue tétel
allitasa nem érvényes, mert nem teljesiilnek a Lebesgue tétel feltételei. Ebben a
modellben a nyereményiink értéke 1 valészintiséggel nulldhoz tart, a varhato értéke
(azaz a nyeremény értékének a P valdsziniiségi mérték szerinti integralja) viszont
nem a hatarérték integraljahoz, azaz nullahoz, hanem végtelenhez konvergal.

Tekintsiik a 69. feladatban targyalt jatékot, azzal a kiilonbséggel, hogy évatosabban
jatszunk. A jaték minden egyes forduléjaban vagyonunk w-ad részét, 0 < u < 1,
tessziik fel tétként. Jelolje Z,(u) vagyonunkat a jaték n-ik 1épése utédn. Ekkor
az %log Zn(u) valdsziniiségi valtozok egy valdsziniiséggel konvergalnak egy B(u)

szamhoz. Hatdrozzuk meg a legjobb @ szamot, amelyre B(u) = sup B(u). Lassuk
0<u<l1

be, hogy B(u) > 0, ami azt jelenti, hogy nyereményiink exponenciélisan né 1
valészintiséggel.

Megoldds: Vezessiik be a §; = £;(u), j = 1,2,..., valdsziniiségi valtozékat, ame-

lyekre §; = 1 4 u, ha a j-ik dobas eredménye fej, és §; = &;(u) = 1 — %“, ha a

j-ik dobés eredménye irds. Ekkor az n-ik 1épésben a vagyonunk 7, = A& ---&,,

a &, j = 1,2,..., valészinliségi valtozok fliggetlenek és egyforma eloszlasiak,

ezért %logZ = % + % > log&;, és a nagy szamok erds térvénye szerint az
j=1

% log Z,, valészintiségi véaltozok 1 valdsziniiséggel konvergédlnak a B(u) = Elogé&; =
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5 (log(1 4+ w) +log (1 — 2¢)) = S log(1 4+ u) (1 — 2%—“) szdmhoz. A B(u) figgvény a
maximumdt az @ = ; helyen veszi fel, és B(u) = 5 log 22 > 0.

Tegyiik fel, hogy olyan jatékot jatszhatunk, amelynek n-ik forduldbeli nyereménye
A forint tét feltétele esetén AE, forint, ahol &,...,&,,... figgetlen, egyforma
eloszlasu valdszintiségi valtozok, amelyekre, EF¢; > 1. Legyen 1 forintunk az els6
fordul6 elott. Van olyan ezt a feltételt teljesité modell, amelyre abban az eset-
ben, ha merészen jatszunk, azaz ha minden forduléban feltessziik a teljes vagyo-
nunkat, akkor a vagyonunk nulldhoz tart n — oo esetén. Viszont ha minden for-
duléban a vagyonunk u-ad részét tessziik fel valamely alkalmas 0 < u < 1 szammal,
akkor elérheto. hogy vagyonunk értéke exponencialisan nGjon n — oo esetén, azaz
létezzen olyan B(u) > 1 szam, amelyre az n fordulé utani vagyonunk B(n) értékére

lim BY/" =B (u) egy valdszintiséggel.
n—oo

Megoldas: A 70. feladatban megadtunk egy olyan modellt, amelyben merész
jaték esetén nyereményiink értéke nulldhoz tart n — oo esetén. Masrészt, ha
vagyonunk wu-ad-részét tessziik fel minden forduléban, és X,, jeloli vagyonunkat
az n-ik fordulé utén, akkor X,11 = (1 — w)X,, + uX,§, = Xpn,, ahol n, =

Mn(u) = 1 —u+ u,. Innnen X, 1; = [] n;, és a nagy szdmok torvénye sze-
=1
rint lim %logX = lim % > logn; = Elogmn egy valészinliséggel. Ezért elég
n—00 n—oo T iy

beldtni, hogy E'logn(u) > 0 alkalmas 0 < uw < 1 szdmra. Viszont az f(u) =

Elogn(u) fiiggvényre f(0) = 0, és derivaltjara f/(0) = E%‘ = F& —
n u=0

1 > 0. Ez azt jelenti, hogy f(u) > 0 minden elég kis u > 0 szamra. Innen kévetkezik
a feladat allitasa.

Legyenek &1, ...,¢&, fliggetlen, (egyforma eloszldst) valdszintliségi véltozdk egyen-
letes eloszlassal valamely [a, b] intervallumon. Vegyiik e valészintiségi valtozok 7 <
&5 < --- < & nagysag szerinti sorbarendezését, azaz a beldliik készitett rendezett
mintat. A (£7,&5,...,&)) véletlen vektor (létezd) g(xq,...,xy) striségfiiggvényét
az aldbbi képlet adja meg: g(z1,...,zr) = (b_”—é)n, haa <z <z < -+ <2y <D,
és g(x1,...,x,) = 0 egyébként.

Megoldds: Azt kell belatni, hogy az n-dimenziés tér tetszéleges C' C R™ (mérhetd)
részhalmazara

P((ff,g;,,&t) GC) :/Cg(xlaﬂ'axn)dahH' d$n~

Elég ezt az azonossdgot a C C A, A = {(z1,...,2,): a < x1 < g, -+ < T, < b}
alakd halmazokra beldtni a g(z1,...,2,) = ﬁ fiiggvénnyel, mert C' € R™ \ A

esetén mind P((¢},&5,...,¢&) € C) = 0, mind [, g(z1,...,2n) dx1 ... dx, = 0.
Adva egy C C A (mérhetd) halmaz, vezessiik be az {1,...,n} halmaz = € II,
permutaciéinak a halmazat, és legyen

C7T = {(':Eﬂ'(l)a"'axﬂ(n)): <w17---7xn) € C,}
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minden 7w € II, permutédciéra és C C A halmazra. Definidljuk a C = |J Cx
well,
halmazt. Ekkor

{w: (W), & W), & W) € C} ={w: (L(w) &(w),---,&)(w)) € C},

a C, halmazok diszjunktak kiilonb6z6 7 permutéaciokra, és minden C' C A hal-
mazra. Ezért

P((&,....&) €C) = P((&,....&) € O) :/

¢ (b—a)
n!
_Lmdmldxn,

és innen kovetkezik a feladat allitdsa.

Legyenek &7, &, ..., fiiggetlen exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozok vala-

k
mely A > 0 paraméterrel, és tekintsiik az Sy = > &, k = 1,2,..., részletssze-
j=1

geket. Az (S1,...,Sn+1) véletlen vektornak van g(uq,...,u,41) stirtiségfiiggvénye,
és az a g(uy,...,Upy1) = APTle Mo+t fligovény, ha 0 < uy < -+ < Upyq, 68
g(u1, ..., unt1) = 0 egyébként.

Megoldds. Ismerjik a (&1,...,&n+1) véletlen vektor siirliségfiiggvényét, és e siirii-
ségfliiggvény segitségével fel tudjuk irni a keresett eloszlasfliiggvény értékeit megadd
P(S1 < x1,...,S041 < Tpy1) valoszinliségeket alkalmas integrél formédjaban. Eze-
ket az integralokat atirva megfelel6 koordinatatranszformacié segitségével megkap-
juk a feladat megoldasat.

n+1

A (&,...,&n4+1) véletlen vektor stliriiségfiiggvénye a h(vi,...,vp41) = [] k(vj)
j=1
fiiggvény, ahol k(v) = A\e™*", ha v > 0, és k(v) = 0, ha v < 0. Tovéabb4,
P(S1 <1, Snq1 < @pga) = P((&1,- -5 6ng1) € Anya)

/ h(vi, ..., Vnq1) dvy ... dvgy,
Ant1

ahol An+1 = An+1(l‘1, . ,xn+1) = {(’Ul, - ,Un+1)2 v < 1,01 +02 < To,...,V1 +
<o+ Upt1 < Tpy1}. Valéban,

{w: S1(w) <z1,...,9+1(W) < Tpg1} ={w: (&(w),. .., &¢nt1(w)) € Aptal,

és a (&1,...,&,41) véletlen vektor stirtiségfiiggvénye a h(vy,...,v,41) fliggvény.
Innen kovetkezik a fenti azonossag.

Alkalmazzuk az uj; = v +---+v;, 1 < j < n+1, transzforméciét. E transzformacié

n+1
Jacobianja 1, masrészt h(vi,...,vn41) = [] k(u; —uj—1), up = 0 vélasztéssal,
i=1
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ahonnan h(vy,...,vne1) = g(ut, ..., Uny1), azaz h(vi, ..., vpy1) = A"l Unt1 ha
0 <up < -+ < upyr mert ez felel meg a v; > 0, 1 < 5 < n+ 1 feltételnek, és
h(vi,...,vp41) = g(ug, ..., unt1) = 0, egyébként.

Meg kell még gondolni, hogy mi az A,, 11 halmaz B,,; 1 inverze a fenti (invertdlhatd)
transzformécié esetén, mert ez a transzformadlt integral integraldsi tartomaénya.
Egyszer(i szdmolds mutatja, hogy Bny1 = {(u1,...,Unt1): U1 < T1,. .. Upry <
Tyt

Innen azt kapjuk, hogy

P(Sl < 5131,...,5”+1 < anrl)

g(ut, ..., Upg1) dug ... dug,

/{(ul,...,un+1): u1<x1,...,un+1<mn+1}

és ez volt a bizonyitandé allitas.

Legyenek adva fiiggetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasi &, ..., &,

valészintiségi valtozok, és egy tolilkk fiiggetlen n valészinliségi valtozo, amelynek
n+1l_n

stirtiségfiiggvénye g(z) = %e_)‘m, ha xz > 0, és g(x) = 0, ha x < 0. (Az

n valészintliségi valtozo eloszlasa megegyezik n + 1 fiiggetlen, \ paraméterii expo-
nencidlis eloszlasu valésziniiségi valtozo Osszegének az eloszlisdval.) Tekintsiik a
€1,... &y valoszinliségi valtozokbdl készitett & < --- < & rendezett mintat, és
definidljuk a (T4,...,7,) = (W&, ...,n&) véletlen vektort, és legyen n = Ty 41.
Mutassuk meg, hogy a

<T17 oo 7T’n7Tn+1) = (”Iffa <o 7775:”77)

véletlen vektor eloszlasa megegyezik n + 1 darab fiiggetlen A\ paraméterii expo-
nencidlis eloszldsu valészintiségi valtozd (S, .. ., Spy1) részletosszegeibdl all6 vélet-
len vektor eloszlasaval.

Megoldds. A (&5,...,&:,n) véletlen vektor stirliségfiiggvénye (a 72. feladat eredmé-
nye alapjan)

g(v1,. ., Vnt1) = )\”Hvﬁﬂe”\””“, ha0<v <ve <---<wv, <1, vyp1 >0,
és g(v1,...,vn41) = 0 egyébként. Innen kapjuk, hogy
P(Ty <xy,....,Tn <xp,Thi1 < Tpy1) = P& < x1,...,m&8 < Tpyn < Tpi1)

:/h(vl,...,vn+1)g(vl,...,vn+1)dv1... dvp1,

ahol
h(vi,...,vn+1) =1, havjvpyr <zj, 1<j5<n, és vyt < Tpti,

és h(vi,...,vp41) = 0 egyébként. Val6ban, a keresett valdsziniliség egyenls az
Eh(&s, ..., &, n) varhat6 értékkel, és mivel a (&7,...,&:,n) véletlen vektor siri-
ségfiiggvénye g(vy,...,vn+1) ezt a varhatd értéket az adott médon kell kiszamolni.
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Irjuk &t ezt az integralt az u; = v,11v5, 1 < j < n, Upq1 = vp41 (invertdlhatd)
transzformdcié segitségével. Ennek a transzformacionak a Jacobian-ja |u, )| =

— . U, . , ov,; 1
unﬁl, ha 4,41 > 0. Ugyanis v; = unil’ 1 <7< n,vpp1 = upy1, ezért Wé =
. 8’()]' _ Uj . 8’Un+1 _ 7 6’[)]' . 7 7
1<j5<n, Buny = T ar 1<j5<n, Ty = 1, és 52 =0 egyébként. Innen

n—+1

konnyen lathatd, hogy a Jacobiant definidlé matrix determindnsa egyenlé a matrix
diagondlis elemeinek szorzatdval, ami w,}';-nel egyenld.

Ezt felhasznalva a fenti azonossagot a kovetkezoképp irhatjuk at.

Py <wy,...,T, <p,Thg1 < Tnyr)

= /h<u17 o Ung1)G (UL, U ) Uy Yy duy s dUg g

= / Al Atnsr gy Aty 41,
{(u1,...7un+1): UL <Ly Un+1<Tpt1, 0§u1<~~-<un+1}

ahol h(u1,...,upt1) = 1, hau; < z;, 1 < j < n+1,és h(ur,...,upy1) = 0
egyébként, g(uy, ..., upt1) = )\”Huzﬂe_)‘“"“, ha 0 <up < ug < -o- < upy <
Unt1, 68 g(u1, ..., upt1) = 0 egyébként. Ez azt jelenti, hogy a (T1,..., Ty, Thi1)
vektor stirtiségfiiggvénye \"Tle= un+1 ha 0 < up < -+ < Upy1, és nulla egyébként.
Osszehasonlitva ezt a relaciot a fiiggetlen exponencidlis eloszldsd valdszindiségi vdl-
tozok egyiittes striségfigguényének a kiszdmitdisdndl kapott képlettel (ldsd a 27.
vagy 73. feladat eredményét) megkapjuk a feladat allitasét.

Legyen &1, ...,&, 41 fliggetlen, A\ paraméterti exponencidlis eloszlasu valdsziniiségi

k
valtozok sorozata. Definidljuk az Si = >~ &, 1 < k < n + 1, részletosszegeket

i=1
és a (Z1,...,2,) = (SSL e SL) véletlen vektort. Mutassuk meg, hogy a
(Z1,...,Zy,) véletlen vektor fliggetlen az S, 1 valdszintiségi valtoz6tol, és eloszlasa

megegyezik egy n elemil, fliggetlen, a [0,1] intervallumban egyenletes eloszldsu
valoszinliségi valtozot tartalmazoé sorozatbdl készitett rendezett minta eloszlasaval.

Megoldas. Tekintsiink &1, ..., &,41 fliggetlen, exponencidlis eloszlasi valdszintiségi

k
valtozokat A paraméteterrel, ezek S = > &5, 1 < k < n + 1, részletosszegeit,
j=1
valamint fiiggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasu (Z1,..., Z,) valé-
szinliségi valtozokat, egy toliik fiiggetlen, és az S,, 11 valdsziniiségi valtozdval mege-
gyez6 eloszlasi n valdszinliségi valtozot. Legyen 0 < Z7 < - < Z,x <la Zp, 1 <
k < n, valészinliségi véltozokat, és definidljuk a T, = nZ}, k=1,...,n,éTy41 =17
valészinliségi véltozokat. A 74. feladat eredménye alapjan az (Si,...,Sn+1) és
(Th, ..., Tni1) véletlen vektorok eloszldsa megegyezik. De ebbdl az is kovetkezik,

s Sy, . T T, _ .
hogy az (Snil,.-.’m,s’n_‘_l) és ( - --~am»Tn+1) = (Z7,...,Z%,n) vélet-

Try1?
len vektorok eloszlasa is megegyezik, és ezt kellett belatni. Az utolsé lépésben azt

hasznéltuk fel, hogy egy véletlen vektor eloszldsa meghatarozza e véletlen vektor
fliggvényeinek az eloszlasat is.
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Legyen az (9, A, P) valdszinliségi mez6 az Q0 = [0,1] x [0,1] egységnégyzet, raj-
ta a szokasos A Borel o-algebraval, és legyen P = )\, a Lebesgue mérték az
egységnégyzet Borel-mérhetd részhalmazain. Legyen F az A x [0, 1], A € B; alaku
halmazokbdl all6 o-algebra, ahol B; a [0, 1] intervallumon generalt o-algebrat jeldli.
Tekintsiink egy tetszOleges (mérheté és integrélhatd) f(z,y) fliggvényt az egy-
ségnégyzeten (az (2, A, P) valészinliségi mez6n), és szamoljuk ki az E(f(x,y)|F)
feltételes varhaté értéket az (€2, A, P) val6sziniiségi mezén.

Megoldds. Ha az f(x,y) fiiggvény valéban fiigg mind a két valtozdjatdl, akkor nem

F mérhet6 fiiggvény. Viszont definidljuk a go(z fo x,y)dy és g(x,y) = go(z)
fiiggvényeket. (A g(z,y) fiiggvény valéjdban nem fiigg az y koordinédtdl, viszont
tekinthet6 egy az (2, A, P) valésziniiségi mezén definidlt valésziniiségi véaltozénak,
és mivel nem fiigg az y koordinatél (és Borel mérhetd), ezért F mérhets. Azt
allitom, hogy E(f(z,y)|F) = g(z,y). Ehhez azt kell ellenérizni, hogy

/ g(z,y) dx dy =/ f(z,y)dzdy.
Ax[0,1] Ax[0,1]

[ et [ | (] )

= / f(z,y) dz dy,
Ax[0,1]

Viszont

amint allitottuk.

Legyen az (9, A, P) valdszinliségi mez6 az Q = [0,1] x [0,1] egységnégyzet, raj-
ta a szokdsos A Borel o-algebraval. Rogzitsiink egy olyan h(x,y) figgvényt az
egységnégyzeten, amelyre h(x,y) > 0 minden (x,y) pontban, fol fol h(z,y)dzdy =
1, és legyen a P mérték az egységnégyzeten a Lebesgue mérték Szerint h(x,y)
stirliségfiiggvénnyel rendelkezd mérték, azaz legyen P(B) = [, h g h(z,y)drdy az
egységnégyzet minden Borel-mérhet6 B részhalmazan. Legyen F az Ax|0,1] alakd
halmazokbdl &ll6 o-algebra, ahol A € By, és By a [0,1] intervallumon generdlt
o-algebrat jeloli. Tekintsiink egy tetszoleges (mérheté és a P mérték szerint in-
tegralhatd) f(z,y) fliggvényt az egységnégyzeten, és szamoljuk ki az F(f(x,y)|F)
feltételes varhaté értéket az (2, A, P) val6sziniiségi mezén.

Megoldds. A keresett feltételes varhato érték a kovetkezd: Definidljuk a

.. zY) 4 o S @ y)h(a,y) dy
/f 7 xy)dy T h(wy) dy

és g(x,y) = go(x) fﬁggvényeket. Azt allitom, hogy a g(z,y) fiiggvény a keresett
feltételes varhaté érték. Ez a fliggvény nem fiigg az y koordinatdl, igy F mérheto.
Azt allitom, hogy E(f(z,y)|F) = g(x,y). Azt kell ellenérizni, hogy

/ g(z,y)h(z,y) dx dy =/ f(z,y)h(z,y) dx dy
Ax[0,1] Ax[0,1]
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minden mérheté A C [0, 1] halmazra. Viszont

/Ax[o,l] g(x, y)h(z,y) de dy = /A (/01 h(z,y) dy) go(x) dx

= /A (/01 flx,y)h(z,y) dy) dr = /Ax[o,l} [z, y)h(z,y) dz dy,

amint allitottam. A kapott eredmény megfelel szemléletes képlinknek, amely szerint
rogzitett xg szdmra az E(f(z,y)|x = x¢) feltételes varhatd értéket igy szdmolhat-
juk ki, hogy az f(xg,y) figgvényt kiintegraljuk az y valtoz6 szerint, de nem a
—EoY)  iirtiséefiige-

h(zo,y) slrliségfiiggvény, hanem ennek normalizaltja a
[ h(zo.y) dy

vény szerint.

Legyen (§,n) egy két-dimenzi6s normalis eloszlasu véletlen vektor. Szamitsuk ki az
E(&|n) feltételes varhaté értéket.

Megoldds: Lattuk, (lasd a tobbvaltozds centdlis hatareloszldstétel eléadds eredmé-

nyeit) hogy & = an + ¢ alakban irhaté, ahol az a konstans alkalmas vélasztdsdval

(nevezetesen az a = CO\}'—@") véalasztéssal) elérhet6, hogy a ( = & —an és n

valoszinliségi valtozok fliggetlenek legyenek. Ezzel az a valasztassal

E(&|n) = E((an + Q)n) = aE(nln) + E((|n) = an + E¢ = a(n — En) + E

_ Cov (& n)
= Va—rn(’ﬂ — En) + E¢

a varhato értéknek az eldadasban a feltételes varhato érték tulajdonsagait felsorolo
tételben szerepld 1., 5. és 6. tulajdonsagok alapjan.
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