A Valésziniiségszamitas I1. eldadassorozat masodik témaja.

ELOSZLASFﬂGGVENYEK KONVERGENCIAJA
ES EZZEL KAPCSOLATOS ISMERETEK

A valészinliségszamitds legfontosabb eredménye a centralis hatareloszlastétel. Annak
érdekében, hogy ezt j6l megértsiik, elészor bizonyos az eloszldsban valé konvergenciaval
kapcsolatos ismereteket kell elsajatitanunk. E problémakor vizsgalataban kiilonosen
hasznosnak bizonyult a Fourier sorok és a Fourier transzformacié, illetve a veliik kap-
csolatos legfontosabb eredmények ismerete. Mivel nemcsak a fliggetlen, valés értéki
valoszintliségi valtozok normalizalt 6sszegeirdl szolo centralis hatareloszlastételt kivanjuk
vizsgalni, hanem annak tobb-valtozos megfelel6jét is, ezért nemcsak az egy, hanem a
tobbvaltozos eloszlasfiiggvények konvergenciajat is targyalni fogom. El6szor ismertetem
eloszlasfiiggvények konvergenciajanak a definicidjat.

Eloszlasfiiggvények konvergencidjanak definicidja. Legyen F,(x1,...,x%), n =
0,1,2,..., k-dimenzids, k > 1, eloszldsfigguények sorozata. Azt mondjuk, hogy az F,

eloszlasfiggvények eloszlasban konvergdlnak az Fy eloszldsfligguényhez n — oo esetén,

ha

nli_)HOlOFn(xla S 7'7316) = F()(ZL'l, s 73:]6)
az Fo(xy,...,xK) eloszldasfiigguvény minden folytonossdgi pontjaban. Az eloszldsban vald

konvergencidt gyenge konvergencianak is nevezik az irodalomban.

Ha adva van F,, eloszldsu &, = (@(11), - ﬁbk)), n = 1,2,..., véletlen vektorok

sorozata, és az I}, eloszlasfiiggvények eloszlasban konvergalnak egy Fj eloszlasfliggvény-
hez, akkor gyakran mondjuk, hogy a &, véletlen vektorok eloszlasban konvergdlnak az
Fy eloszlasfiiggvényhez. Ha egy Fy eloszlasi &y = ( (()1) (()k)) véletlen vektor is adva
van, akkor azt is mondhatjuk, hogy a &, véletlen vektorok eloszlasban konvergalnak a
&o véletlen vektorhoz.

g ooy

Meg kell értentink az eloszlasban valé konvergencia pontosabb jelentését. Kiilon
magyarazatra szorul, hogy ebben a definiciéban miért csak az Fy(zq,...,x) eloszlds-
fiiggvény folytonossagi pontjaiban koveteltikk meg az F,(x1,...,xx) figgvények kon-
vergencidjat. Ennek megértése érdekében el6szor megjegyzem, hogy kolcsonosen egy-
értelmii megfeleltetés létesithetd a k-dimenziés Euklideszi téren definidlt F'(zq,...,xx)
eloszlasfiiggvények és a k-dimenziés tér Borel halmazainak B* o-algebrijin definiélt
w valoszinliségi mértékek kozott a kovetkezé modon: Feleltessiik meg az F' eloszlés-
fiiggvénynek azt a létez6 és egyértelmiien meghatarozott pup (Ggynevezett Stieltjes)
valoszinliségi mértéket, amelyre

HF({(ulw"?uk): U < T1,...,Uk <£L'k~}) :F(.Tl,...,xk)

minden x1, ...,z szam-k-asra. Bar az F;, eloszlasfiiggvények konvergenciajat definial-
tuk egy Fy eloszlasfiiggvényhez, latni fogjuk, hogy helyesebb lett volna az F;, eloszlas-
fiiggvények altal meghatarozott pp, Stieltjes mértékek konvergencidjarol beszélni a pp,
Stieltjes mértékhez. Tanulsdgos lehet a kovetkezd egyszerti példa.
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Példa: Legyen zg = 0, és z,, n = 1,2,..., olyan szamsorozat, amelyre z,, < 0,

n=1,2,...,és lim z, = 0. Legyen up, ,n =0,1,2,..., az a (szdmegyenesen definidlt)
n—oo
valészinliségi mérték, amely az x, pontba van koncentrilva, azaz pp, ({z,}) = 1,

részletesebben pp, (A) = 1, ha x, € A, és up, (A) =0, ha =, ¢ A. A pp, mérték
azon F), eloszldsfliggvény &dltal meghatdrozott Stieltjes mérték, amelyre F, (z) = 0, ha
x < zy, F(xr) =1, ha © > x,. Vegyik észre, hogy lim F,(r) = Fy(x) minden
x # 0 szamra. De az x = 0 pontban, azaz az Fy fliggvény szakaddsi pontjaban ez a
konvergencia nem teljesiil, mert F,,(0) =1, han > 1, és F;(0) = 0.

A fenti példdban olyan esetet tekintettiink, amelyben az F), eloszlasok sorozata
eloszlasban konvergdl az Fy eloszlashoz, ha n — oo. De annak érdekében, hogy ezen
eloszlasok sorozata teljesitse ezt a tekintett példdaban természetes tulajdonsagot az
eloszlasfiiggvények konvergencidjat ugy kellett definidlni, hogy a hatareloszlas fliggvény
szakadasi pontjaban nem koveteltiik meg az eloszlasfiiggvények konvergenciajat. To-
vabbi példakat és eredményeket is lehet mutatni, amelyek jelzik, hogy a fent megadott
definici6 az eloszlasfliiggvények konvergencidjanak szerencsés definicidja. Ezzel a kérdés-
sel itt nem foglalkozom. Ehelyett egy olyan eredményt ismertetek, amely megadja az
eloszlasfiiggvények egy ekvivalens, és szamunkra hasznos jellemzését.

Tétel eloszlasok konvergencidjanak jellemzésér6l. Legyen F,(x1,...,x5), n =
1,2,..., k-vdltozos eloszldsfiigguvények sorozata. Ez a sorozat akkor és csak akkor kon-
vergdl eloszldasban egy k-vdltozés Fy(xq,...,xy) eloszlasfigguvényhez, ha minden a k-
dimenzids térben folytonos és korldtos f(x1,...,xy) f liggvényre

/f(l’l,...,:Ij‘k)an(l'l,...,:Ek)—>/f(xl,...,:L'k)dFo(xl,...,ilj‘k), han — oco. (1)

A Teétel bizonyitdsa: El6észor azt mutatom meg, hogy az eloszlasban val6 konvergenciabol
kovetkezik az integralok (1) formuldban felirt konvergenciaja.

Mivel az Fy eloszlasfiggvényre Fy(zq,...,2x) — 1, ha 2; — oo minden j =
1,...,kra, és Fy(z1,...,2x) — 0, ha z; — —oo valamelyik 1 < j < k-ra, ezért
tetszbleges € > O-ra létezik olyan K téglatest, amelyre up, (K) > 1 —e. (Adva egy
F' eloszlasfiiggvény a tovabbiakban pp-fel fogjuk jelolni az F' eloszlas altal indukalt
Stieltjes mértéket.) Tovabba, mivel F,, — Fy, ha n — oo, ezért elérheté a K hal-
mazt esetleg nagyobbra vélasztva, hogy a up, (K) > 1 — ¢ relacié is teljesiiljon min-
den F,, n =1,2,..., eloszlasfliggvényre. Azt is feltehetjiik, hogy a K halmaz hatara
null mértékili, ezért a K téglatest mindegyik csicspontja folytonossagi pontja az Fj
eloszlasfiiggvénynek. Itt azt kell kihaszndlni, hogy az Fy eloszlas vetiilete a j-ik ko-
ordinatara olyan 1 dimenziods eloszlas, amelyiknek csak megszamlalhaté sok atomja van

minden j = 1,..., k-ra. (Ezt a kérdést részletesebben targyalom a kiegészitésben.)
Az f fiiggvény korlatossidga miatt | ka\K flxy, ..., x) dFo(zq, ..., xK)| < const.e,
és | ka\K flxy,...,xk)dFy,(x1,...,2k)| < const.e minden n = 1,2,...-ra. Tovabba, az

f folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos a K téglatesten. Ezért létezik olyan 6 > 0
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szam, amelyre | f(z) — f(y)| < e, ha |z —y| <6, és x,y € K. A K téglatest felbonthat6
véges sok, k6zos belsé ponttal nem rendelkezd, legfeljebb ¢ atméréji A;, j =1,...,p(K)
téglatest unidjara, amelyeknek a hatdarai 0 mértékiiek az Fy altal indukalt pp, mérték
szerint. Igy nli_)rr;o pr, (Aj) = pr(Aj) minden j = 1,...,p(K)-ra, és az f fliggvény

egyenletes folytonossaga miatt a K halmazon

| sar.~ | rar

A fenti egyenldtlenségekbdl kovetkezik, hogy limsup | [ f dF,, — [ f dFy| < const. €, ahol
const. fiiggetlen az e-t6l. Mivel ez igaz minden ¢ > O-ra, innen kovetkezik a kivant
allitas.

lim sup <e.

Ezutén megmutatom, hogy az (1) formuldban szereplé integralok konvergencigjabol
kovetkezik az eloszldsban valé konvergencia.

Legyen x = (x1,...,x) az Fy eloszlasfiiggvény folytonossdgi pontja. Ekkor minden
e > 0-hoz létezik olyan § > 0 szadm, hogy az y = (y1,...,9x) = (x1 — 9,..., 2 — 9)
és z = (21,...,2k) = (x1 +9,..., 2 + ) pontokra Fy(y) > Fo(z) — e és Fp(z) <
Fo(z) + €. Léteznek tovabba olyan fi(u) és fa(u) folytonos fiiggvények az RF téren,
amelyek teljesitik a kovetkezd tulajdonsdgokat: 0 < f;(u) < 1 minden u € RF-ra,
i =1,2. Tovabba fi(u) =1, u = (u1,...,ux)-ra, ha u; < y;, minden j =1,...,k, és
fi(u) = 0, ha u; > x; valamely 1 < j < k-re. Az f5(-) figgvény pedig a kovetkezd
relaciokat teljesiti: fo(u) = 1, ha u; < z; minden j = 1,...,k-ra, és fao(u) = 0, ha
u; > zj valamely 1 < j < k-ra. Ekkor

n—oo n—oo

liminf F},(z) > lim [ fi(u)dF,(u) = /f1 (u) dFy(u) > Fo(z) — €

limsup F,,(z) < lim /fz(“) dFy,(u) = /fz(u) dFy(u) < Fo(z) +¢.
Mivel ezek az egyenlétlenségek minden € > 0-ra igazak, innen kovetkezik az allitas. A
tételt bebizonyitottuk.

Eloszlasfiiggvények konvergencidjat be tudjuk bizonyitani az (1) formuldban meg-
fogalmazott tulajdonsag ellenérzésének a segitségével. Felmeriil a kérdés, nem lehet-e
ezt a bizonyitandé tulajdonsagot egyszeriisiteni, és megmutatni azt, hogy elegendd az
(1) formuléat csak olyan specidlis (folytonos és korlatos) fliggvényekre ellenérizni, ame-
lyekre ez konnyebben megteheto. Kideriilt, hogy a hatareloszlastételek vizsgalatat végre
lehet hajtani akkor is, ha csak az dgynevezett fi, . 4 (21,...,2%) = eiltizite+tpay)
trigonometrikus fiiggvények integraljat vizsgaljuk az F,(x1,...,zx) eloszlasfiiggvények
szerint, ahol i = \/—1, és ti,...,t, valés szamok, a tekintett fiiggvények paraméterei.
Emlékezziink arra, hogy e’ = cosu + isinw. Innen szdrmazik a trigonometrikus
fliggvény elnevezés. Ahhoz, hogy a hatareloszlastételek tanulmanyozasat visszavezessiik
trigonometrikus fiiggvények integréljanak a vizsgalatara, illetve ezen integralok viselke-
dését jobban megértsiik sziikségiink van a Fourier analizis néhany alapveté eredményé-
nek az ismeretére.



Mutatok egy példat arra, hogyan lehet egy szamunkra hasznos, és korantsem egy-
szert eredményt viszonylag kénnyen bebizonyitani Fourier sorok segitségével. Az tigyne-
vezett Stirling formulat fogom bebizonyitani, amely j6 aszimptotikat ad az n! kifejezésre
nagy n szamokra. Azt is megtargyalom, hogy a bizonyitdas hatterében a hatareloszlas-
tételek vizsgalataban hasznos gondolatok rejtoznek.

Egy .
ft) = Z ajet, —m<t<m, (2)

j=—o00

konvergens végtelen sort, ahol az a; egylitthatok valés vagy komplex szdmok, Fourier
sornak neveziink. Vegyiik észre, hogy az e“/? fiiggvények, j = 0, £1,£2,..., periédiku-
sak 27 szerint, ezért a bel6liik készitett sor is periddikus 27 szerint. Ez teszi természetes-
sé a —m <t <7, megkdtést a (2) formuldban. Egy alapos targyalds sordn tisztazni kell
azt is, hogy mit értiink a (2) formuldban felirt sor konvergencidjan. Mivel nem szdmok,
hanem filiggvények végtelen Osszegérdl van szd, ez a definicié nem egyértelmii, tobb
egymassal nem ekvivalens és értelmes konvergenciafogalom definialhaté. Fourier sorok
vizsgalataban a leghasznosabb konvergenciafogalomnak az igynevezett Lo konvergencia
bizonyult. Eszerint a (2) formuldban felirt (végtelen) &sszeg akkor konvergal egy f(t)
fliggvényhez, ha teljesiil az

2

/ ft) — Z ajet | dt—0 han— oo
. =,

relacié. Az ilyen iranyu vizsgdlatok az analizisben nagyon fontosak. De szdmunkra ez
nem lesz fontos, ezért az ilyen iranyu kérdések vizsgalatdval nem fogunk foglalkozni. Vi-
szont a mi szdmunkra is fontos a trigonometrikus fiiggvények kévetkezo ortogonalitasnak
nevezett tulajdonsaga.

/ eMteimt Jt = / eiMte=imt gt — / =Mt gt =0 han #+m,
és

™ . - T

/ e"eint dt = / dt =2m, n=0,+1,42,....

—T —Tr
E formuldk felhasznédlasaval, felhasznalva a tagonkénti integralds tulajdonsagait egysze-
rilen kifejezhetjiikk a (2) formuldban szereplé a, tgynevezett Fourier egyiitthatékat a
Fourier sor f(t) dsszegének a segitségével. Nevezetesen,

[
an = 5- e f(H)dt, n=0,%1,+2,.... (3)
T

-
Ez a formula hasznosnak bizonyult a Stirling formula alabb ismertetett bizonyitasaban.

Stirling formula:

n n
n! ~V2mn (—) ,
e
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azaz az elsé n egész szam szorzata, n! teljesiti az alabbi reldcict:

oy V2 (e)

=1.
n—00 n!
A Stirling formula bizonyitdisa: El6szor azt mutatom meg, hogy

n 2

n! = (—)n = .
€ / en(e”—l—it) dt

— T

(4)

Tekintsiink egy £ Poisson eloszlasi valészintiségi valtozot A = n paraméterrel, azaz le-
k .

gyen P({ =k) = 2re ™, k=0,1,2,.... Szdmitsuk ki a P,(t) = Ee'® varhat6 értéket

minden ¢ valés szamra. Ez a kovetkez6 P, (t) Fourier sor kiszamitdsat jelenti:

oo 0o oo itk 4

— P(f — ztk 7?,_ —n+ikt _ e (nel ) _ e—n—l—ne”
E E E ' .
— — k! k!

k=0

Innen, illetve egy Fourier sor egytitthatéinak a (3) formuldban megadott kifejezésébdl a
Fourier sor segitségével k = n vélasztassal kapjuk, hogy

P& = _ ﬁ -n __ i " —intP ) dt = i " —int—n—+ne’t dt
(5—71)—”'6 =5 e (1) =5 e .
: — T

Ez a képlet ekvivalens a (4) formulaval.

A (4) formula alapjan a Stirling formula bizonyitasdhoz elég megmutatni azt, hogy

lim ﬂ/ en(e=1=it) gy _ 1
n—oo 1/27-(- _n

/ 6n(eit—l—it) dt

amit ugyis irhatunk, hogy

lim — =1,
n—oo / e_nt2/2 dt
— 0o
mivel, mint a normalis striségfiiggvény vizsgalataban lattuk, fix;o et/2qt = 27,

ahonnan ffooo e~ /2 gt = @/27”. (Ez az azonossig kellett annak igazoldsdhoz, hogy a
normélis eloszlas stirliségfiiggvénye valéban stirtiségfiiggvény.)

Viszont tekintve az e’ fiiggvény Taylor sorat azt kapjuk, hogy

n(e’ —1—it) = —n <§ + a(t)t3> = —%tQ + B(t)n U
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alkalmas |a(t)| < const. és |B(t)| < const. egyiitthatékkal, ha [t| < n~3/8. Innen
enle —1=it) — o=nt?/28(tn "1 _ o—nt?/2 (1+~(t)n=1/8), y(t) < const., ha t < n=3/8,

és
n—3/8

/ 6n(e“—l—it) dt
. _n—3/8
nh—>Holo n~3/8 =L
2
_n-3/8
Tovabba nem nehéz belatni, hogy
n—3/8 nl/8 .
/ e~ /2 gt / e=t/2 gt 2/ e=t/2 gt
lim =% — lim Z=n/f —1— lim —1,
n—ee / e—nt2/2 dt n—00 / e—t2/2 dt n—00 V2T
3/8

—_n_ s

e (e =1=it) gt g / e (<" =171 gt integrd-
n

—3/8

ezért elég megmutatni, hogy az /
—T

lok elég kicsik, pontosabban ezek az integralok y/n-nel megszorozva is nulldhoz tartanak.

o
(Ez a feltétel azért jelenik meg ebben a forméban, mert /n / e 2 g = V2.
—00

Ennek bizonyitdsdhoz jegyezziik meg, hogy |e*| = eR°Z tetszbleges z komplex szdmra,
ahol Re z a z szam valods részét jeloli. Innen
it 1 s _ _ 1/4
|en(e 1 zt)’ _ en(cost 1) <e const. n

ha n3/8 < |t| < 7, ahonnan kovetkezik a kivant becslés.

Megjegyzem, hogy a fenti bizonyitas hatterében a kovetkezo észrevétel van. Ha
tekintiink n fiiggetlen 1 paraméterti Poisson eloszldsu valészintiségi valtozét, akkor ezek
Osszege n paraméterii Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozd. Annak valdszintiségét
akarjuk becsiilni, hogy n fliggetlen Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozd Osszege egy
eloirt értéket vesz fel. A centrédlis hatareloszlasérték sugall ennek a valdszintliségnek
az aszimptotikajara egy értéket, és tulajdonképpen ennek helyességét igazoltuk. A bi-
zonyitds azon alapult, hogy az Ee®, —r <t < m, varhaté értéket kifejezd Fourier sort
ki tudtuk szdmolni, illetve az igy kapott kifejezésre j6 aszimptotikus formulat tudtunk
adni. Megjegyzem, hogy mind a centralis, mind a lokalis centralis hatareloszlastétel a
varhaté értékhez kozeli értékek esetén ad jo becslést fliggetlen valdszintiségi valtozdk
eloszlas, illetve stiriiségfiiggvényére. Egy n paraméterti Poisson eloszlast valészintiségi
valtozd varhatéd értéke n, és a Stirling formula bizonyitasaban itt szamitottuk ki egy
ilyen valdszintliségi valtozé stirtiségfiiggvényét.

Az elobb felhasznalt eredmény bizonyitasaban egy altalanosabb probléma megolda-
sara kidolgozott modszert alkalmaztunk egy specidlis esetben. Legyen adva fiiggetlen,

n

egész értékeket folvevd &1, ..., &, valdsziniiségi valtozok sorozata. Jeldlje S, = > &;
j=1



ezen valdsziniiségi véltozok Gsszegét, és prébaljunk jo becslést adni a P(.S,, = k) alaku

valoszinliségekre. Ennek érdekében vezessiik be a a §; valoszinliségi valtozok eloszlasa

altal meghatdrozott U;(t) = Ee'ti = 3" ek P(¢; = k) Fourier sorokat. Vegyiik tovabbd
k

észre, hogy mivel fliggetlen valdszintiségi valtozok szorzatanak a varhaté értéke egyenlo
a szorzatban szerepld valészintiségi valtozdk varhatéd értékének a szorzataval, (ez az
azonossag érvényes mind val6s mind komplex értékii valészintiségi valtozdkra) ezért az
S,, valoszintiségi valtozéhoz tartozé Ee'tS~ kifejezés kiszamolhat6 a kévetkezé médon.

ZP(S" _ k)eitk — EettSn — peitléit+é&n) — E(eit& elitée eitén)
k

] )
_ Eeit§1 Eeit§2 .. Eeit&n = H Uj (t)
j=1

Ezért, ha az (5) képlet jobboldalan szerepld kifejezésre jé becslést tudunk adni, akkor
a (3) inverzios formula segitségével j6 becslést kapunk a P(S,, = k) valdszintiségekre is.
(Itt a k paraméter jatssza az n paraméter és az (5) formula jobboldalan levé szorzat az
f(t) fiiggvény szerepét a (3) formuldban.) Tovabbd nagyon dltaldnos feltételek mellett az
(5) formula jobboldalan szerepl6 produktumot j6l meg tudjuk becsiilni nulla kériili alkal-
mas Taylor sorfejtés segitségével. Ahhoz a kérdéshez, hogy hogyan lehet az (5) formula
jobboldalan szereplo kifejezést jol megbecsiilni, és ennek érdekében milyen feltételeket
kell tenni, kés6bb visszatérek.

A Stirling formuldt e médszer segitségével bizonyitottuk be. Azt a specidlis ese-
tet vizsgaltuk, amikor Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozokat tekintiink. E modszer
kidolgozasaval az altalanos esetre csak késobb fogok foglalkozni. Ehelyett most azt a
kérdést tekintem, hogy hogyan tudjuk ezt a modszert adaptalni annak a problémanak
a vizsgalatara, amikor fiiggetlen valészinliségi valtozok Gsszegének az eloszlasa érdekel
minket. Tehat a P(.S,, = x) valdsziniiség helyett a P(.S,, < x) valészintiségre kivanunk j6
becslést adni. E kérdés vizsgdlatanak az érdekében bevezetem a Fourier sorok ‘folytonos
paraméterti’ megfeleléit, a szdmegyenesen vagy az RF k-dimenziés Euklideszi téren
definialt fliggvények és mértékek Fourier transzformaltjat.

Fiiggvények és mértékek Fourier transzformaltjanak a definicidja. Legyen
f(x1,...,xk) k-vdltozds integralhatd fiigguény, azaz tegyiik fel, hogy

/k|f(3317~--,27k)|d331...dack<oo.
R

Az f(+) figgvény Fourier transzformdltja az

f(tl, ce 7tk> = / 61(t1m1+"'+tkwk)f($1, RPN ,l’k) dﬂfl ce d:Ck
Rk

figgvény, ahol —oco <t; < oo, 1 <j<k.



Legyen u egy véges mérték az RF k-dimenzios Euklideszi téren. E . mérték Fourier
transzformdltja a

o(t) = p(tr, ..., tg) = /ei(t’x),u(dx) = /ei(t1$1+“‘+t”k)ﬂ( dzy, ..., dry)

figgvény, ahol t = (t1,...,tx) a k-dimenzids tér tetszéleges pontja, és a kovetkezd
jelolést haszndltuk. Ha t = (t1,...,tx) és © = (x1,...,2) két k-dimenzids vektor,
akkor (t,z) =t1x1 + -+ + tyxg at és x vektor skaldris szorzata.

Ha F(x) = F(x1,...,7k) eqy k wvdltozds eloszlas fiiggvény, akkor tekintsik az
F eloszlds szerint indukdlt g Stieltjes mértéket. Ennek a pp Stieltes mértéknek a
o(t) = p(t1,...,tg) Fourier transzformaltjit az F(x) eloszlasfiggvény karakterisztikus
fliggvényének nevezziik. Ha adva van egy F(xq,...,x1) eloszldsi (&1,...,&) véletlen
vektor, akkor ennek karakterisztikus fligguényét is definidljuk, és ez az F(x1,...,x)
eloszlas karakterisztikus fligguvényével eqyenld.

Célunk az, hogy eloszlasok aszimptotikus viselkedését jol leirjuk ezek Fourier transz-
formaltjanak, azaz karakterisztikus fliggvényének a segitségével. Azt szeretnénk meg-
mutatni, hogy eloszlasfiiggvények karakterisztikus fliggvényeinek a konvergenciajabol
kovetkezik az eloszlasfiiggvények konvergencidja is. Fourier sorok egyiitthatéit a (2) re-
laciéban megfogalmazott viszonylag egyszerli inverzids képlet segitségével tudtuk vizs-
galni. Fourier transzforméaltak esetében azonban nincs olyan egyszerii inverziés formula,
amelynek felhasznalasaval ki tudunk szamolni egy mértéket a Fourier transzformaltja
segitségével. Ezért ebben az esetben egy kortilményesebb eljarast alkalmazunk. Sziiksé-
glink van egy olyan eredményre, amely azt fejezi ki, hogy a trigonometrikus fiiggvények,
pontosabban azok linearis kombinéciéi, a folytonos fiiggvények elég gazdag csaladjat
alkotjak. Ilyen allitast fejez ki Weierstrass masodik approximéciés tétele.

Weierstrass masodik approximacios tétele. Tetszdleges folytonos és 2w szerint

periodikus f(x) fiigguényre és ¢ > 0 walds szdmra létezik olyan P,(x) = Y. ape™™™
k=—n
trigonometrikus polinom, amelyre

sup  |f(z) — Pu(z)] <e.
—oco<r<oo
(A P, polinom foka és a benne szerepld ay, egyiitthatok figgnek mind az f(-) folytonos
fligguénytél és az e > 0 szamtol. Ha az f(-) fligguény valds értéki, akkor az ay, egyiittha-
tokat vdlaszthatjuk gy, hogy a_ = ax minden k =0,1,...,n indexre, ahol Z a z szdm
konjugaltja. Ekkor a P,(t) trigonometrikus polinom is valds értéki.)

Igaz ennek az dllitdsnak a kovetkezo tobbdimenzids wvdltozata is. Ha adott egy
f(z1,...,xk) folytonos figgvény a k-dimenzids euklideszi térben, amely minden ko-
ordindtdjaban 27 szerint periodikus, azaz f(x1 + 2517, ..., xk + 2jx7) = f(z1,...,Tk)
minden egész ji,...Jr Szamra, és eqy € > 0 valds szam, akkor létezik olyan k vdltozds

— i(jrz1++jrx
Po(w1,...,21) = E aj,... g e 0 et ko)
(J1se-dr): g1+ Flik|<n
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trigonometrikus polinom, ahol ji, ..., Jr egész szamok, amelyre

|f(z1,...,2k) — Po(z1,...,2k)| <& minden valds x1,...,x) szamra.

Megjegyzés: A tovabbiakban egy

Pn(ifl,---al'k) — E ajl’m’jkez(Jlml/K1+"'+]k$k/Kk)

(G1sedr): gl +|ie|<n

alaku kifejezést, ahol K, ..., K tetszbleges pozitiv valés szamok trigonometrikus poli-
nomnak fogunk nevezni. Weierstrass masodik approximacids tételébél kovetkezik (alkal-
mas atskalazédssal), hogy a folytonos, minden koordinatdjdban periédikus f(z1, ..., xx)
figgvények, (azaz az olyan f(x1,...,xx) fiiggvények, amelyekre f(x; + K217fl N
%) = f(x1,...,2,) alkalmas K; > 0, ... Ky > 0 valds és tetszéleges ji,...,Jk

egész szamokkal) tetszéleges pontossaggal kozelithetéek trigonometrikus polinomokkal
a szuprémum normaban.)

Ahhoz, hogy belassuk, hogy eloszlasok karakteresztikus fiiggvényeinek konvergen-
ciajabol kovetkezik maguknak az eloszlasfiiggvényeknek a konvergencidja el6szor meg
kell mutatnunk, hogy egy eloszlast meghataroz a karakterisztikus fliggvénye. Ezt mond-
ja ki a kovetkezo tétel.

Tétel valosziniiségi mértékek és karakterisztikus fiiggvényiik kapcsolatarol.
Egy valosziniiségi mértéket egyértelmiien meghatdroz a karakterisztikus fuggvénye.

A tétel bizonyitasa azon alapul, hogy Weierstrass masodik approximéciés tétele
alapjan folytonos fliggvényeket jol lehet approximélni trigonometrikus polinomokkal, igy
egy valdszinliségi mérték szerinti integraljuk is jél kozelitheté alkalmas trigonometrikus
polinomok e mérték szerinti integraljaval, azaz a mérték karakterisztikus fliggvényének
kiilénb6zo helyeken felvett értékeinek linedris kombinacidival. De a Weierstrass-féle app-
roximacids tétel csak periddikus fliggvények jo approximéciéjat biztositja. E nehézség
lekiizdésének az érdekében elészor a kovetkezd (egyszerti) lemmat latjuk be.

Lemma valdsziniliségi mértékek viselkedésérol a végtelen kornyezetében. Le-
gyen [ valosziniségi mérték a k-dimenzios euklideszi tér Borel mérhetd részhalmazain
és € > 0 valds szam. Létezik olyan K = K(u,€) szdm, amelyre a

KMEK)=[-K K] x - x [-K, K]
k:—szoro;,szorzat

k-dimenzios kocka teljesiti a p(K(K)*) > 1 — ¢ egyenlbtlenséget.

A lemma bizonyitdsa. Tekintsiik azokat a K(K)* = [-K, K| x --- x [-K, K] azt a k-

[

v~

k-szoros szorzat
dimenziés kockdkat az RF térben, amelyeknek mindegyik oldala a [— K, K] intervallum.
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Mivel |J K(K)* = RF ¢s K(K)¥, K = 1,2,..., monoton névekvé halmazsorozat,

K=1
ezért Klim wW(K(K)F) = u(RF) =1, azaz u(K(K)*) > 1 —¢, ha K > K(e).

— 00
A tétel bizonyitdsa. Azt kell bebizonyitani, hogy ha u; és ps két olyan valdszintiségi
mérték az R* Euklideszi téren, amelyek Fourier transzformaltjai megegyeznek, akkor
(1 = po. Ennek érdekében megmutatom alkalmas az R* Euklideszi téren definidlt F
fliggvényosztalyokra, hogy [ fdus = [ fdus, ha f € F. Sikeriilt ezt a reldciét olyan F
fiiggvényosztalyra is belatni, amelyre ez a tulajdonsag implikalja, hogy p1 = pe.

Az [ fduy = [ fdus, ha f € F nyilvdnvalan kovetkezik a tétel feltételeibdl, ha

F az RF téren definidlt valamely K = (Ki,..., K}) vektor szerint periodikus trigo-
nometrikus polinomokbdl all. Weierstrass masodik approximacids tétele alapjan ez az
azonossag érvényben marad akkor is, ha F a minden véltozéjaban peridédikus, folytonos
fiiggvényekbdl &ll. Ugyanis tetszéleges fx(-) K periédusu folytonos fliggvényhez és
€ > 0 szamhoz 1étezik olyan

_ _ 5 27(J1x1++Jx K
gé(xla"'>xk) _gs,fK(xlf" 7xk) - E Cir,egn© U dun)/

trigonometrikus polinom, amelyre sup |fx(z) — g-(x)| < ¢, és ezért
TxERk

<e j=1,2.

\ [ sy dus )~ [ oot

Ugyancsak igaz marad az [ fdu; = [ fdus, ha f € F azonossdg akkor, ha F az
Osszes kompakt tartéju folytonos fliggvények osztalya. Ugyanis, ha f(-) kompakt tartéju
folytonos fiiggvény, akkor minden elég nagy K > 0 szdmra a [—-K, K| X --- X [-K, K]
kocka tartalmazza az f(-) fliggvény tartdjat, és definidlhatjuk az f(-) fiiggvény 2K
periédusi fx (-) periodikus kiterjesztését az

fr(xr + 2K, o+ 2K,) = f(x1,-- ,28), —K <uz; <K,

l; =0,£1,£2,..., j =1,...,k, képlet segitségével. Tovdbbd igaz az [ f(z)dp,(z) =

Klim [ fr(z)dpj(z), j = 1,2, relacié az elézd lemma szerint, és a kivant azonossig
—00

teljesiil periédikus fiiggvényekre.

A bizonyitds kovetkezd 1épése annak megmutatdsa, hogy az [ fdus = [ fdus, ha
f € F azonossig akkor is érvényes, ha F az olyan P = [Kj,L1) X -+ X [Ky, L)
téglatestek indikdtorfliggvényeibdl all, amelyek z; = K; és x; = Lj, 1 < 5 < kK,
hatarsikjainak a mértéke nulla mind a 1 mind a o mérték szerint.

Ezt az allitast vissza lehet vezetni alkalmas limeszeljaras segitségével a kompakt
tartéju fliggvények esetére. Azt a tényt érdemes felhasznalni, hogy minden ¢ > 0
szamra és P téglatestre 1étezik olyan f. p(-) folytonos és kompakt tartéju fliggvény,
amelyre 0 < f. p(z) < 1 minden z € R* pontra, f.p(z) =1, hax € P és f. p(x) = 0,
ha p(xz,P) > . A tovabbiakban p(-,-) jeloli a szokésos euklideszi tdvolsdgot az RF
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téren. Ilyen f. p(z) = 1 halmazokat tekintve minden € > 0 szdmra, véve e fliggvények
integraljat a py és po mérték szerint € > 0 hatardtmenettel megkapjuk a kivant allitast.

A kovetkezé médon lehet példdul a kivant tulajdonsdgu f. p fliggvényt konstrual-
ni. Legyen f.p(z) =1 — gep(x), és g- p(x) = min (1, Ip(z,P)), ahol p(-,-) a szokdsos
metrika az Euklideszi téren.

A bizonyitds befejezéséhez elég megmutatni, hogy a pu1(P) = us(P) azonossig
teljestilésébol minden olyan Py és P» téglatestre, amelynek hatérsikjai nulla mértékiiek
mind a g mind a py mérték szerint kovetkezik, hogy p1 = ps. Ezt példaul tgy lehet
megindokolni, hogy a bebizonyitott azonossig érvényben marad ilyen téglatestek disz-
junkt unidira is, illetve az altaluk generalt o-algebrara is. Viszont ez a o-algebra meg-
egyezik a Borel o-algebraval az egész téren.

Rétérek annak az eredménynek az ismertetésére, amely pontosan leirja eloszlas-
fliggvények és eloszlasfiiggvények karakterisztikus fiiggvényeinek konvergencidja kozotti
kapcsolatot. Ezt az eredményt, — fontossaga miatt, — eloszldsok konvergencidjarol
szolo alaptétel-nek fogom nevezni. Megtargyalom e tétel feltételeinek a tartalmat. De
a tétel részletes bizonyitasat csak a kiegészitésben ismertetem. Az el6adas f6 részében
megelégszem ezen eredmény egy olyan gyengitett valtozatanak a bizonyitasaval, amely
elegendé lesz céljainkra.

Eloszlasok konvergencidjardl sz6l6 Alaptétel. Legyen F,(x1,...,xk) eloszldsfigg-

vények egy sorozata az R* k-dimenzids euklideszi téren o, (ty,...,t) karakterisztikus

fliggvényekkel, n =1,2,.... Ha a po(t1,...,tx) = lUm @, (t1,...,tx) hatdarérték létezik
n—oo

minden (t1,...,tx) pontban, és a po(t1,...,tx) limeszfigguény folytonos az origdban,
akkor létezik olyan Fy(xq,...,xk) eloszldsfigguény a k-dimenzids térben, amelynek a
wo(t1, ..., tx) fligguény a karakterisztikus fiigguénye. Sét, a po figguény folytonossdgdral
tett feltétel némileg gyengithetd. Elég feltenni azt, hogy a wo(t1,...,tx) fligguény meg-
szoritdsa mindegyik koordindtatengelyre folytonos az origoban. A fenti feltételek tel-
jestilése esetén az F(x1,...,x) eloszldsfigguények eloszldsban konvergdlnak ahhoz az
Fo(xy,...,zk) eloszldsfigguényhez, amelynek @o(t1, ..., 1) a karakterisztikus fliggvénye.

Megforditva, ha F,(xy,...,z), n = 1,2,..., eloszldsfiigguényeknek egy az RF
k-dimenzids euklideszi téren definidlt sorozata, amely egy Fo(x1,...,x) eloszldsfigg-
vényhez konvergdl eloszlasban, o, (t1,...,tk), n = 1,2,..., jeloli az F,(x1,...,2k),
wolt1, ..., tx) pedig az Fo(x1,...,xK) karakterisztikus fligguényét, akkor po(ty, ... tg) =

lim @, (t,...,ts) minden (t1,...,tx) € R¥ pontban. Tovdbbd, ez a konvergencia egyen-

n—oo
letes az RF tér minden kompakt részhalmazdn. Ezért a o(ty,. .., 1) fiigguény folytonos.

E tétel szerint ahhoz, hogy valamely F,, eloszlasfiiggvények eloszlasban konvergal-
janak az kell, hogy ezen eloszlasfiiggvények karakterisztikus fiiggvényei konvergaljanak,
és ezenkiviil a hatarfliiggvény legyen az origéban folytonos. Az, hogy a karakterisz-
tikus fliggvények konvergencidja az eloszldsban valé konvergencia sziikséges feltétele
kovetkezik az eloszldsok konvergencidjinak jellemzésérdl szold tételbdl, illetve abbdl,
hogy az e'(t:*) t5bbvaltozés trigonometrikus fiiggvények folytonosak és korldtosak. A
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kovetkez6 példa célja az, hogy segitsen megérteni annak a plusz feltételnek a szerepét,
mely szerint a karakterisztikus fliggvények hatarértéke folytonos az origdban.

Példa: Legyen F, (x) az egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye a [—n,n| intervallumban,
. v s e , 1 p
n = 1,2,..., azaz legyen I, (x) stirliségfiiggvénye az f,(z) = 5-, ha —n <z < n, és
fn(z) =0, ha |z| > n fiiggvény. Az F, (x) eloszlds karakterisztikus fliggvénye a ¢, (t) =

uLt —int

[I et dy = e =SBt g ¢ £ (), és ,(0) = 1 fiiggvény. Innen lim_ o, (t) =

0, hat #0,és lim ¢,(0) = 1. Ez azt jelenti, hogy az F,,(-) eloszldsfliggvények karak-

terisztikus fliggvényei minden pontban konvergalnak, és a hatarfiiggvény folytonos az
origdt kivéve minden pontban. Maguk az F), eloszlasfiiggvények nem konvergédlnak egy
eloszlashoz. Szemléletesen szolva azt mondhatjuk, hogy ezek az eloszlasok ‘kifolynak a
végtelenbe’.

A karakterisztikus fliggvények limeszének a folytonossdga az origéban az ilyen
‘az eloszlasok kifolyasanak a végtelenbe’ hatdsok kikiiszobolését biztositja. Az alabbi
tételben ilyen tartalmu allitast bizonyitok be. Ezen eredmény megfogalmazasa elott
bevezetem be a kovetkezd definiciot.

Eloszlasok feszességének a definiciéja. Azt mondjuk, hogy az F,(x1,...,x%) el-
oszlasfiiggvények (illetve az dltaluk meghatdrozott pp, Stieltjes mértékek) sorozata fe-
szes, ha tetszéleges ¢ > 0 szdmra létezik olyan K = K(g) szdm, hogy a K(K)k =
[-K,K] x - x [-K, K| k-dimenzids kockdra ur, (K(K)*) >1—¢ mindenn =1,2,...

g

k-szoros szorzat
indexre.

Tétel eloszlasok feszességének biztositasarodl a karakterisztikus fliggvény tu-
lajdonsagai alapjan. Legyen adva eloszldsfiiggvények F,(x), sorozata o, (t) karakte-

risztikus fligguényekkel a szamegyenesen, n = 1,2,.... Ha teljesiil a
hm lim SUp o< / Re ( n(t)) dt =0 (6)

reldcid, ahol Re z a z komplex szam valds részét jeloli, akkor az F,,(z) eloszldsfiggvények
sorozata feszes.

Kovetkezmény. Ha az F,(x) eloszlasfigguények ¢, (t) karakterisztikus fiigguényei egy
a nulla pontban folytonos po(t) fliggvényhez konvergdlnak az origo egy kis kérnyezetében,
akkor feszesek. FEz az dllitds tobbvdltozos eloszldsfiigguények sorozatdra is érvényes.
Sdt, ebben az esetben elég azt feltenni, hogy a hatdrfigguény megszoritisa bdrmely ko-
ordindtatengelyre folytonos az origoban.

A kévetkezmény bizonyitdsa. Mivel po(0) = lim ¢,(0) = 1, ezért a ¢o(t) fliggvény

folytonossagabdl az origéban kovetkezik, hogy minden ¢ > 0 szamhoz létezik olyan
do = do(e) szadm, amelyre 0 < Re (1 — po(t)) < €, ha |t| < dp. Tovabba 0 < Re (1 —
©n(t)) < 2 minden n és t szdmra, és lim Re (1 — ¢, (t)) = Re (1 — po(t)) az origd egy
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kis kornyezetében. Ezért a Lebesgue tétel alapjan létezik a

lim <e

noo 28

/Re —on(t)) dt| = /Re1—¢0()dt

26

hatarérték minden § < §p szdmra. Ez azt jelenti, hogy teljesiil a (6) feltétel, és a fenti
tétel alapjan az F),(z) fiiggvények feszesek ebben az esetben.

Hasonl6an lathaté, hogy ha a k-valtozds F,(x1,...,xx) eloszlasfiiggvények tel-
jesitik a Kovetkezményben megfogalmazott feltételeket, akkor feszesek. Ugyanis az
el6z6 érvelésbdl kovetkezik, hogy ebben az esetben pp, ({(z1,...,z%): |2;] < K}) <

tetszéleges 1 < j < k koordinatdra alkalmas K = K(¢) szdmmal minden n = 1,2, ...
indexre, és innen kovetkezik a pp, mértékek feszessége.

Megjegyzés. Be lehet latni, hogy a (6) formuldban megfogalmazott feltétel sziikséges
és elégséges feltétele annak, hogy az F,, eloszlasfiiggvények feszesek legyenek. Erre a

tényre azonban nem lesz sziikségiink.

A tétel bizonyitdsa. frjuk fel a kovetkezo azonossagot:

1 ) 8 1 (9]
5 [ Reli—palat= [ o [ 1 —costa) ap(a)a
oo 6 © [t sintz]™°
:/_®2—5/_5[1—00stw] dt dF,(x) :/—oo [% iy :|t:—6 dF,(z)  (7)

(-5 = [ (- 5) anc

+/ (1— S”“S”“") dF,(x) = ¥, (K) + I3, (K).
jol>K 0z

Mivel (1 — %) > 0 minden z-re és d-ra, ezért a (7) formula baloldala fels6 becslést
ad az I3, (K) kifejezésre tetsz8leges 6 > 0 n > 1 és K > 0 szdmokra. Ezért a (6)
formula alapjan tetszéleges € > 0 szdmhoz létezik olyan § = §(g) > 0 szdm és ng = ng(d)

in d
kiiszobindex, amelyekre 5§ > / (1 - sn; x) dF, (z) ezzel a 6 szdémmal minden n >
x

|z|>K
ng index-szel és K > 0 szdmmal. Legyen K = 2. Akkor minden |z| > K-ra 1 — S22 595 >
J 1
%. Ezért az el6z0 becslésbdl kovetkezik, hogy 5 > / (1 _ sin x) dF,(z) > =[(1—
|z|>K ox 2

F,(K))+ Fo.(—K)], azaz € > [(1 — F,,(K)) + F,(—K)] ezzel a K szdmmal, ha n > ny.
A K > 0 szam esetleges megnovelésével elérhetjiik, hogy a fenti egyenlétlenség minden
n > 1 szamra érvényes legyen. Tehdt az F,,, n = 1,2, ..., eloszlasfliiggvények feszesek.

Megfogalmazom és bebizonyitom az FEloszlisok konvergencidjarol szolo Alaptétel egy
szamunkra hasznos egyszertisitett valtozatat.
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Eloszlasok konvergencidjarél sz6lé Alaptétel egyszeriisitett valtozata. Az R*
Euklideszi téren definidlt Fy,(z1,...,x) eloszlasfigguények akkor és csak akkor kon-
vergdlnak egqy Fo(x1,...,x1) eloszldsfiggvényhez n — oo esetén, ha az F,(x1,...,xk)
eloszlasfiggvények o, (t1, ..., tk) karakterisztikus figguényei az Fo(xy,...,xx) eloszlds-
fiigguény wo(t1, ..., tx) karakterisztikus fiigguvényéhez konvergdlnak minden (tq, ..., tx) €
RF pontban.

A fenti tétel lehetévé teszi eloszlasfiggvények konvegenciajanak a bizonyitdsat
akkor, ha megvan a jelolt a hatareloszlasra. Az alaptétel a jelolt megtalalalasaban,
illetve annak a kérdésnek az eldontésében is segit, hogy érdemes-e ilyen jeloltet keresni.

A most megfogalmazott tétel bizonyitdsa érdekében el6szor bebizonyitok egy lem-
mat a karakterisztikus fiiggvény folytonossagardl.

Lemma a karakterisztikus fiiggvények folytonossdgardl. Egy F(x1,...,xx) el-
oszlasfiigguény o(t1, ..., tk) karakterisztikus fligguénye folytonos, sét egyenletesen foly-
tonos fiigguény az R* téren.

A lemma bizonyitdsa. Tekintsiink egy tetszOleges (t1,...,tr) és egy kis abszolut értéki
(h1,...,hy) vektort az RF téren, és irjuk fel a kovetkezd egyenlStlenséget.

lo(ts + hay. ooyt + hi) — @(t, ..., tg)|

y
y

Rogzitsiink egy kis € > 0 szdmot, és valasszunk egy olyan nagy K = K(g) > 0 szamot,
amelyre az F' eloszlasfiiggvény altal meghatarozott up Stieltjes mértékre

ei((t1+h1):ﬂ1+~-+(tk+hk)$k) _ ei(t1$1+~-+tk$k) F( dzi,. .., dil?k)

(8)

ehat+heer) _ 1\ P(dey, ..., duy).

pr({(x1,...,z): |zj] > K valamely 1 < j < k indexre}) <

1o

Ilyen K szam létezik a wvaldszinidségi mértékek a végtelen kornyezetében valo viselkedé-
sérdl sz6l6 lemma alapjan. Ezutan vélasszunk olyan 6 = §(e, K) szdmot, amelyre

eilhizitthpwe) 1‘ < g, ha |h;| <6 és |zj| < K minden 1 < j < k indexre.

Vegyiik észre, hogy }ei(hlxﬁ“"Lh”’“) — 1| < 2 minden (21,...,%) és (hy,..., hi)
vektorra. A (8) egyenlGtlenséget alkalmazva, és az egyenl6tlenség jobboldalan szerepld
integralt felbontva a K = {(x1,...,zx): |z;| < K,minden 1 < j < k indexre} tar-
tomanyon és a tartomany komplementerén vett integrélok osszegére azt kapjuk az el6bb
valasztott K és ¢ szamokkal, hogy

lo(t1 4+ ha,y .oyt + hi) —o(t, - .-, te)]

<)

6i(h1$1+"'+hk$k) -1 F( d.Tl, cey dl’k;) + % < g,
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ha |h;| < ¢ minden 1 < j < k indexre. Innen kévetkezik a lemma allitédsa.

Az eloszlasok konvergencidjardl szolo Alaptétel egyszeriisitett valtozatdnak bizonyitdsa.
Az eloszlasok konvergencidajanak jellemzésérdl szolo tételbdl kozvetlentl latszik, hogy
eloszlasfiiggvények konvergenciajabdl kovetkezik a karakterisztikus fliggvények konver-
gencidja. Az ellenkezd franyu allitds bizonyitasanak érdekében lassuk be el6szor azt,
hogy eloszlasok karakterisztikus fliggvényeinek konvergencidjabdl egy egy eloszlasfiigg-
vény karakterisztikus fiiggvényéhez kovetkezik, hogy a tekintett eloszlasfiiggvények fe-
szesek.

Valéban, mivel a hatarfiiggvény, lévén karakterisztikus fiiggvény, folytonos az origé-
ban ebben az esetben, ezért a az eloszldsok feszességének biztositasdrol a karakterisztikus
fligguény tulajdonsdgai alapjan tétel kovetkezményébdl kovetkezik a tekintett eloszlasok
feszessége.

Ezt a tényt felhasznalva hasonléan bizonyitjuk be azt, hogy az eloszlasfliiggvények
konvergencidja kovetkezik a karakterisztikus fiiggvények konvergencidjabol, mint az
analog allitast arrdl, hogy egy eloszlast meghataroz annak karakterisztikus fliggvénye.
Az egyetlen lényeges kiillonbség a két bizonyitas kozott az, hogy jelen esetben az eloszla-
sok feszessége veszi at a wvalosziniségi mértékek viselkedésérol a végtelen kornyezetében
lemma szerepét.

Azt akarjuk bebizonyitani, hogy tetszOleges folytonos és korlatos f(z1,...,xx)
fiiggvényre az R* térben

nh—{go f(xlvvxk)Fn(dxh7dxk):/f(x177xk)F0(dxl77dxk) (9)
Viszont az eloszlasok feszessége és az f folytonos fiiggvény korldtossdga miatt minden
£ > 0 szdmhoz létezik olyan K > 0 szam és fx folytonos fiiggvény az RF téren, amelyre
az fi fuggvény tartéja a K = K(K) = [-K, K| x --- x [- K, K] téglatestben van, és

‘/f(xl,...,a:k)Fn(dxl,...,dwk)—/fK(xl,...,xk)Fn(dwl,...,d:l:k) <e (10)

minden n = 1,2,... indexre. Egy ilyen konstrukciét tgy kaphatunk, hogy vesziink

(kihaszndlva az F,, eloszldsok feszességét) egy olyan K(%) téglatestet, amelyre tel-
jesill a pp, (R*¥\K(%)) < 35, egyenldtlenség minden n = 0,1,2,... indexre, ahol
M = sup |f(x1,...,2)|, és vessziik azt a fiiggvényt, amely megegyezik az f(-)

T1yesTh)
fiiggvénnyel a K(%) téglatesten, azon kiviil pedig eltinik. Ezutan ezt a fiiggvényt
‘kisimitjuk’ a téglatesten kiviil, azért hogy folytonos legyen. (Ilyen ‘simitasra’ egyszerti,
standard médszerek vannak az analizisben. Legegyszeriibben tgy kapunk ilyen fx(-)
figgvényt, hogy az f(z1,...,x) fliggvényt megszorozzuk egy olyan h(xq,...,zy) foly-
tonos fiiggvénnyel, amelyre 0 < h(xy,...,z3) < 1 minden (z1,...,2x) € R* pontban,
h(z1,...,2) =1, ha (21,...,2,) € K(&), és

K
h(zy,...,x) =0, hap((ml,...,xk),K (5>) > 1.
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Ilyen h(-) fliggvényt nem nehéz konstruélni.)

Ezutén vehetjiik az fx fiiggvény minden koordinatdjaban 2K periédusi fx pe-
riédikus kiterjesztését hasonléan ahhoz, ahogy annak bizonyitasaban tettiik, hogy a
karakterisztikus fiiggvény meghatérozza az eloszlast. Ezutan a fx folytonos periédikus
figgvényt kozelithetjiik olyan 2K periédusi P(zq,...,x) trigonometrikus polinom-
mal Weierstrass masodik approximéciés tétele alapjan, amelyre sup |fx (z1,...,2) —
P(zy1,...,21)| < e. Ekkor a (10) egyenlétlenség érvényben marad 2¢ felsé becsléssel az
e felsé becslés helyett, ha az fx fiiggvényt a fx fiiggvénnyel helyettesitjitk. Tovabb4,
érvényes az

'/f(a:l,...,xk)Fn(darl,...,da:k)—/P(wl,...,xk)Fn(dxl,...,dxk) < 3¢

egyenl6tlenség az igy konstrualt P(-) trigonometrikus polinommal minden n = 1,2, ...
indexre. Mivel ez az egyenl6tlenség minden £ > 0-ra igaz (alkalmas trigonometrikus
P(+) polinommal), és a karakterisztikus fiiggvények konvergencigjabdl kovetkezik a

lim [ P(zq,...,2)F,(dxy,..., dog) = /P(ml,...,xk)Fo(dxl,..., dxy,)

n—oo

relacié minden trigonometrikus polinomra, innen ¢ — 0 hatardtmenettel megkapjuk a
(9) relécidt, és igy a tétel allitasat.

A fenti eredmények alapjan eloszlasfiiggvények aszimptotikus viselkedésérél szdlo
hatareloszlastételek bizonyitasat visszavezethetjiik az eloszlasfiiggvények karakterisz-
tikus fliggvényeinek vizsgalatara. Ahhoz azonban, hogy jé, tartalmas eredményeket
kapjunk sziikségilink van arra, hogy az eloszlasfiiggvények tulajdonsdgairol szolé feltéte-
lekrél megértsiik, hogy azok mit jelentenek a karakterisztikus fiiggvényekre, azaz az el-
oszlasfiiggvények Fourier transzformaltjaira. Meglehetosen jo ‘szétarat’ lehet késziteni,
amely leirja, hogy egy fiiggvény bizonyos tulajdonsagai hogyan tiikrézédnek a fiiggvény
Fourier transzformaltjainak a tulajdonsigaiban, és vice versa. Ezen el6adasban nem
foglalkozom e ‘szétar’ kidolgozasaval. Megelégszem a hatareloszlastételek vizsgdlataban
legfontosabb ilyen irdnyt eredmény bizonyitasaval. Ez arrdl szél, hogy egy valdszintiségi
valtozé6 momentumait hogyan lehet kifejezni a valdszintiségi valtozé karakterisztikus
fliggvényének a segitségével.

Tétel valosziniiségi valtozok momentumainak kifejezésérol karakterisztikus
fiiggvényiik segitségével. Legyen & olyan valdsziniségi vdltozé, amelyre E|¢|F < oo
valamilyen k pozitiv egész szamra. Jeldlje F(z) a & valdsziniségi valtozo eloszlds, és o(t)
annak karakterisztikus fiiggvényét. Ekkor a ¢(t) karakterisztikus fiigguény derivdltjai
1 o0 . . .
megadhatdak a %gp(t) = / il ™ F(du) képlettel minden 0 < j < k és —oo <
—00
@ o(t)
dti

t < oo szdmra. Specidlisan,

= / P! F(du) = P EE minden 0 < j < k
t=0 —o0

szdmra.
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A tétel bizonyitdsa. Teljesiiljon az E|£|F = ffooo |z|* F(dx) < oo feltétel valamely pozitiv
egész k szamra. Azt fogjuk beldtni, hogy ha valamilyen 0 < j < k szamra (%-gp(t) =

o0
/ i u? "™ F( du) minden —oo < t < oo szdmra, akkor

— o0

di+1 o . .
ety = [ttt ()

— 00

minden —oo < t < oo szamra. Innen indukciéval kovetkezik a tétel {6 allitasa, mivel az
indukcios feltevés érvényes j = 0 esetén. A momentumokat a karakterisztikus fiiggvény
segitségével megadd formula megkaphato, ha alkalmazuk ezt az eredményt t = 0 valasz-
tassal.

Viszont
4+t . ddTJjSU(t‘f‘h) . jTJjSO(t) . 00 iadet(tHh)u _ ;g i pitu
——¢(t) = lim = lim F(du),
dti+1 h—0 h h—0 J_ oo h
és az integrandus teljesiti az

‘ Z'jujei(t+h)u o Z'jujeitu o ) ‘ eihu —1 Py ] )

lim = I/ T e lim — I Ty T leitu

h—0 h h—0 hu

relaciot. Azt kell megmutatnunk, hogy jogunk van a limeszelésben az integralas és
limeszképzés sorrendjét felcserélni. Ehhez a Lebesgue dominalt konvergenciatétele alap-
jan elég azt megmutatni, hogy létezik olyan K (u) fiiggvény, amelyre

iud @it e _ jigd pitu

h

1
< K(u) minden |h| < 5 szamra,

és [7° K(u)F(du) < co. Vegyiik észre, hogy

ijujei(t+h)uijuj _ 6itu 41 eihu -1
= |ul
h hu
, 1 —cosv sin v .
< Juf ! (sup —— O 4 sup < 3Ju+,
v v

mert ‘%‘ <1, és |1_C%| < 2. Ezért vélaszthatjuk a kivant K (u) fiiggvényt, mint
K(u) = 3|u[’*t, és nyilvan ffooo K(u)F(du) < oo, ha j < k.
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Kiegészités A: Eloszlasfiiggvények tulajdonsagairol.

Az el6adasban felhasznaltuk az eloszlasfiiggvények kévetkezo tulajdonsagat.

Tétel tobbvaltozds eloszlasfiiggvények tulajdonsigairdl. Legyen F(z1,...,xx)
k-vdltozds eloszlasfiigguény, és jelolje pp az F(x1,...,x) eloszldsfigguény dltal meg-
hatdrozott Stieltjes mértéket. Vezessiik be minden 1 < j < k indexre a prp mérték
; vetiletetét az RE tér j-ik koordindtdra, azaz a kovetkezd Wi = Wr; valdszinidségi
mértéket a szamegyenes B Borel o-algebrdjin.

pi(B) = pr({(u1,...,uj,...,u;): uj € B} minden B € B halmazra.

A p; mértéknek csak megszamldlhatéan sok atomja van, azaz legfeljebb megszamldlhato-
an sok olyan x € R' pont van, amelyre p;({x}) > 0. Ha (z1,...,x) € R* olyan pont,
amelyre p;({x;}) = 0 minden 1 < j < k indexre, akkor az F' eloszldsfiggvény folytonos
ebben az (x1,...,x)) pontban.

A tétel bizonyitdsa: Mivel p; valészinliségi mérték, ezért tetszéleges n pozitiv egész
szdmra azon x pontokbdl all6 A, halmaz, mely pontokra u;({z}) > &, véges. (Az A,
halmaz legfeljebb n pontbdl all.) Mivel a ;1; mérték atomjainak halmaza megegyezik az
A,, halmazok uniéjaval, ezért p;-nek legfeljebb megszamldlhaté sok atomja van.

Ha az (z1,...,7) € R* olyan pont, amelyre x; nem atomja a u; mértéknek seme-
lyik 1 < j < k indexre, akkor a p1; mértékek folytonossagi tulajdonsdga alapjan minden
e > 0 szdmra létezik olyan § > 0 szdm, amelyre p;({u: z; — 6 < u < z; +6}) < ¢
mindegyik 1 < j < k indexre. Innen kovetkezik, hogy

k
F(:L'1+(5,...,l'k—|—5)—F<l'1—5,...,(1%—(5)SZM]‘({UJ‘Z ZL’j—(SSUjSCEj—{-(S})SE,
j=1

és az F' eloszlasfliiggvény monotonitasi tulajdonsagai alapjan
|F(x14v1,...,x4vg)—F(x1,...,28)| < F(z146,...,24+0)—F(x1—9,...,2.—9) < ¢,

ha |v;] <6, 1 < j < k. Innen kévetkezik az F' fliggvény folytonossiga az (x1,...,x)
pontban.
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Kiegészités B. Az eloszlasok konvergenciajardl szolé Alaptétel bizonyitasa.

E tétel bizonyitasa el6tt bebizonyitok egy onmagaban is érdekes eredményt eloszldsok
relativ kompaktsaganak és feszességének kapcsolatardl. Ennek érdekében elOszor beve-
zetem a kovetkezd definiciot.

Eloszlasok relativ kompaktsdganak a definiciéja. Legyen adva F,(x1,...,zk),
n = 1,2,..., eloszldsfiiggvények sorozata a k-dimenzids euklideszi térben, és jelolje

ur, az Fy, eloszldsfiigguény dltal meghatdrozott Stieltjes mértéket az R* térben. Azt
mondjuk, hogy az F, eloszldsfiggvények illetve pup, wvalosziniségi mértékek sorozata
relativ kompakt, ha az F, (vagy pr,), sorozat tetszbleges Fy, (illetve ur, ), k =
1,2,..., részsorozatdnak létezik Fnkj (illetve HFny, ), i =1,2,..., eloszlasban konver-

gens részsorozala.

Tétel eloszlasok relativ kompaktsaganak és feszességének kapcsolatardl. Le-
gyen f,, n = 1,2,..., valdsziniségi mértékek feszes sorozata az az R* k-dimenzids
euklideszi téren. Ez a valosziniségi mértékekbol dllo sorozat relativ kompakt.

Megjegyzés. Igaz a tétel megforditasa is, amely szerint valdsziniiségi mértékek soroza-
tanak relativ kompaktsagabdl kovetkezik e sorozat feszessége is. Ennek az allitasnak a
bizonyitasa lényegesen egyszeriibb. De mivel erre az eredményre nem lesz sziikségiink,
ezt nem bizonyitom.

A tétel bizonyitdsa. Azt kell belatnunk, hogy a u,, sorozat tetszoleges részsorozatanak
létezik eloszldsban konvergens részorozata. Az egyszeriibb jelolés érdekében a rész-
sorozat ujraindexelésével jeloljiik ezt a részsorozatot is p,-nel. Azt kell belatnunk,
hogy ennek az 1j (szintén feszes) u, mértéksorozatnak létezik eloszldsban konvergens
részsorozata.

Jelolje Fy,(z) = F,(z1,...,7k) a u, mérték altal meghatarozott F,(xy,...,z) =
pn ({(ur, ... ug): uy < xj, g=1,...,k}) eloszlasfiiggvényt. Legyen
) = (:cgp),...,xg’)» p=1,2,...,

a racionélis koordinataju 2 € RF pontok (megszamlilhaté) halmaza valamilyen in-
dexeléssel felsorolva. Eloszor belatjuk az igynevezett atlés modszer segitségével, hogy

egy alkalmas n;, 7 = 1,2,..., szdmsorozatra a
lim F, (xgp), . ,x,ip)> =F (:cgp), e ,xfﬂp)) (11)
j—00
hatarérték létezik minden p = 1,2,... szamra.
Val6ban, mivel 0 < F,(x) < 1 létezik az egész szdmoknak olyan n; = (n;1)
részsorozata, amelyre létezik a lim F,  (z()) = F(z()) hatdrérték. Ennek létezik

Jj—o0

olyan nj» részsorozata, melyre létezik a lim F, () = F(2®) hatérérték. Ezt

Jj—oo
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az eljarast folytatva kapunk egymdsba skatulyazott n;,, 7 = 1,2,..., sorozatot min-
den p = 1,2,... indexre, amelyekre {n,11,, j = 1,2,...} C {n,,, j = 1,2,...},
p = 1,2,..., és minden p = 1,2,... szdmra létezik a lim Fnj,p(w(p)) = F(2P)

J—o0
hatarérték. Ekkor az n; = n; ; sorozat teljesiti a (11) relaciét.

Vezessuk be az

F(xy,...,2) = sup F<x§nj),...,x§nj)> (12)
{nj: xinj)<:rs, s:l,...,k}

figgvényt. Azt dllitom, hogy F(z1,...,xy) eloszlasfiiggvény, és az F,, (z1,...,7x)
eloszlasfiiggvények eloszlasban konvergalnak ehhez az F(xq,...,xy) eloszlasfliiggvény-
hez, ha az n; szdmsorozat teljesiti a (11) relaciét. Ha ezt az &llitast belatjuk, akkor
befejeztiik a Tétel bizonyitasat.

Annak érdekében, hogy megmutassuk azt, hogy F(z1,...,xy) eloszlasfiiggvény fel-
hasznaljuk az eloszlasfiiggvények kovetkezo ,,belsé” azaz csak az F' fiiggvény tulajdon-
sagaitdl fliggd jellemzését. Az F(zq,...,zy) fliggvény akkor és csak akkor eloszlasfiigg-
vény, ha teljesiti a kovetkezo négy tulajdonsagot.

(i) F(x1,...,x) minden véltozéjanak balrdl folytonos fliggvénye.
(ii) mghinoo F(xy,...,2,) = 1.
minden j=1,...,k szadmra
(iii) lim F(zq,...,2,) =0.

xj——00
valamely 1<j<k szamrra

Végiil definidljuk egy az R* téren definidlt F fiiggvényre és egy K = [ay,b1) X
- X [ag, by) téglatestre a

n(K) = pr(K) = Z ()X T P2y, )
xj= aj vagy b;
j=1,...k
mennyiséget, ahol x(x1,...,x) jeloli az a;-k szamét az x4, ..., z} sorozatban.

Ekkor
(iv) pr(K) > 0 minden K téglatestre.

Mivel a raciondlis koordin&t4ji pontokban definidlt F (z1,...,7k) figgvény minden
koordindtdjanak monoton fiiggvénye, ezért a (12) formuldban definidlt F'(-) fiiggvény
teljesiti az (i) tulajdonsigot. Tovdbba ebbdl a monotonitasbdl az is kdvetkezik, hogy
a (12) formuldban a sup helyett limeszt frhatunk, ahol olyan (a:(lp ) ,x;,p )>, p =

(p)

1,2,..., sorozatot tekintiink a limeszben, amelyre ;< xj minden 1 < j < k és
p = 1,2,... indexre. Tovabba lim :1:§-p) = x; minden j = 1,...,k szdmra. Te-
p— 00

kintsiink olyan K(p) racionélis koordinataji téglatestesteket, amelyekben minden pont
Osszes koordinataja szigorian monoton novekvo modon tart a K téglatest megfelelo
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pontjanak a koordinatdhoz. Ekkor uz(K(p)) > 0, mivel F eloszlasfiiggvények limesze.
Ezért pp(K) = lim pz(K(p)) > 0, azaz az F' fiiggvény teljesiti a (iv) tulajdonségot.
p—oo

Vegyiik észre, hogy a (ii) és (iii) tulajdonsag érvényes akkor, ha az F,, fiiggvényeket a F
fliggvénnyel helyettesitjiik, és a limeszt csak raciondlis koordinataju pontokban tekint-
jik. (A bizonyasnak ebben a pontjdban hasznaljuk ki, hogy a pu, mértékek feszesek.)
Innen és a (12) formuldbdl kovetkezik, hogy az F' fiiggvény a (ii) és (iii) tulajdonsagokat
is teljesiti.

Annak érdekében, hogy megmutassuk azt, hogy az F),, eloszlasfiiggvények elosz-
lasban konvergalnak az F' eloszlasfiiggvényhez tekintsiik az F' fiiggvény valamely = =
(1,...,2z)) folytonossagi pontjit, majd minden rogzitett e > 0 szdmhoz vélasszunk
olyan § = J(e) szdmot, amelyre F(z) —e < F(z —§) < F(z) < F(z +6) < F(z) + ¢,
ahol z + 9 = (x1 £ 9,...,z £ ). Valasszunk ezutan két olyan raciondlis koordinataju
r=(ry,...,7x) € R¥és7 = (1,...,7%) € R¥ pontot, amelyekre z;,—6 < r; < z; < 7; <
x; +0 minden j =1,...,k indexre. Ekkor a F () fiiggvény monotonitési tulajdonsigai
és az F' figgvény definiciéja alapjan

Flz)—e<F(x—06) <F(r)<F(z) < F(F) < F(z+0) < F(z)+¢
Innen, a F fiiggvény definiciéja és az F,, fiiggvények monotonitdsi tulajdonsdgai miatt
F(r) —e < lim F,,(r) < liminf F,; ()
j—00 j—00

<limsup Fy,, (z) < lim F, (7) < F(r) +¢,
j—o0 J—00
ezért
—e <liminf F,, (v) — F(z) <limsup F,, () — F(r) <e.

Jj—00 Jj—00

Mivel ez a reldcié minden € > O-ra igaz, innen kévetkezik, hogy lim F, (z) = F(z). A
j—00

tétel bizonyitasat befejeztiik.

Az eloszlasok konvergenciajardl szolo Alaptétel bizonyitdsa. Lassuk elészor azt be, hogy
ha az F,(z1,...,z) eloszldsfiiggvények ¢, (t1,..., 1) karakterisztikus fliggvényei kon-
vergalnak egy @q(t1,...,t;) figgvényhez a tételben megfogalmazott folytonossdgi tu-
lajdonsdggal, akkor ¢o(t1,...,tx) egy Fo(x1,...,xx) eloszlasfiiggvény karakterisztikus
fiiggvénye, és az F,(-) eloszldsfliggvények az Fy(-) eloszlasfiiggvényhez konvergalnak.

Ebben az esetben a Tétel eloszldsok feszességének biztositdasdrol a karakterisztikus
figguény tulajdonsdgar alapjan eredményébdl, illetve annak kovetkezményébdl kapjuk,
hogy az F,(-) eloszlasfiiggvények feszesek. fgy az eloszldsok relativ kompaktsaganak
és feszességének kapcsolatdrol szolo tétel alapjan ezek az eloszlasok relativ kompak-
tak. Tovabbd ezen eloszlassorozat minden konvergens részsorozata ugyanahhoz az Fy(-)
eloszlasfiiggvényhez konvergal, és ennek az Fy(-) eloszlasfliggvénynek a ¢g(+) fiiggvény a
karakterisztikus fliggvénye. Ugyanis az F), (-) eloszlasfiiggvénysorozatnak egy konvergens
részsorozatanak a karakterisztikus fiiggvényei konvergdlnak a hatareloszlas karakterisz-
tikus fiiggvényéhez, és ez a @o(-) fiiggvény. Viszont a ¢o(-) karakterisztikus fiiggvény
egyértelmiien meghatarozza az Fy(-) eloszlasfiiggvényt.
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A mar bizonyitott allitasokbdl kovetkezik, hogy az F,,(-) eloszlasfiiggvények kon-
vergalnak az Fy(-) eloszlasfiiggvényhez. Ugyanis, ha ez nem lenne igaz, akkor 1étezne az
Fy(+) eloszlasfiiggvénynek olyan (z1,...,xy) folytonossagi pontja, egy olyan € > 0 szdm
és pozitiv egész szamok olyan novekvo np, k = 1,2,..., sorozata amelyekre teljestl
az |Fp, (x1,...,2r) — Fo(z1,...,x5)| > € egyenl6tlenség minden k = 1,2,... indexre.
Ez viszont ellentmond annak, hogy az F,, (-) eloszlasfiggvénysorozatnak van az Fo(-)
eloszlasfiiggvényhez konvergal6 részsorozata.

A tétel méasik felének belatdsa érdekében vegyiik észre, hogy ha F,(z1,...,x)
eloszlasfiiggvények sorozata egy Fo(xy,...,xy) eloszlasfiiggvényhez konvergél eloszlas-
ban, akkor az eloszlisok konvergencidjinak jellemzésérol szélo tételbdl kovetkezik, hogy
ezen eloszlasfiiggvények o, (t1,...,t;) karakterisztikus fiiggvényei konvergilnak az Fj
eloszlds ¢o(ty,...,tx) karakterisztikus fiiggvényéhez minden (t1,...,¢;) pontban. Az
alaptétel bizonyitasanak befejezéséhez azt kell még megmutatni, hogy ez a konvergencia
minden kompakt halmazon egyenletes.

Ezen allitas bizonyitasanak az érdekében vegyltik észre, hogy mivel az F), eloszlas-
fiiggvények eloszlasban konvergalnak, ezért feszesek. Tehat tetszoleges € > 0-hoz 1étezik

olyan K = K(¢) szdm, amelyre egy F,, eloszlasu &, = ( ,(11), cel »,(Lk)), n=0,1,2,...,
véletlen vektor teljesiti a P(|§,| > K) < § egyenl6tlenséget minden n = 0,1,2,...

szdmra. (A bizonyitds tovabbi részében &(w), t € R¥, x € RF, a k-dimenzids tér pontjait
jeloli, és (t,x), t € RF, x € RF, jeloli a t és x vektor skaldrszorzatdt.) Vélasszunk egy
olyan kis § = §(K,¢) szamot, amelyre ‘ei(t’x) — 1‘ < g hate RE x € R* |t| < K,
és |z| < §. Vélasszunk ezutan egy olyan véges T = {t(l), e ,t(s)} c K, s = s(K, ),
ponthalmazt a K C R* kompakt halmazban, amelyre igaz, hogy tetszbleges t € K
ponthoz létezik olyan tU) € T pont, amelyre p(t, t( )) < 6. Ekkor

Pult) = pa(t0)] = | Belte) — it 6

<FkE

) (] < ) + Pllga] > K) <
minden n = 0,1,2,... szamra egy Fj, eloszlasu &, vektorral. Tovabba valaszthatunk
olyan ng = ny(e) kiiszobindexet, amelyre teljesiil a sup sup [p,(t0)) — ¢o(t9))] < £
n>ng t(J) €T
egyenl6tlenség. Az utolso két egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy sup |, (t) —¢o(t)| < €,
teK

ha n > ng, tehdt a ¢, (t) — ¢o(t) konvergencia egyenletes a K halmazon.
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