1.

FELADATOK

Legyen & és n két fliggetlen valdszintliségi valtozo, amelyek koziil & \ paraméterii és
1 p paraméterii exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozo, azaz a € valdszintiségi
valtozé f(-) stirtiségfiiggvénye f(x) = Ae ™™, ha = > 0, f(z) = 0, ha xz < 0, az
n valészintiségi valtozd g(-) stirliségfiiggvénye g(x) = pe #* ha =z > 0, g(z) =
0, ha =z < 0, tovdbbda A > 0, u > 0 és A # pu. Szamitsuk ki a £ + n Osszeg
stirtiségfiiggvényét.

Legyen a (§,n) kétdimenziés véletlen vektor eloszldsa egyenletes a (0,0), (0,1),
(2,0) cstucspontok altal meghatdrozott derékszogili haromszogben, azaz legyen sii-
riiségfiiggvénye az f(z,y) =1lazx >0,y > 0, 2y +z < 2 egyenlStlenséget teljesitd
(z,y) pontokban, és f(z,y) = 0 egyébként. Szamoljuk ki a £ és n valdsziniiségi
véltozok Cov (&, n) kovariancigjat.

Adott két urna, mindkettében 20 piros és 30 fehér golyé. Kihuzunk egymas utan
tiz alkalommal egy-egy golyét mind a két urnabdl. Az elsé urnabdl visszatevéssel,
a masodik urnabdl visszatevés nélkil huzzuk ki a golyét. Szamoljuk ki azon
huzasparok szamanak a varhatd értékét és szorasnégyzetét, amelyek sordn a két
kihuzott goly6 szine megegyezik.

Van egy hatvan kiilonbozé kartyat tartalmazo kartyacsomagunk. Kihidzunk 30
lapot gy, hogy a harmadik, hatodik, ... harmincadik utdn (tehét a harommal oszt-
haté hizdsszamok esetén) a kihtizott lapot nem tessziik vissza a kartyacsomagba,
és az Osszes tObbi hizas utan a kihuzott lapot visszatessziik a kartyacsomagba.
Mi a kihuzott kiilonboz6 kartyalapok szaménak a varhato értéke? (Egy viszonylag
egyszerl képletet kell erre adni, a varhato érték numerikus értékének kiszamitasat
nem kivédnom.)

Ledobunk 6000 pontot egymastdl fiiggetleniil a [0, 3] intervallumra egyenletes el-
oszlassal, azaz a ledobott pontok helyének siirtiségfiiggvénye legyen f(x) = %, ha
0 <z <3, és f(x) =0 egyébként. Egy jegyzSkonyvbe felirjuk a ledobott pontok
némileg médositott értékét a kovetkezé6 médon. Ha a ledobott pont értéke a [0, 1]
intervallumba esik, akkor a pont értéket irjuk a jegyz6konyvbe, ha a pont az [1, 2]
intervallumba esik akkor az 1 szamot, ha pont a [2, 3] intervallumba esik, akkor a
2 szamot irjuk a jegyzékonyvbe. Adjunk egy normalis eloszlasfiiggvény tablazat
segitségével jo kozelitd értéket annak valdszintiiségére, hogy a jegyzokonyvbe irt
6000 szam 0Osszege 6940 és 7080 kozé esik.

Mikor mondjuk, hogy egy (&1,...,&,) n-dimenzids véletlen vektor normalis elosz-
lasa?

MEGOLDASOK.

Tudjuk, hogy a tekintett két fliggetlen valdszinliségi valtozd Gsszegének a siliriiség-
fliggvényét az f*g(z) = [ fooo f(w)g(x —y) du konvolucié segitségével szamithatjuk
ki. Mivel f(z) =0, g(z) = 0, ha x < 0, ezért ebben az esetben a konvoluciéban
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szerepld integrandus f(u)g(z —u) =0, ha v < 0 vagy © —u < 0, azaz u > x. Innen
f*g(x)= / e M pe HEY) gy = )\,ue“m/ e~ A=mu gy, ha x>0,
0 0

és fxg(xr) =0, ha x < 0. Ezért

fxg(x) ha x > 0 és \ # p.

—ux T —-Axr _ ,—ux
= A 0 W= A

Megjegyzés: Vizsgaljuk meg, mit kapunk az fy g, (z) stirliségfiiggvény értékeként,
ha a A szamot fixaljuk, és p — \. Most az f és g slirtiségfliiggvények helyett f) és
g figgvényeket frunk, hogy jelezziik ezek fiiggését a A és p paraméterektol.

Mivel rogzitett > 0 szdmra

6—)\37 P 6—)\m P d v

lim ——— =—2lim ———— = -2 —e~ =xe "7,
p—X = A p—XA AT — uT du

ezért lirri\ fr*xgu(x) = A2ze*®, ha x > 0. Mésrészt lirri fr*xgu(z) =0, ha z <O0.
H— n—
Ez, 6sszehasonlitva az f * g)(z) konvoluciéra kapott eredménnyel azt jelenti, hogy

ling\ Ix*xgu(x) = fr * gx(r) minden = szadmra.
n—

2.) Cov (§,m) = Eén— ESEn, Eén = [xyf(x,y)dvdy, B = [xf(x,y)dxdy és En =
Jyf(z,y)dxdy.

E§n=/_Z/:xyf(x,y)dxdyz/jx(/Olf(%y)ydy) dx
:/jm(/ol_%ydy) dx:/;x[y;]:_% dx:/OQx(l_T%)zdx

/2 3 x2+x d 1 8+1 1
e RN — rT = - — — — _
0 8 2 2 2 6 6’



Innen Cov (&,n) = % _ % . % — _1_18_

Vezessiik be a kovetkezo X;, 1 < i < 10, valészintiségi valtozokat. X; = 1, ha az -
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ik hizdsban két piros vagy két fehér golyét hiiztunk. Ekkor az S = > X; véletlen
k=1

Osszeg varhatd értékét és szérasnégyzetét kell kiszamolnunk. FEnnek érdekében

szamoljuk ki el6szor az EX;, Var§;, és Cov (X;, X;), i # j, mennyiségeket. Tudjuk,

hOgy EXZ = EXl, VarX,- = Vaer, COV(Xi,Xj) = COV(X17X2) minden 1 S

1,7 < 10, 7 # j indexekre.

EX, = P(X; = 1) = (2)*+ (3)" = 8, EX? = P(X; = 1) = EX,, ahonnan

VarX1 == % - (%)2 = % COV(Xl,XQ) = EXlXQ - EXlEXQ = EX1X2 —

(EX1)%. Szamoljuk ki az FX; X, mennyiséget. EX; Xy = P(X; = 1,X5 = 1).

Ez utébbi valdszinliség azon események valdszinliségeinek az Osszege, hogy vagy

(PP, PP) vagy (FF,FF) vagy (PP, FF) vagy (FF,PP) huzéssorozat torténik

az els6 két huzasban. Az els6 huzassorozat valdsziniisége (%)2 . %%, a masodiké
(%)2 . %Z—g, a harmadik és negyedik huzassorozat valdszintlisége (%)2 . %% Innen
EX. X, — 8:19427:2042:360 _ 1655 o 4t
142 = 125.49 = T25.49- TZCT
1655 169 8275 — 8281 6
C X 7)( = — — — .
ov (X1 Xe) = 5519 T 65 49 ()2 19 (25)2
I?)I(l]?gn ES = 10EX, = %, Var S = 10Var X; 4+ 90Cov (X1, X5) = % — 491.01825 =
1225°

Definidljuk a kovetkez6 Y; valdszinliségi valtozokat. EY; = 1, ha a j-ik kartyét
kihdzzuk, Y; = 0 egyébként, 1 < j7 < 60. Ekkor a keresett varhaté érték az
60

> EY; Osszeg, és EY; = P(Y; = 1) = 1— P(Y; = 0), ahol P(Y; = 0) annak a
j=1

valészintisége, hogy a j-ik kartyat a 60 huzas soran soha nem huzzuk ki. Annak
a valészintisége, hogy az elsé hizdsban nem hizzuk ki ezt a kartyat 22, annak

60"
’” 7/ /7 7’ ’ ’ . 2 ’” ’
hogy az els6é két huzas soran nem huzzuk ki (%) , annak hogy az els6 harom
59

. ‘ p . 3 ST P . .
htzas soran nem huzzuk ki (@) . Annak a valészinlisége, hogy az els6 négy hizas

5913 58

soran nem htuzzuk ki a j-ik kartyat (@) 25, mert a harmadik htzds utdn mar

csak 59 lap marad. Hasonldéan, annak a valészinlisége, hogy az els6é hat hizés

58

59)3, és igy tovabb érvelve a hatvanadik

soran nem huzzuk ki ezt a lapot (%)3 (

19 N3
hizésig azt kapjuk, hogy P(Y; =0) = [] <M> . Ezért a keresett varhato érték

60—1
1=0
glu — P(Y; = 0)) = 60 [1 - ﬁo (gg__)3] .

Jelolje &; a j-ik ledobott pont értékét, 1 < j < 6000, és legyen n,; = f(&;), ahol az

f(x), 0 <z <3, fliggvényt az f(z) =z, ha0 <z <1, f(z)=1,hal <z <2 és

f(z) =2, ha 2 < x < 3 képletekkel definidljuk. Ekkor n; a j-ik jegyz6konyvbe irt
6000

szam értéke, és minket a P (6940 < > 1 <7080 | valdszintiség értéke érdekel.
j=1
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Ennek kiszdmitdsa érdekében szamitjuk ki el6szor az En; és Varn; mennyiségeket
Enj_fog;)f d:v—foléxd:v—l—%(l—FQ):%+1:%,Enj f03f2 )dx =
Jy da?de+1(1242%) = 145 = 18 65 Vary, = En;—(En;)* =% —% =3 = 13-
Innen az S = 6§0 n; valészintiségi valtozéra ES = 7000, és Var S = 2500 = 502,
Ezért a Centraﬁlis_ llrlatéreloszléstétel szerint

6000
6940 — 7000 S —ES _ 7080 — 7000
P | 6940 < <7080 | =P < <
= ; = ( 50  JVarS — 50 >
- F
o <—1.2 <S5BS 1.6) ~ ®(1.6) — D(—1.2)
Var S
= ®(1.6) + ¢(1.2) — 1 ~ (0.9452 + 0.8849 — 1) ~ 0.83.
Akkor mondjuk, hogy a (&1, ...,&,) véletlen vektor normalis eloszlasi, ha létezik
olyan A n X n méretli matrix és b = (by,...,b) vektor (ezek nem fiiggnek a
véletlentdl), hogy véve n darab fiiggetlen standard normaélis eloszlasia ny,..., 1,
valésziniiségi valtozot, és definidlva az n = (n1,...,n,) véletlen vektort, az nA + b
véletlen vektor eloszlasa megegyezik a (&1, ...,&,) véletlen vektor eloszlasaval.



