A Valészinuiségszamitas II. el6adassorozat els6 témaja.

A valészinliségszamitas megalapozasa.

Ezen eldadéssorozat els6 téméja a valdoszinliségszamitas megalapozasa. Roviden megfo-
galmazva azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy a véletlen jelenségek vizsgalata lehetséges-
e mindig a valészintiségszamitas Kolmogorov altal definialt modelljében. Azaz, ha va-
lamilyen véletlentdl fiiggo jelenséget akarunk vizsgdlni, tudunk-e egy ezt leiré modellt
definidlni a valdszinliségszamitas Kolmogorov-féle elméletében. A kérdés pontosabb
megfogalmazdasa érdekében felidézem a valdsziniiségszamitasnak a bevezeto valdszini-
ségszamitas el6adassorozatban ismertetett Kolmogorov-féle modelljét, illetve az ehhez
kapcsolédé legfontosabb fogalmakat.

A valészintiségszamitas (Kolmogorov-féle) modelljének az alapvetd fogalma a valé-
szinliségi mez6. Ezt a kovetkezé mdédon definidltuk.

Valészintiségi mez6 definicidja. Egy (2, A, P) hdarmas valdsziniségi mezd, ha Q egy
halmaz, amelyet a biztos eseménynek neveziink, A egqy az 2 bizonyos részhalmazaibdl
allo o-algebra, P az A o-algebrdan értelmezett egyre normdlt nem negativ o-additiv hal-
mazfigguény. Az ilyen halmazfiiggguényeket (egyre normdlt vagy valdsziniiségi) mérték-
nek is szoktak hivni az A o-algebrdn.

Felidézek néhény az elobbi definicioban hasznalt fogalmat is.

Algebra és o-algebra definicidja. Legyen adva egy 2 halmaz, és az ) halmaz bi-
zonyos A C S részhalmazainak A rendszere. Azt mondjuk, hogy A algebra, ha tetszéleges
A € A halmazra ennek komplementere, az Q\ A halmaz is eleme a A halmazrendszernek,
azaz Q\ A € A, és az () ires halmaz is eleme az A algebrdnak, azaz §) € A, tovdbbd, ha
Ae A és B e A elemei az A halmazrendszernek, akkor e halmazok metszete és unidja
is teljesiti az AN B € A valamint AU B € A feltételeket.

Az A algebra akkor o-algebra, ha ezen kivil teljesiti a kovetkezd feltételeket is:

Ha Ay, A, ..., megszdmlcilhato’ sok halmaz, melyek az A algebra elemei, azaz A, €
A minden n = 1, 2 . szdmra, akkor ezek metszete és unidja is benne van az A o-
algebraban, azaz ﬂ A, €A, és U A, € A

n= n=

Additiv és o-additiv halmazfiiggvény definicidja. Legyen adva egy 2 halmaz
részhalmazaibol dllé A algebra vagy o-algebra. Azt mondjuk, hogy egy u(A), A € A,
halmazfiggvény additiv, ha barmely diszjunkt A € A és B € A halmazra u(AU B) =
w(A) + p(B). Tekintsik elészor azt az esetet, amikor A o-algebra. Azt mondjuk,
hogy ez a p halmazfigguény nemcsak additiv, hanem o-additiv is, ha minden diszjunkt

A, € A, n=1,2,..., halmazokbol dallo sorozatra ( U A4 ) Z w(Ay). Ez ao-

additiv halmazfiiggvény nem-negativ, ha minden A € A halmazm u(A) > 0, és egyre
normalt, ha 1(2) = 1. Nem negativ halmazfiigguényt mértéknek, egyre normdlt mértéket
valosziniségi mértéknek hivunk.



Hasonloan definidlhatjuk a o-additiv halmazfiigguény fogalmadt akkor, ha A algebra,
de nem feltétleniil o-algebra. Azt mondjuk, hogy u(A), A € A, o-additiv halmazfiggvény

az A algebrdn, ha minden diszjunkt A, € A, n = 1,2,..., |J A, € A, halmazokbol

dallé sorozatra p U A ) Z w(Ay). (A kilénbség a o-algebrdn és algebrdn definidlt
o-additiv halmazfuggveny kozott az, hogy az utobbi esetben a kivdnt egyenlotlenségek

teljestiléséhez fel kell tenni a U A, € A feltételt is.)

n=1

Mar a bevezetd valészinliségszamitas eléadasban lattuk, hogyan alkalmazzuk ezt a
modellt valésziniliségszamitési feladatok megolddséra. Az w € Q elemeket (pontokat)
neveztiik elemi eseménynek, az 0sszes elemi esemény unidjat, (2-t a biztos eseménynek,
és kijeloltiik az € biztos esemény bizonyos részhalmazait, melyek egy A o-algebrat
alkotnak. Az A € A halmazoknak (eseményeknek) definidltuk a valészintiségét, de az A
o-algebraba nem tartalmazo6 halmazoknak nem beszéltiink a valdszintiségérol. Véges sok
diszjunkt halmaz uniéjanak a valészinlisége megegyezik az egyes halmazok (események)
valoszinliségének az Osszegével, azaz a valdsziniiség additiv, s6t ennek az allitdasnak
igaz egy erOsebb forméja. Megszamlalhatdéan végtelen sok diszjunkt esemény uniéjanak
a valészinlisége is megegyezik az egyes események valdsziniiségének az Osszegével, a
valoszinliség o-additiv. Mar a bevezeto valdszintliségszamitas el6adassorozat bizonyos
szamoldsaiban kihasznaltuk, hogy a valdszinliség nemcsak additiv, hanem o-additiv is.
Ez biztositja azt, hogy végtelen sok diszjunkt esemény valdszintliségeinek az Gsszegével
ugy szamolhatunk, mint ahogy azt az analizisben megszoktuk.

Amikor olyan valdszintiségi mezét akarunk konstrudlni, amelyben a minket érdeklo
véletlen jelenségeket tanulmanyozni tudjuk a f6 matematikai nehézséget annak bizonyi-
tasa okozza, hogy a valészin(iségi mezén definidlt P(A), A € A, halmazfiiggvény mérték,
tehdt nemcsak additiv, hanem o-additiv is. Az A o-algebra bevezetése az (2, A, P)
valészintiségi mezdk definiciéjaban azért volt hasznos, mert a P valészintiségi mérték o-
additivitasa a minket érdeklo esetekben bizonyithaté egy elég gazdag o-algebran, de ez a
o-additivitas sokszor nem maradna érvényben, ha a P mértéket az ) (biztos) esemény
Osszes részhalmazara is megprobdalnank kiterjeszteni. Ugyanakkor az a megszoritéas,
hogy bizonyos halmazoknak nem definidltuk a valészintiségét nem okoz valédi problémat.
Gyakorlati alkalmazasokban mindig a kovetkezo jellegii problémaval talalkoznunk.

Bizonyos szép halmazoknak tudjuk a valdszintiségét, és csak olyan halmazok va-
16szintiségére vagyunk kivancsiak, amelyeket explicit “rekurziv’ médon (igy is mond-
hatjuk, hogy egy j6l megirt program segitségével) tudunk definidlni ezen szép halmazok
segitségével. Az igy definidlhaté halmazok viszont benne vannak a “szép halmazok” altal
generalt (azaz az Oket tartalmazo legsziikebb) o-algebraban. Ezért elég a valdsziniiségi
mértéket ezen a o-algebran megadni. A valdszinliségi mérték konstrukciéjaban nagy
segitséget nyujt az alabb megfogalmazott Carathéodory-féle kiterjesztési tétel. Ezt az
eredményt, amelynek targyaldsa a mértékelmélet tantdrgy anyaga, bizonyitas nélkiil
ismertetem.

Carathéodory-féle kiterjesztési tétel. Legyen adva egy (2, A, u) hdrmas, ahol A



algebra (ennek definicidjdt felidéztem az elébbiekben). Tegyiik fel tovabbd, hogy p o-

additiv az A algebrdn, azaz amennyiben Cj, j = 1,2,..., diszjunkt halmazok C; € A, és
ezenkivil C = |J C; € A, akkor u(C) = Y u(Cj). Legyen tovabba p(S) < oo. Ekkor
j=1 j=1

létezik egy A-t tartalmazo legsziikebb o(A) o-algebra, (ezt nevezzik az A algebra dltal
generdlt o-algebrdanak), és a p mérték egyértelmtien kiterjesztheté a o(A) o-algebrdn
definidlt mértékke.

A Carathéodory-féle kiterjesztési tétel redukalja a minket érdekld problémat egy
egyszerlibb, konnyebben vizsgalhato kérdésre. Nevezetesen, ha egy valdszintliségi mér-
téket akarunk definidlni egy egy o-algebran, akkor elég azt egy olyan algebran megadni,
amelyre igaz, hogy az altalunk tekintett o-algebra a legsziikebb ezen algebrat tartal-
maz6 o-algebra. Ezutan ez a mérték kiterjesztheto az algebra altal generalt o-algebrara
is. Fontos a Carathéodory-féle tétel azon allitasa is, hogy a mérték kiterjesztése az al-
gebrardl az algebra altal generalt o-algebrara egyértelmi. Ez biztositja, hogy a minket
érdeklo események valdsziniiségét egyértelmiien tudjuk definialni.

A Carathéodory-féle kiterjesztési tétel segit valdszintiségi mértékek konstrukcio-
jaban, de onmagdban nem elegend6 a minket érdeklé problémék megoldasahoz. Ah-
hoz ugyanis, hogy ezt az eredményt alkalmazni tudjuk, tudnunk kell, hogy a p hal-
mazfliggvény a kiindulé A algebran o-additiv. Ennek bizonyitdsa sok esetben nem-
trividlis érvelést igényel.

Példa: Tekintsiik az egységnégyzetban levo véges sok téglalap unidjaként eléallithato
halmazok rendszerét. Nem nehéz belatni, hogy az ilyen alaki halmazok algebrat alkot-
nak. Tovabba, ha ezen halmazok mértékét gy definialjuk, mint azok teriiletét, akkor
additiv halmazfiiggvényt kapunk ezen az algebran. Ha ezt a halmazfiiggvényt ki sze-
retnénk terjeszteni az ezen halmazok altal generdlt o-algebrin definidlt (o-additiv)
mértékké a Carathéodory-féle kiterjesztési tétel segitségével, akkor el6szor meg kell mu-
tatnunk, hogy a teriilet nemcsak additiv, hanem o-additiv halmazfiiggvény. Ez egy igaz,
de nem magatol értetodo allitas.

Megjegyzés. A Carathéodory tétel eredeti alakja &altaldnosabb, tgynevezett (halmaz)
gytiriikre (vagy kissé még altalanosabban félgytiriikre) vonatkozik. Egy A halmazrend-
szer akkor gylir(i, ha egyrészt zart (véges) metszet és unidképzésre, ) € A, és ha A € A,
B € A, akkor A\ B € A. Viszont nem koveteljiik meg, hogy egy A € A halmaz
komplementere is benne legyen a A gytiriben. Szamunkra elegendé csak az algebrakra
korlatoznunk a figyelmiinket. Lényeges, hogy amennyiben A algebra, akkor abbdl, hogy
A, € A, n=1,2,..., halmazok egy sorozatdra, nem feltétleniil kovetkezik, hogy ezek
o]

U A, unidja is eleme A-nak. Ezt figyelembe kellett venni az A algebran definidlt

n=1
o-additiv mértékek definiciéjaban.

Nem kotelezé feladat:

Tekintsiik az r-dimenzidés euklidészi térnek azon halmazait, melyek eléallnak, mint
véges sok olyan téglatest unidja, melyek a koordinatatengelyekkel parhuzamos balrol
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zart jobbrdl nyilt intervallumok direkt szorzatai. (Ezek az intervallumok lehetnek
félegyenesek vagy egyenesek is.) Mutassuk meg, hogy az ilyen halmazok algebrat alkot-
nak, de nem alkotnak o-algebrat.

A bevezetd valdszinliségszamitas eldadasban a valdszintiségi mezdk definiciéjanak
ismertetése utan konkrét feladatokban sohasem azt tettiik, hogy egy valdsziniiségi mezot
definialtunk, és annak tulajdonsagait vizsgaltuk. Ehelyett azt mondtuk, hogy tekint-
sitk események egy olyan rendszerét, amelyek egyiittes valoszinliségét bizonyos képletek
adjak meg, illetve tekintsiink bizonyos valdszintiségi valtozokat, amelyek eloszlasat bi-
zonyos eloszlasfliiggvények hatarozzak meg. Ezutan azt vizsgaltuk, hogy események ilyen
rendszerérol illetve ilyen valdszintiségi valtozokrdol mit tudunk mondani. Ahhoz viszont,
hogy jogunk legyen bizonyos egylittes valdszinliséggel megadott események rendszerérol,
illetve bizonyos eloszlasu valészintiségi valtozokrdl beszélniink, meg kell mutatnunk,
hogy azok valoban léteznek. Kissé pontosabban fogalmazva azt kell megmutatni, hogy
létezik egy valdsziniiségi mez6 és azon események olyan rendszere, amelyek egyiittes
valoszinliségét az altalunk eloirt képletek adjak meg, illetve olyan valdszintiségi valtozok,
amelyeknek az eloszlasat az altalunk felirt eloszlasfiiggvények adjak meg.

Példa olyan esetre, amikor ilyen jellegii nem trividlis probléma felmeril: Tobb feladat-
ban mondtuk, hogy tekintsiik egy szabdlyos pénzdarab végtelen sok fiiggetlen egymas
utani feldobdsat, és az ilyen dobdassorozat tulajdonsigait vizsgaltuk. Ez azt jelentette,
hogy tekintettiik minden n = 1,2,... szamra az 0sszes olyan eseményt, amely egy n-
hosszisagu fej-iras sorozat, és azt mondtuk, hogy egy ilyen sorozat valdszintlisége legyen
27", Felmeriilhet a kérdés: Honnan tudjuk, hogy létezik olyan valdszintiségi mezo,
ahol ezeket az eseményeket definialni tudjuk az altalunk eldirt valdszintiségekkel? Be
lehet latni, hogy ez lehetséges, de a bizonyitas nem-trivialis mértékelméleti eredmények
alkalmazasat igényli.

A fent jelzett problémak vizsgalata érdekében felidézek néhany kordbban bevezetett
fogalmat.

Valészintiiségi valtozé fogalma: Legyen adva egy (2, A, P) valdszintiségi mezd. Eqy
ezen a téren értelmezett valds értékid (mérhetd) £(w) fiigguényt valdszinidségi valtozonak
neveziink. Azaz& eqyQ — R leképezés. Az a megkétés, hogy a fiigguény legyen mérhetd,
azt jelenti, hogy minden x valds szamra teljesil az {w: (w) < z} € A feltétel.

Azt mondjuk, hogy &(w) = (§1(w),. .., & (w)) n-dimenzios valdszintiségi valtozo
eqy (2, A, P) valosziniiségi mezén, ha §(w) mérhetd leképezése az (2, A, P) térnek az
(R™,B™) térre, azaz minden (x1,...,z,) € R" pontra {w: §(w) < z1,...,&(w) <
zn} € A.

Megjegyzés. Az elébbi definiciéban csak specidlis, {w: & (w) < x1,...,&(w) < x,}
alaku halmazokra koveteltiik meg, hogy azok legyenek az A o-algebraban, és igy be-
szélhesslink a valdszintiségiikrol. De valéjaban ebb6l mar minden ,,értelmes esemény”
mérhetosége is kovetkezik. Ezért beszélhetiink minden ilyen eseménynek a valdszintisé-
gérol. Ezt a tényt fogalmazza meg az aldbbi mértékelméleti eredmény.

Tétel. Legyen & = (&1,-..,&) n-dimenzios valdsziniiségi vdltozo egy (2, A, P) va-
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loszintiségi mezon. Ekkor az n-dimenzios tér tetszéleges B Borel mérhetd halmazara

{w: (& (w),..., & (w)) € B} € A.

Megjegyzés. A teljesség kedvéért felidézem a Borel mérheté halmaz definiciéjat. A
mi szamunkra elegend6 annyit tudni, hogy az n-dimenziés tér minden ,,szép” hal-
maza, melyekkel kiillonb6z6 feladatok megolddsa soran talalkozunk, Borel-mérhets. A
formalis definicié a kovetkezo. Tekintsiik az euklidészi tér részhalmazait, ezen beliil
az A(z1,...,2n) = {(u1,...,un): w1 < 21,...,u, < x,} alakd halmazokat minden
(r1,...,2y,) szdm-n-esre. Létezik az R™ tér részhalmazaibdl 4116 legsziikebb o-algebra,
amely tartalmazza ezeket a halmazokat, és ezt nevezziik az n-dimenziés tér Borel o-
algebrijanak. E Borel o-algebra elemeit, azaz az ebben a o-algebraban 1év6 halmazokat,
nevezzilk Borel mérheté halmazoknak.

Tovabbi megjegyzés. A fentiekben valds, illetve vektorértékii valdsziniiségi valtozok
definicigjat ismertettem. A valdszintiségi valtozé definicidja utdan szereplo tételben
megadtuk a valdszintliségi valtozok kissé kiilonbozo, de ekvivalens definiciéjat. Ezt a
definiciét lehet altaldanositani. Ha adva van egy tetszéleges (Y,)) mértéktér, akkor
definidlhatjuk az Y-térbeli értékeket felvevo valdszintliségi véltozok fogalmat is. Azt
mondjuk, hogy ¢ egy az (2, A, P) valésziniiségi mez6n definiélt, értékeit az (Y, )))-térben
felvevé valdészintliségi valtozd, ha az & Q — Y az (Q, A, P) tér mérhetd leképezése az
(Y,Y) térre, azaz {w: &{(w) € B} € A minden B € ) halmazra. Erre az altaldnos
definiciéra azonban nem lesz sziikségilink.

Valéjaban a valészintiségszamitasban nem kozvetleniil a valdszintliségi valtozokkal
dolgozunk, hanem azok eloszlasaval. Felidézem ennek a definicigjat is.

Valészintiiségi valtozé eloszlasfiiggvényének a definicidja. Legyen adva egy &(w)
(valds értékid) valdsziniségi vdltozo egy (2, A, P) valosziniiségi mezdén. Ennek F(z) el-
oszlasfigguényén az F(x) = P ({w: {(w) < 2}), —00 < x < 00, fligguényt értjik.

Tobbdimenziods eloszlasfiiggvény definicidja. Legyen advan valos értéki &y, ..., &,
valdszindségi vdltozo egy (X2, A, P) valdszintiségi mezdn. Ezek (egyiittes) eloszldsfiiggué-
nye az

F(wh s ,I‘n) = P({W: él(w) < Trye-- 7£k(w) < an}),

n vdltozds fligguény, ahol —oo < x; < 0o minden 1 < j < n indexre.

Ismerve egy (egy vagy tobb-dimenzids) valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét,
mas események valdszintiségét is ki lehet szamitani. Ezt a tényt fejezi ki az alabbi
mértékelméleti eredmény.

Tétel eloszlasok meghatarozasardl az eloszlasfiiggvény segitségével. Legyen
egy n-dimenzids (£1, ..., &) valdszindségi vdaltozo eloszlasfigguénye F(xq, ..., xy,). Az F
eloszldsfiigguény egyértelmiien meghatdrozza a P ({w: (&1 (w),...,&n(w)) € B}) valdszi-
niséget minden ,,szép” halmazra, azaz az n-dimenzios tér minden Borel mérhetd B hal-
mazdra. Részletesebben kifejtve létezik olyan az F eloszldasfiigguény dltal meghatdrozott
wr valoszintségi mérték az R™ tér B, Borel o-algebrdjan dgy, hogy pr((—oo,x1) X
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- X (—00,xy)) = F(z1,...,2y), €5 az F eloszldsfiigguény egyértelmiien meghatdrozza
ezt a pp mértéket. Tovdibbd P ({w: (&1(w),..., & (w)) € B}) = pup(B) minden B € B
halmazra.

Ismertetem, hogy hogyan kovetkezik a fenti eredmény a Carathéodory-féle tétel
azon viszonylag egyszerlibb allitasabol, amely szerint egy algebran definidlt mérték kiter-
jesztése az algebra altal generalt o-algebrara egyértelmiien meg van hatarozva.

Nem nehéz beldtni, hogy a (&1,...,&,) véletlen vektor F(x1,...,x,) eloszlasfigg-
vénye meghatarozza a P((&1,...,&,) € B) alaki valdszintiségeket a B = [a1,b1) X - -+ X
[an, by,) alaki halmazokon, azaz a koordinatatengelyekkel parhuzamos oldald téglates-
teken az R"™ Euklideszi térben. (Megengedett az a; = —oo és b; = 00, 1 < j < n,
vélasztéds is a B halmaz definicidéjaban.) Az F(zq,...,x,) eloszlasfiiggvény a up(B) =
P((&1,-..,&,) € B) alakd valdszintiségeket akkor is meghatarozza, ha B véges sok
diszjunkt téglatest uniéja. Az Osszes ilyen alakd halmaz egy By algebrat alkot, és ezen
algebra generalja a Borel halmazok B Borel o-algebrajat. Tovabba a valdsziniiségi
mérték o-additivitdsa (és az eloszlasfiiggvény definicija) implikalja, hogy ez a up(B)
halmazfiiggvény o-additiv ezen a By algebran. Ezért a Carathéodory-féle tétel idézett
része szerint az eloszlasfiiggvény egyértelmilen meghatdroz egy olyan up(A), A € B,
valészintiségi mértéket az n-dimenzios Euklideszi tér B Borel o-algebrajan, amelyre
teljesiil a pp(B) = P((&1,...,&,) € B) azonossag minden B € B, halmazra. Masrészt
aip(A) = P((&,...,&,) € A), A € B, szintén valdszinliségi mérték a B o-algebran, és
urp(B) = pp(B) a By algebra halmazaira. Ezért a mérték algebrérdl o-algebrara vald
kiterjesztésének egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy up(A) = pp(A) = P((&1,...,&n) €
A) minden A € B Borel mérhet6 halmazra.

Valoészintiségi valtozék eloszlasfliiggvényéhez hasonléan bevezethetjiik valészintiségi
valtozok eloszlasdnak a fogalmat is.

Valészintiiségi valtozok eloszlasanak a definicidja. Legyen adva n darab &1, ...,&,
valdszinidségi valtozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdén, amit 1igy is tekinthetink mint
eqy n-vdltozos (&1, .. .,&n) véletlen vektort. Ennek eloszldsan a p(B) = P((&1,...,&,) €
B)), B € B™, figguényt értjiik, ahol B™ az n-dimenzids Euklideszi tér Borel halma-
zainak a o-algebrdja.

A fent definialt p eloszlas egy valészinliségi mérték az R™ n-dimenziés Euklideszi
tér B(™) Borel o-algebrajan. Az eléz6 tétel azt mondja ki, hogy egy (£1,...,&,) véletlen
vektor eloszlasanak megadasahoz elég definialni annak eloszlasfiiggvényét. De felmertil
a kérdés, hogy mely fiiggvények tekinthetdek eloszlasfiiggvénynek. Részletesen fogal-
mazva a kovetkezd kérdések jelennek meg.

Problémak:

a) Mely egyvaltozds F(x) fiiggvények tekinthetéek eloszlasfiiggvénynek, azaz mely
F(z) fiiggvényekhez létezik olyan (2, A, P) valdészinliségi mez6 és azon £ valészinii-
ségi valtozo, amelyre P(§ < x) = F(x) minden —oo < x < oo szamra?

b) Mely n-valtozés F(z1,...,x,) fliggvények tekinthet6k eloszlasfiiggvénynek, azaz
mely F(xq,...,x,) fliggvényekhez létezik olyan (2, A, P) val6szinliségi mezd és
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azon &1,...,&, valészinliségi valtozdk rendszere, amelyekre P(& < z1,...,&, <
xn) = F(z1,...,2,) minden —oo < x; < 00, 1 < j < n szdm n-esre?

Erdekel minket a fenti problémak kovetkezd végtelen dimenzidés megfelelGje is.

c) Legyen adva egy T = {t1,t2, ..., } megszdmlalhaté halmaz és annak minden véges
{ti,,...,t;, } C T részhalmazén egy az R", n-dimenziés tér B"") Borel o-algebrajan
definialt It rts } eloszlas. Milyen feltételt kell teljesiteni ennek a rendszernek
ahhoz, hogy létezzen egy (), A, P) valdsziniiségi mez6, és azon &, ,&,, ... valoszi-
niiségi véaltozok sorozata gy, hogy a T" halmaz minden {¢;,,...,t;, } véges részhal-
mazara a (ftjl yo-, &, ) véletlen vektor eloszldsa a [{t;, ,....t;, } eloszlas legyen?

A c¢) kérdés természetesen altalanosithatd arra az esetre, amikor a 7' halmaz tet-
szOleges végtelen, és nem feltétleniil megszamlalhatéan végtelen halmaz. De, mint latni
fogjuk ennek az altaldnosabb problémanak a megolddsa kénnyen visszavezetheté a c)
kérdés megoldéasara. Ezért egyelore csak ezzel fogunk foglalkozni.

Elészor megfogalmazom az a), b) és ¢) probléméban megfogalmazott kérdésekre
a valaszt. A c) probléméra adott vélasz a valdsziniiségszamitas Kolmogorov altal bi-
zonyitott alaptétele. Azutan ismertetni fogom az eredmények bizonyitasat az analizis
néhany fontos, itt ismertetett eredményének a segitségével. Az a) probléma megolddsat
a Tétel A1, a b) probléma megolddsat a Tétel A2 tartalmazza. A c¢) probléma megol-
dasat tartalmazo eredmény megfogalmazasahoz el6bb be kell vezetni eloszlasok konzisz-
tencidjanak a definiciéjat.

Val6jaban a fent megfogalmazott a), b) és c¢) probléma megoldédsa jelenti annak
igazolasat, hogy a valdszintliségszamitas Kolmogorov-féle elméletében targyalhatjuk a
minket érdekld véletlen hatasokkal kapcsolatos problémdkat. Ugyanis a tipikusan meg-
jelend véletlennel kapcsolatos problémak arrdl szélnak, hogy megadjuk egy vagy tobb
(esetleg végtelen sok) valdsziniiségi véaltozo egyiittes eloszlasit, és ennek ismeretében
kivancsiak vagyunk e valészinliségi valtozok tulajdonsagaira. Viszont felmeriil a kérdés:
Ha megadunk bizonyos eloszlasfiiggvényeket, honnan tudjuk, hogy azok valéban elosz-
lasfiiggvényeknek tekinthetéek, azaz létezik egy valdsziniiségi mezd és azon olyan va-
16szintiségi valtozok, amelyeknek az altalunk megadott fiiggvény az eloszlasfiiggvénye.
Az alabb megfogalmazott tételek azt mondjak ki, hogy egy eloszlasfiiggvénynek nyil-
vanvalé modon teljesitenie kell bizonyos aldbb megfogalmazott tulajdonsagokat. Vi-
szont, ha egy fliggvény teljesiti azokat, akkor tekintheto eloszlasfiiggvénynek. Hasonléan
természetes jellemzése van annak is, hogy eloszlasfiiggvények (vagy eloszldsok) végtelen
rendszere mikor definidlja végtelen sok valdszintiségi valtozo egyiittes eloszlasat. fgy
az alabb ismertetett eredmények valaszt adnak arra a kérdésre, hogy hogyan tudjuk
definialni valészintiiségi valtozok rendszerét eloszlasfiiggvények segitségével. Emlitettem
még azt a kérdést, hogy ha megproébaljuk adni véges vagy végtelen sok esemény egyiittes
valészintiségét, mire kell tigyelni e definicié megadasakor. Azonban ez csak egy latszolag
1j probléma, mert a kérdés atfogalmazhato tgy is, hogy hogyan tudjuk definidlni ezen
események indikator fliggvényeit, amelyek valdsziniiségi valtozok.

Tétel Al. Egy F(x) figgvény akkor és csak akkor eloszldsfiigguénye egy alkalmas &
valészintiségi vdltozonak valamely (0, A, P) valészintiségi mezén, ha teljesiti az aldbbi

7



a)—d) tulajdonsdgokat.

a) F(x) monoton névekvd figgvény.

b) F(x) balrdl folytonos fiiggvény, azaz , 1(i)n}1l>OF(x —h) = F(x) minden —oo0 < x <

00 szdmra.
¢) lim F(z)=1.
d) lim F(x)=0.

r——00

Tétel A2. Egy F(x1,...,x,) fligguény akkor és csak akkor (egyiittes) eloszldsfiiggvénye
alkalmas &1, . . ., &, valdsziniségi vdltozoknak valamely (2, A, P) valdsziniiségi mezdn, ha
ez az F fligguény teljesiti a kovetkezd (i)—(iv) tulajdonsdgokat.

(i) F(x1,...,x,) minden vdltozéjanak balrdl folytonos fiiggvénye.
(i1) Ijhl)noo F(zy,...,2n) = 1.
minden j=1,....k szamra
(1) limOO F(xy,...,xy) = 0. (Ez dgy értendd, hogy az dsszes xs,
zj——

valamely 1<j5<n szamrra

1 <s<n, s#j koordinatdt rogzitjik, és x; — —00.)

Végil definidljuk egy az R™ téren definialt F(x1,...,x,) fligguényre és egy
K =[a1,b1) X -+ X [an, by) téglatestre a

ILL(K) = MF(K) = Z (_1)X($1 77777 m")F(xla"wxn)
T;= a; vagy b;
7j=1,..., n
mennyiséget, ahol x(x1,...,xy,) jeloli az a;-k szdmadt az x1, ..., x, sorozatban.

Ekkor
(iv) pr(K) >0 minden K téglatestre.

Feladat:

A Tétel A2 (iv) feltételének jobb megértése érdekében lassuk be a kovetkezd dllitést.
Legyen (&1 (w), &2(w)) két-véltozos valdsziniiségi valtozd F'(xq, z2) eloszlasfiiggvény-
nyel. Ekkor

P((&1(w), &2(w)) € [a1,b1) X [az,b2)) = F(b1,ba) — F(b1,a2) — F(a1,b2) + F(a1, az)

minden —oo < a1 < by < 00, —00 < as < by < 00 esetben.

Adva egy mérheté A C R? halmaz, jeldlje I4(w) a kdvetkezd valdszintiségi valtozot.
I4(w) =1, ha (§&(w),&(w)) € A, és Ta(w) =0, ha (& (w),&2(w)) ¢ A. Mutassuk
meg, hogy

Ty by x[az,b2) (@) = I(Zo0,b1)x (—00,b0) (W) = L(—00,by ) x (—o00,as) (W)
— I —oo,a1)x (—00,b2) (W) + I(—o0,a1)x (—00,a2) (W),
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és vezessiik le a fenti azonossagot ebbdl az Osszefiiggésbol. Altaldnositsuk a feladat
allitasat tetszoleges n-valtozos véletlen vektorra.

Annak érdekében, hogy megfogalmazzam a c¢) probléma megoldédsdt bevezetem
mértékek konzisztencidjanak a fogalmat. E fogalom bevezetése el6tt definidlom el-
oszlasok vetiiletét (projekcidjat), illetve kényelmi okokbdl megadom Euklideszi terek
reprezentaciéjat véges halmazokon definialt fliggvények tereként.

Euklideszi terek megadasa véges halmazon értelmezett fiiggvények tereként.
Legyen S = {s1,...,sn} egy (véges) n elemii halmaz. Definidljuk az S halmazzal in-
dezelt Rs Fuklideszi teret, mint azt a teret, amelynek pontjai az S halmazon definidlt
valds értékt x; = X (s;), 1 < j <mn, fiiggvények, és két X (s;), 1 < j <n, illetve X (s;),
1 < j <mn, figgvény (pont) tdvolsiga az Rg térben
1/2
P(X(s1)0 s X (50)) (X (1), X(s0))) = [ D (X(s5) — X (7))

j=1
Legyen a Bs Borel o-algebra az Rg téren az
{(X(Sl)v' .- 7X(Sn)): a; < X(Sj) < bj, 1<5< n}

alaki halmazok dltal generdlt legsziikebb o-algebra. A tovabbiakban, ha Rg téren definidlt
mértékrol beszélink, akkor az Rs tér Bs Borel o-algebrajin definidlt mértékre fogunk
gondolni. (Egyébként a Bg o-algebra elemei az

{(X(s1),...,X(sp)): (X(51),...,X(sn)) € B}, BeB™,

alaki halmazok, ahol B™ az R™ n-dimenzids Euklideszi tér o-algebrdja, és az Rg téren
definidlhato . mértékek megadhatoak

p({(X(51),. .-, X(s0)): (X(51),...,Xx(sn)) € B}) = ji( B)
alakban, ahol [i egy az (R™, B™) téren definidlt mérték.

Megjegyzés. Az R™ Fuklideszi tér felfoghato gy is, mint a szamegyenes 6nmagaval vett
n-szeres direkt szorzata. Terek direkt szorzatat gyakran szoktak ugy reprezentalni, mint
egy alaphalmazon értelmezett fiiggvények terét. A fenti definiciéban mi is ezt tettiik,
mert bizonyos meggondolasok egyszertibben kifejezhetéek ilyen moédon.

Euklideszi téren definialt valdsziniiségi mérték vetiiletének a definicidja. Le-
gyen adva egy véges S1 = {s1,...,sn} halmaz, és annak egy So = {s;,,Sjp,---,5;,,} C
S1, m < n, részhalmaza. Ha adva van egqy p (valdsziniiségi) mérték az Rg, Euklideszi
téren, akkor annak pp vetiletét az Rs, Euklideszi térbe a

MP({(X(Sj1)7X(Sj2)7"' JX(Sjm): (X(Sj1)7X<Sj2)>“' JX(Sjm)) S B})
= M({(X(31>7X<32)7"' aX(Sn)): (X(Sh)aX(Sh)v' . 7X(8jm)) € B,
X(s)) €RY, haléd {j1,...,5m}})

9



képlet adja meg, ahol B € B"™) . Széban elmagyardzva, az Rg, téren levd p valdsziniiségi
meérték vetilete egy olyan mérték az Rg, téren, amely szerint annak a valdszinisége, hogy
eqy az So téren velt fiigguény (mint m-dimenzios vektor), értékét az R™ tér valamely
B € B"™) halmazdban veszi fel, megegyezik annak az eseménynek a p mérték szerinti
valoszinidségével, hogy egy az S1 halmazon értelmezett fligguény megszoritasa az So hal-
mazra ebbe a B halmazba esik.

Valészintliségi mértékek konzisztencidjanak a definicidja. Legyen adva egy meg-
szamldlhato T = {t1,t2,...,} halmaz, és annak minden véges {t; ,...,t; } C T rész-
halmazdhoz rendeljik hozzd az Ry, . 4, y Euklideszi teret. Legyen adva mindegyik Rr,
téren, ahol Ty C T, és Ty véges halmaz, egy pr, valdszinidségi mérték. Azt mondjuk,
hogy ezek a mértékek konzisztensek, ha minden Ty C Ty C T, halmazpdrra, amelyre Ty,
T, véges halmazok, a pr, mérték a pr, mérték vetilete.

Ismertetem a valdszinliségszamitas Kolmogorov-féle alaptételének nevezett ered-
ményt. Eloszor e tétel egy olyan valtozatat ismertetem, ahol véges dimenziés elosz-
lasokkal dolgozunk, mig az eredmény eredeti (valdjdban természetesebb) formajaban
(véges dimenziés) eloszldsfliggvények nyelvén fogalmaz meg egy hasonl allitdst. Ezt az
eredményt is ismertetni fogom.

A valészintliségszamitas Kolmogorov-féle alaptétele. Legyen adva egy megszam-
lalhato T = {t1,ta, ..., } halmaz, és annak minden véges{t;,,...,t; } C T részhalmazd-
hoz rendeljunk hozzd egy P{t;, oot } valosziniségi mértéket az R{th vt} téren. Akkor
és csak akkor létezik egy (2, A, P) valoszindiségi mezd, és azon &y, &, - .. valdsziniségi
vdltozok sorozata dgy, hogy a T halmaz minden {t; ,...,t; } véges részhalmazdra a
(gtjl vt )y J1 < g2 < o0 < jin, véletlen vektor eloszldsa a Pty vt} valosziniiségi
mérték, ha a P{ts, rotsn } valosziniségi mértékek konzisztensek.

Tovdbbd, ha a Bt sty } valosziniiségi mértékek konzisztensek, akkor azok megha-
tarozzdk a P((&ty,&t,, ... ) € B) valdszintségeket az R ‘végtelen dimenzios Fuklideszi
tér’ B € B Borel-mérhetd részhalmazain. Itt R™ a valds szdmokbdl dllé végtelen
(z1,x2,...) sorozatok terét jeloli, B> pedig az R™ halmaz

A={(z1,22,...,): (x1,22,...,2,) € B}, BeB™

alakban elbadllithato részhalmazai (hengerhalmazai) dltal generdlt legsziikebb o-algebrdt,
ahol n tetszbleges pozitiv egész szam, B™ pedig az R" n-dimenzids FEukideszi tér Borel
o-algebrdjdt jeloli.

Mivel véges dimenzios Euklideszi terekben valdszinliségi mértékeket nem kozvetle-
niil adunk meg, hanem eloszlasfliiggvények segitségével, ezért érdemes a Kolmogorov-féle
alaptételnek egy olyan valtozatat is bebizonyitani, amelyik arrdl szél, hogy amennyiben
megadjuk véges dimenzids eloszlasfiiggvények egy rendszerét, akkor mikor létezik egy
valoszinliségi mez6 és azon valdszintiségi valtozék olyan rendszere, amelyeknek ezek
a véges dimenzids eloszlasfliiggvényei. Egy ilyen allitast fogalmazok meg a kovetkezo
tételben, illetve annak kovetkezményében. Ahhoz, hogy ezt megtegyem elébb be kell
vezetnem eloszlasfiiggvények konzisztencidjanak a definicidjat.
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Eloszlasfiiggvények konzisztenciajanak a definicidja. Legyen adva eqy T végtelen
(nem feltétleniil megszamldlhatd) halmaz, és legyen hozzdrendelve minden véges sok tq,
tn, t; €T, 1 < j < n, kilonbozé tagbdl dllo T' halmazbeli értéket felvevd sorozathoz
€qy
Ftl,...,tn(-rtl, e 7~Ttn)

eloszlasfuggvény. Ezek az eloszlasfigguények konzisztensek, ha

a) AzA{1,...,n} halmaz tetszéleges (my,(1),...,m(n)) permutdcidjdra
Ft]_,...,tn (ajt17 e 7$tn) = Ft-:rn(l)v"'7t7rn(n) (xtﬂn(1)7 Tt xtﬂ'n(”)).

b) Haty,...,tn,tnt1s- s tntm €9y ti, ..., ty sorozat folytatdsa, t; € T, 1 < j < n+m,

akkor i tnim (Teyso sy, 00,...,00 ) =Fy 4 (T4,...,24,), ahol
——
m multiplicitdssal
Ft17...’tn+m($t1,...,.Itn, o0, ..., 00 )
N———
m multiplicitdssal
- mtnE—lfIL’OO Ftl yerstntm (':Etl’ e 7xtn ) xt?L-Fl’ ) xt'ﬂ"rm)'
1<j<m

Ezutdn meg tudom fogalmazni a Kolmogorov-féle alaptételnek azt az (eredeti)
valtozatat, ahol véges dimenzids eloszlasok helyett eloszlasfliiggvényekkel dolgozunk.

A Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozata. Legyen adva egy T = {t1,to2,...}
megszamldalhatéan végtelen halmaz, és minden véges t;,,...,t;, T-beli értékeket felvevd
sorozathoz legyen hozzarendelve egy Fy, |+ (T4y,-.., o, ) eloszldsfigguény. Legyenek
ezek az eloszldsfiigguények konzisztensek. Jelolje R a T halmazon definidlt valos értéki
fligguények halmazdt, és definidljuk a Br o-algebrdt az Ry téren a kovetkezé modon. A
Br o-algebra elemei az

{(X(t1), X (t2),...): (X(t1),X(t2),...) € B>}
alaki halmazok, ahol B> a wvégtelen sorozatok R terén kordbban definidlt B> o-

algebra. FEkkor létezik pontosan egy olyan p valészintiségi mérték az (Rp,Br) téren,
amelyre

B (), X (), )t X(tg,) < @y ey X(85) <y V)= Foy s (0,502, )

minden n = 1,2,..., pozitiv egész szamra, t;,,...,t; T halmazbeli elemekre és x4,
. , J1
., Ty, valds szdmokra.

Kovetkezmény: Teljesiiljenek a Kolmogorov-féle alaptétel eredeti vdltozatdanak a fel-
tételei. Tekintsik az (2, A, P) = (Rp,Br,p) valdszindiségi mezdét a Kolmogorov-féle
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alaptételben szerepld RT halmazzal, BT o-algebrdval és p valdszindiségi mértékkel. De-
finidljuk a & wvaldsziniségi vdltozokat az (Rp,Br, ) valdsziniségi mezén minden t €
T indezre a &(w) = X(t) képlettel az w = (X(t),t € T) elemi eseményen. Ekkor

a & waldsziniiségi valtozokra igaz, hogy a (ftjl,...,ftjn) véletlen vektor eloszldisa az
Fi ot (@ty, ..., x¢,) eloszlasfigguény minden t;, ..., t; T halmazbeli véges sorozat-
ra.

Az, hogy a Tétel Al-ben, Tétel A2-ben és a valdszinliségszamitas Kolmogorov-féle
alaptételében megfogalmazott feltételek sziikséges feltételei a tételekben megkovetelt
tulajdonsagu valdsziniiségi mezok létezésének viszonylag konnyen lathato. Erdemes
megjegyezni, hogy e feltételek sziikségességének ellenorzésekor fel kell hasznalni, hogy
a val6szintiség nem csak additiv, hanem o-additiv is. Igy példdul a b) feltétel ellen-
6rzésénél a Tétel Al-ban azt kell megmutatni, hogy a P({ < = — hy,) = F(x — hy)
valdészintliségek konvergélnak a P(§ < z) = F(z) valdszintiséghez minden valds x szamra,

[e.e]
és h,, > 0 szamok olyan monoton sorozatara, amelyre lim h,, = 0. Mivel |J {w: {(w) <
n—00 n=1

T —hp} ={w: {(w) < x} ez az allitas kovetkezik a valészinliségi mérték folytonossagi
tulajdonsagabdl. De ennek a tulajdonsagnak a teljesiiléséhez nem elég a valdsziniliség
additivitdsa, annak o-additivitasa is sziikséges. (Lasd a bevezetd valdszinliségszamitas
el6addssorozat 2. eléaddsdban a Tétel A eredményt.)

A Tétel A2 feltételeinek sziikségessége hasonldéan bizonyithatd, mint az analdg
allitas a Tétel Al-ben. Azt kell még megmutatni, hogy ha F(xq,...,z,) egy (&1,---,&n)
véletlen vektor eloszldsa, akkor a (iv) tulajdonsiag megfogalmazasa el6tt bevezetett p(K)
mennyiség teljesiti a P((&1,...,&,) € K) = pu(K) relaciét. Az, hogy Kolmogorov
tételében a valdszinliségi mértékek konzisztenciajat fel kell tenni nyilvanvalo.

Annak bizonyitasa, hogy a fenti tételekben megfogalmazott feltételek elégségesek
is, lényegesen nehezebb. Ismertetem, bizonyos részletek elhagyasaval ezeket a bizonyi-
tasokat is. ElGszor az elégségesség igazolasat visszavezetem az aldbb megfogalmazott
Tétel B1, Tétel B2 és egy ebben a jegyzetben Kolmogorov tételnek nevezett eredmény
bizonyitasara. Ez a visszavezetés egyben azt is mutatni fogja, hogy a bizonyitas f6
nehézsége annak igazoldsa, hogy bizonyos additiv halmazfiiggvények o-additivak is.

Tétel B1l. Teljesitse eqy F(x) figgvény a Tétel Al a)-d) feltételeit. Akkor létezik
a szamegyenes Borel mérhetd halmazain olyan p = pp valoszintségi mérték, amelyre
w((—oo,x)) = F(x) minden x valds szamra.

Tétel B2. Teljesitse eqy F(x1,...,x,) fligguény a Tétel A2 (i)-(iv) feltételeit. Akkor
létezik az R™ n-dimenzids tér Borel mérhetd halmazain olyan p = pp valosziniségi
mérték, amelyre pp((—oo,x1) X -+ X (00, xy,)) = F(x1,...,2,) minden (z1,...,T,)
valos szam n-esre.

Feladat:

Mutassuk meg a Tétel B2 segitségével, hogy az n-dimenzids [0, 1]" egységkocka
Borel-mérheté részhalmazain létezik Lebesgue mérték, azaz olyan A(:) o-additiv
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halmazfiiggvény, amelyre A\([a1,b1) X - - X [an, b)) = [] (bj —a;) minden [a1,b;) X
j=1
oo X ap, by) C [0,1]" téglatestre.

Az alabb megfogalmazott eredményt, amelybdl kovetkezik a valdszinliségszamitas
Kolmogorov-féle alaptétele Kolmogorov tétele néven ismertetem.

Kolmogorov tétele. Legyen adva egy megszamlalhato T = {t1,to,...,} halmaz és
annak minden véges {t;,,...,t; } C T részhalmazdihoz rendeljink hozzd egy I{t;, ooty }
valoszintségi mértéket az Ry, 4, y léren. Legyenek ezek a mértékek konziszlensek.
Jeldlje Ry az (X (t1), X (t2),...) végtelen valds szdmsorozatokbdl dllo teret, azaz a T
halmazon definidlt valds értéki fiigguények terét. Jellje CI az dsszes

C(tj,,...,tj,,Bn)
= {(X(tl)aX(tZ)w"): (X(tjl)’ s 7X(tjn)) € Bn7 X(tl) € Rlv ha i g_ﬁ {jl, s 7]11}}

alaki hengerhalmazbol allo halmazrendszert az R téren, ahol
n=12..., {tjl,th,...,tjn}CT, g1 < g2 <+ < Jn, BHEB(n),

és B az n-dimenzids Euklideszi tér Borel o-algebrdjdt jeldl.

Az elébb definidlt CI' halmazrendszer algebra, és legyen Br a CI halmazrendszer
dltal generdlt o-algebra. Létezik olyan p valdsziniségi mérték az (Ry, Br) téren, amelyre

M(C(tjm e 7tjn>Bn)) = /’L{tjl,...,tjn}({(X(tjl)7 <. 7X(tjn)): (X(tj1)7 <o aX(tjn)) S BTz}i
1
minden C(tj,,...,t;, ,Bn)) € Cl halmazra. Tovdbbd az (1) feltételt teljesité u mértéket

egyértelmien meghatdrozzik a H{ts, oty } mértékek.

A Tétel B1-b6l konnyen kdvetkezik, hogy amennyiben az F'(x) fiiggvény teljesiti a
Tétel Al a)-d) feltételeit, akkor 1étezik egy (2,4, P) valésziniiségi mezé és azon egy &
val6szintliségi valtozé ugy, hogy ¢ eloszlasfiiggvénye az F(x) fliggvény. Valéban, legyen
(Q, A, P) = (R',BY, up), ahol R' az egydimenziés Euklideszi tér, azaz a szdmegyenes,
BM) a Borel o-algebra a szdmegyenesen, és pp a Tétel Bl-ben szereplé mérték. Az w
elemi események ebben a valdsziniliségi mezében a valds szamok. Definidljuk a £(w) =
&(x), (ha w = x), valdsziniiségi valtozot a £(x) = = képlettel. Ekkor a Tétel B1 szerint
a & valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye az F(x) fiiggvény.

Hasonléan lathatjuk be a Tétel B2 segitségével, hogy amennyiben egy F'(z1,...,z,)
fiiggvény teljesiti a Tétel A2 (i)—(iv) feltételeit, akkor létezik (2,.A, P) val6szintiségi
mez0, és azon (&1,...,&,) véletlen vektor, amelynek F'(z1,...,x,) az eloszldsfliiggvénye.
Valéban, legyen (Q, A, P) = (R™,B"™ ur), ahol R" az n-dimenziés Euklideszi tér,
B(™) a Borel o-algebra R™-en, és up a Tétel Bl-ben szerepld pp mérték. Definidljuk a
&1, .., &, valésziniiségi valtozdkat az w = (x1,...,2,) pontban a & (w) = z1, {(w) =
Zoy ... &n(w) = x, formuldkkal. Ekkor a (&,...,&,) véletlen vektor eloszldsa az
F(xy,...,x,) figgvény.
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Hasonléan kovetkezik a valdszintiségszamitas Kolmogorov-féle alaptétele a Kol-
mogorov tételbdl. Legyen (2, A, P) = (Rp, Br, 1) a Kolmogorov tételben szereplé Ry,
Br és p mennyiségekkel. Legyen & (w) = X (t;),j = 1,2,...,azw = (X (t1), X(t2),...)
pontban. Ekkor ezen valészintliségi valtozoknak a kivant eloszldsuk van a Kolmogorov
tétel alapjan. A Kolmogorov-féle alaptételben szerepl6 valdsziniiségek egyértelmiisége
konnyen kovetkezik a Carathéodory-féle kiterjesztési tételben, az ott tekintett, a kiin-
dulé algebra altal generdlt o-algebran definidlt mérték egyértelmiiségébdl. Ugyanilyen
modon kaphatjuk meg a Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozatabdl annak kovetkez-
ményét.

Feladat: Léassuk be, hogy megforditva a Tétel B1 kovetkezik a Tétel A1-bol, a Tétel
B2, a Tétel A2-bdl és a Kolmogorov tétel a valoszinliségszamitds Kolmogorov-féle alap-
tételébol.

Segitség: Ha léteznek a kivant tulajdonsagu valdszintiségi valtozok valamely valdszini-
ségi mez6n, akkor vezessiik be a pur(B) = P(¢ € B), B € BW), mértéket a Tétel BI,
a up(B) = P((&1,...,&,) € B), B € B™, mértéket a Tétel B2 igazoldsdban. Végiil a
Kolmogorov tétel esetében legyen u(B) = P((&;,,&.,,...) € B), B € BT,

Be kivanjuk latni a Tétel B1-t, Tétel B2-t és a Kolmogorov tételt, illetve annak ere-
deti valtozatat. A bizonyitdsban felhasznalunk néhany a matematikai analizisben tanult
eredményt a kompakt halmazokrél. Felidézem az ott tanult legfontosabb fogalmakat és
eredményeket.

Kompakt halmazok definiciéja metrikus terekben. FEgy (X,p) (szeparabilis)
metrikus térben akkor neveziink eqy K halmazt kompaktnak, ha tetszdleges x,, n =
1,2,..., sorozatnak, amelyre x, € K, n=1,2,... létezik x,, konvergens részsorozata,
és e konvergens részsorozat v, = lim wx,; hatdrértéke mindig teljesiti az xoo € K

j—o0
relaciot. Szavakban megfogalmazva: Tetszéleges a K halmazban levd sorozatnak van
konvergens részsorozata, és minden K halmazbeli értékeket felvevé konvergens sorozat
hatarértéke a K halmazban van.

Tétel Euklideszi tér kompakt halmazainak jellemzésér6l. Az R" n-dimenzios
Euklideszi tér kompakt halmazai (a szokdsos metrikdval) megegyeznek az R™ tér zdrt és
korldtos halmazaival.

Heine—Borel-féle befedési tétel. Fedjen be nyilt halmazok unidja eqy kompakt hal-
mazt. Ekkor kivdlaszthato ezen nyilt halmazok kézil véges sok, amely szintén befedi ezt
a kompakt halmazt.

Szamunkra els6sorban a kévetkezo eredmény lesz hasznos. Ezért ennek bizonyitasat
megadom.

Tétel egymasba skatulyazott kompakt halmazok metszetérol. Legyen K, D
Ky D --- egymdsba skatulydzott kompakt halmazok végtelen sorozata egy metrikus tér-
ben. (Specidlisan az Euklideszi térben korldtos, zdrt halmazokat tekintink.) Ha teljesdil

14



a () K, =0 tulajdonsdg, akkor létezik olyan N < oo szam, amelyre a Kn = 0 reldcid
n=1
15 teljestl.

Bizonyitds: Azt latjuk be, hogy amennyiben K,, # () minden n = 1,2, ... szdmra, akkor

létezik egy x € [ K, pont. Valéban, ebben az esetben kivélaszthatunk mindegyik K,
n=1
halmazbdl egy z,, € K,, pontot. Ekkor z,, € K; is teljesiil minden n = 1,2, ... indexre,
ezért 1étezik e sorozatnak egy konvergens x,,; részsorozata, €s o, = lim x,; € K;. SOt,
j—00
Too € Ky minden n = 1,2,... indexre, mert az x,, sorozat pontjai véges sok kivétellel
benne vannak a K, halmazban, és a K, halmaz is kompakt. Innen kovetkezik a tétel
o
allitasa, mert xo, € [ K.
n=1
Felidézem és bebizonyitom a kovetkezd (egyszeril) eredményt mértékek folytonos-
sagardl. (Ez szerepelt a bevezet valdsziniliségi eléaddssorozat 2. eléaddsdnak a Tétel A
eredményében.)

Tétel additiv halmazfiiggvény c-additivitasanak biztositasardl folytonossagi
tulajdonsag alapjan. Legyen adva egy p véges, nem-negativ, additiv halmazfiggvény
eqy X halmaz bizonyos részhalmazaibdl allo A algebran. A p halmazfiigguény mérték
(azaz o-additiv), ha teljesiti a kovetkezd folytonossdgi tulajdonsdgot:

Ha Ay D Ay D A3 D ..., A, € A, n = 1,2,... olyan egymdsba skatulydzott

A mérheté halmazok sorozata, amelyre (| A, =0, akkor lim p(A,) =0.
n=1 n—oo

Bizonyitds: Azt kell belatni, hogy ha B,, n = 1,2,..., diszjunkt halmazok olyan
sorozata az X téren, amelyekre B, € A, és C = |J B, € A, akkor > u(B,) = u(C).
n=1

n=1

N 0o
Vezessiik be az Ay = C'\ ( U Bn) = U B, halmazokat, N =1,2,.... Ekkor
n=1 n=N+1

o0
Ay € Aminden N = 1,2,... szdmra, A1 D Ay D A3 D -+, (| A, = 0. Ezért a
n=1

tétel feltételei szerint Nlim w(Ax) = 0. Tovabba a By, Ba,..., By és az Ax halmazok

N N
diszjunktak, ( U Bn) UAy = C minden N = 1,2,... indexre. Ezért > u(B,) +
n=1 n=1

w(An) = ,u(C’)._Végrehajtva az N — oo hatdrdtmenetet az utolsé azonos_ségban, és
felhasznalva a A}im 1(An) = 0 relaciét megkapjuk a tétel allitasat.
—00

Szemléletesen vilagos, hogy a fenti tételben megfogalmazott folytonossagi tulaj-
donsag teljestilésének az ellenorzésében hasznos lehet az elotte megfogalmazott egymas-
ba skatulyazott kompakt halmazok metszetérdl szélo tétel. A Tétel B1, Tétel B2 és
Kolmogorov tétel bizonyitasaban sziikség van olyan eredményre is, amely azt biztositja,
hogy az Euklideszi tér mérhet6 halmazai j6l approximélhatéoak kompakt halmazokkal.
Megmutatom, hogyan lehet a fenti tételeket egy ilyen gondolatmenet segitségével bebi-
zonyitani.
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N
A Tétel B1 bizonyitdsa. Jelolje A az |J [a;,b;) alakban el6allithaté halmazokbdl allo

j=1
halmazrendszert, ahol az uniéban véges sok diszjunkt [a;,b;) intervallum van. Az
a; = —o0, b; = oo vélasztas is megengedett. Definidljuk egy az A halmazrendszer-

Jj=1 Jj=1
ahol definici6 szerint F'(—oo) = 0, F(c0) = 1.

Nem nehéz belatni, hogy A algebra, a p halmazfiiggvény egyértelmiien van defi-
nidlva az A algebrdn, és az additiv, nem-negativ, valamint u((—oco,00)) = 1. (A u
halmazfiggvény egyértelmiisége igazolasakor azt kell ellenérizni, hogy bar egy A-beli
halmaz eldéllitdsa nem egyértelmii, hiszen példaul egy [a,b) intervallum el6allithatd
[a,b) = [a,c)U[c,b), a < ¢ < b, alakban is, egy A-beli halmaz p mértékét gy definidltuk,
hogy az nem fiigg ennek a halmaznak az el6allitdsatol.)

N N
ben levé halmaz mértékét a p | | [aj,bj)) = > [F(bj) — F(a;)] képlet segitségével,

Azt allitom, hogy a p halmazfiiggvény nem csak additiv, hanem o-additiv is. Ehhez

(n
elegendd beldtni azt, hogy amennyiben A,, = () [agn), b;n)) eA n=12,..., olyan az
j=1

A halmazrendszer halmazaibdl 4116 sorozat, amelyre Ay D Ay D -+, [ A, = 0, akkor
n=1
lim p(A,) =0.
Ezen allitas bizonyitasa érdekében rogzitsiink egy kis € > 0 szamot, és valasszunk

N(n) _

minden A, halmazhoz olyan K,, = () [ag"), b;n)) € A, halmazt, amelyre ag-n) < dg.n) <
j=1

Bg.") < bg.n) —00 < ag.") < Bg-n) < 00, és u(Ky) > p(A,)—2""e. Ilyen vélasztés lehetséges

az F(-) fiiggvény baloldali folytonossdga miatt, azaz a Tétel Al b) feltétele miatt, és

a Tétel Al c) és d) feltétele miatt. Ilyen vélasztdssal nemcsak a K, C A,, hanem a

K, C A, tulajdonségot is biztositjuk, ahol K, a K,, halmaz lezartjat jelenti. Ezenkiviil

K, korlatos, zart, ezért kompakt halmaz.

N _ N _ _
Vezessitk be a Ky = [ K, és K3 = (| K, halmazokat. Ekkor K D K5 D ---

n=1 n=1
egymasba skatulyazott kompakt halmazok sorozata, amelyek metszete iires. Ezért az

egymasba skatulydzott kompakt halmazok metszetérol szolé tétel alapjan létezik olyan

N index, amelyre a K}, igy a K} halmaz is iires. Innen kapjuk, hogy Ay = Ay \ K} C
N N
N (A\Ky), és p(An) < 3° (u(An)—p(Ky)) < e. Ezért p(A,) < e, han > N = N(e).
n=1 n=1
Mivel ez az allitds minden € > 0 szamra igaz, innen kovetkezik, hogy lim pu(A,) =0,

és a p halmazfliggvény mérték a A algebran.

A Carathéodory-féle kiterjesztési tétel alapjan a p mértéket ki lehet terjeszteni
az A algebra altal generalt o-algebrara, amely megegyezik a szamegyenes Borel o-
algebrdjaval. Tovédbba u((—oo,z)) = F(x) minden z valés szdmra. A Tétel Bl-t
bebizonyitottuk.

A Tétel B2-t is be lehet bizonyitani a Tétel B1 bizonyitdsanak természetes fi-
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nomitasaval. Azt kell kihasznalni, hogy a tobb-valtozds eloszlasfiiggvények Tétel A2-
ben megfogalmazott (iv) tulajdonsdga a monotonités tulajdonsigénak természetes tobb-
véaltozos megfelelGje. Vegyiik észre, hogy az emlitett (iv) feltételbél kovetkezik, hogy a

Fj(x) = Fj( o0,...,00 ,x, 00,...,00 ) fiiggvény monoton és balrdl folytonos, és
—— ——
7j—1 argumentum n—j argumentum
Fj(bj)—=Fj(a;) = pp(lar, br)x---x[aj_1,bj-1) X[a;, bj) x[a;j41,bj41), X - - [an, by )) min-
den olyan ai,...,ap és by,...,b, szdmsorozatra, amelyre a; < b;, 1 < j < n. A Tétel
B2 bizonyitdsaban a p mértéket elészor K = [a1,b1) X - - [a;,b;) diszjunkt téglatestek
véges unidjara definidljuk. (Az a; = —oo0 és b; = oo valasztds is megengedett.) A p

mértéket a (iv) formula elétt téglatestekre bevezetett p(K) = pp(K) képlet segitségével
definialjuk. A Tétel B1 érveléséhez hasonléan bebizonyithatjuk, hogy ilyen médon egy
mértéket definidlunk egy olyan algebran, amely generélja a B Borel o-algebréat az R™
Euklideszi téren. E mérték Carathéodory-féle kiterjesztése a B(™) g-algebrara megadja
a Tétel Bl feltételeit teljesité p mértéket a B(™ o-algebran. A bizonyitds részleteinek
kidolgozasat elhagyom.

Megfogalmazok és bebizonyitok két tételt, amelyeket a Kolmogorov tétel bizonyita-
saban fogok felhasznalni. Az elsé tétel azt mondja ki, hogy egy Euklideszi térben min-
den mérheté halmaz jol approximalhaté kompakt halmazokkal, a masodik tétel pedig
azt, hogy kompakt halmazokra tamaszkodd hengerhalmazok metszete a végtelen di-
menziés térben hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezik, mint kompakt halmazok metszete
egy metrikus térben.

Tétel mérhet6 halmazok approximalasardl kompakt halmazokkal Euklideszi
terekben. Legyen p véges mérték az R™ n-dimenzids Fuklideszi tér B"™ Borel o-
algebrdjdn, azaz legyen pu(R™) < oco. Ekkor minden B € B™ halmazhoz és ¢ > 0
szamhoz létezik olyan K kompakt halmaz, amelyre K C B, és u(K) > u(B) — ¢.

Bizonyitds. Jelolje B azon B € B™ mérheté halmazok osztélyat, amelyekre igaz, hogy
minden € > 0 szamhoz taldlhaté olyan K = K(e, B) kompakt és G = G(e, B) nyilt
halmaz, amelyekre K C B, és u(K) > p(B) — €, valamint B C G, és u(B) > u(G) —e.
A tétel bizonyitasahoz elég a kovetkez6 két allitast igazolni.

a) Minden S = [a1,b1) X - -+ X [an, b,) alakd téglatest eleme a B halmazosztalynak.
b) B o-algebra.

Az a) allitds bizonyitdsa érdekében definidljuk minden S = [aq,b1) X
téglatesthez az Ky = [aq, bl—%] XX [, bn—%] kompakt és Gy = (a1 —

e X [anabn)
b)) X
(an — %,bn) nyilt halmazokat, N = 1,2,.... Ekkor K1 C Ko C ---,és S = |J K.
N=1
Ezért minden € > 0 szdmra p(Ky) > pu(S) —e, ha N = N(¢e) elég nagy, és Ky C S.

Hasonléan, S = () Gn, és G1 D G3 D -+, ezért minden € > 0 szamra létezik olyan
N=1

nyilt Gy D S halmaz, amelyre u(Gn) < u(S)+e. A B halmazrendszer a) tulajdonsdgat

belattuk.

17



Léssuk be, hogy ha B € B, akkor R" \ B € B. Minden ¢ > 0-hoz létezik olyan
K C B kompakt halmaz, amelyre u(K) > u(B) —e. Egy ilyen K kompakt halmazt
vélasztva azt kapjuk, hogy a G = R"™ \ K halmaz nyilt, R \ B C G, és u(R"\ B) >
p(G) — €. Masrészt valasszunk olyan nyilt G O B halmazt, amelyre u(G) < u(B) + 5.
Ekkor az FF = R"™ \ G halmaz zart, de nem feltétleniil kompakt, F* C R™ \ B, és
p(R™\ B) < p(F)+ 5. Vélasszunk olyan nagy 7" > 0 szdmot, amelyre p(R"™\ ([T, T x
x [-T,T])) < 5. Ekkor a K = F'N ([-T,T] x --- x [T, T]) halmaz korldtos, zért,
ezért kompakt, K C R™ \ B, és u(R™ \ B) < u(K) + . Belattuk, hogy R" \ B € B.

Megmutatom, hogy amennyiben By € B, N = 1,2,..., B, = |J By, akkor
N=1
minden ¢ > 0 szdmra létezik olyan K = K(e) kompakt és G = G(e) nyilt halmaz,

amelyekre K C By, u(K) > pu(Bs) — €, €8 Boo C G, (Boo) > u(G) —e. Ez azt jelenti,

hogy |J By = Bw € B.
N=1

Valéban, minden € > 0 szamhoz 1étezik olyan M = M (¢) index, amelyre
M
H (gl BN) + % > p(Bx)-
Vélasszunk minden N indexre olyan kompakt Ky C By halmazt, amelyre pu(Ky) >
u(By) — 2 N=2 Ekkor a K = ﬁ Ky halmaz kompakt, K C ﬁ By C By

N=1 N=1
Tovabba <N613N) —u(K) < N% [(W(Bn) — (K n)] < §, ahonnan
M
<U )——>u(3)—5.
N=
Mésrészt mindene > 0és N = 1,2,... szamhoz valasszunk olyan G n nyilt halmazt,
amelyre By C Gy, és u(Gn) < ,u(BN) +e2 "L Ekkor G = NU1GN nyilt halmaz,
Boo © G és p(G) < p(B) + 3 (G \ By) < i(Buo) + .
Végiil vegyiik észre, hogy _a,mennyiben By € B minden N = 1,2,... indexre,
akkor ﬁ By € B, mert ekkor By = R"\ By € B minden N = 1,2,... indexre, és

N=1
(1 By = R™\ ( U BN) € B. Ezzel a B halmazrendszer b) tulajdonsagat is belattuk,
N=1 N=1
és a tétel bizonyitasat befejeztiik.

Feladat:

Léassuk be kozvetleniil, a fenti tétel felhasznaldsa nélkiil, hogy a [0, 1] interval-
lum irraciondlis szamaibdl all6 halmaznak minden £ > 0 szamra van olyan zart
részhalmaza, amelynek a Lebesgue mértéke nagyobb, mint 1 — €.
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A kovetkezo tétel megfogalmazdasa el6tt bevezetek néhany jelolést. Jelolje R, a
‘végtelen dimenziés Euklideszi tér’ a valds szamokbdl 4116 végtelen (x1, 22, . . . ) sorozatok
terét, és alljon Béoo) az R*® halmaz B = {(x1,22,...,): (21,22,...,2,) € C}, C € B,
valamilyen n pozitiv egész szamra, alaki részhalmazaibdl. A B(()OO) halmazrendszer ele-
meit az R> tér hengerhalmazainak fogom nevezni, mert az ilyen halmazok felirhatéak
B = Byx R™> alakban, By C R"™ alakban. A B halmaz B = Byx R alaku el6allitasaban
szereplo By halmazt az B hengerhalmaz tartojanak fogjuk nevezni. Ha By kompakt hal-
maz az (R™, B™) Euklideszi térben, akkor azt mondjuk, hogy a B halmaz egy kompakt
tartéju hengerhalmaz. Ha ennek a kompakt By halmaznak a dimenziéja n, akkor azt
mondjuk, hogy n = r(B) a B halmaz tartéjanak a dimenzidja. Megjegyzem, hogy egy B
hengerhalmaz B = By x R* alaku el6allitdsa nem egyértelmii. Valéban, az eléallitasban
szerepld By halmazt helyettesithetjiik példdul a By x R! halmazzal. Viszont, ha B kom-
pakt tartéju hengerhalmaz, akkor annak A = By x R*® alaku eléallitasa egy By kompakt
halmaz segitségével egyértelmii. Ezért egy B kompakt tartéju hengerhalmaz tartdjanak
r(B) definicidja értelmes fogalom.

Tétel egymasba skatulyazott kompakt tart6ji hengerhalmazok metszetének

tulajdonsagairdl. Legyen A1 D Ay D A3 D ---, A;j = K; x R™, ahol K; kompakt hal-

maz az (R™,B")) Buklideszi térben valamely n; paraméterrel, j = 1,2,..., egymdsba

skatulydzott kompakt tartoju hengerhalmazok sorozata az R>™ ‘végtelen dimenzios Euk-
oo

lideszi tér’-ben. Ha () A, =0, akkor létezik olyan N < oo index, amelyre Ay = 0.

n=1

A tétel bizonyitdsa. Azt kell beldtni, hogy amennyiben A, # () minden n = 1,2,...
indexre, akkor létezik egy = = (z1,22,...) € [) A, pont. Ha A = K x R® C A =

K x R két K és K alapti kompakt tart6ji hengerhalmazra, akkor r(A) < r(A4),

azaz a K kompakt halmaz dimenzidja kisebb vagy egyenld, mint a K halmazé. Innen

kovetkezik, hogy az r(A;) szdmok sorozata monoton né, ezért vagy lim r(A,) = oo
n—oo

vagy r(A;) = N valamely fix N pozitiv egész szammal minden elég nagy n indexre. Az
utébbi esetben a Tétel allitasa kovetkezik az egymésba skatulyazott kompakt halmazok
metszetérél szolé tételbdl. Ezért feltehetjiik, hogy lim r(A,) = occ.
n—oo
Legyen lim 7(A,) = oco. Ekkor minden A, = K,, x R* halmazbdl kivélasztha-
n—oo
tunk egy z(™ = (:cgn), a:;n), ...) € A, pontot. Megmutatom az tigynevezett atlés eljaras
segitségével, hogy a pozitiv egész szamok n = 1,2, ... sorozatanak van olyan Ny, No, - - -
részsorozata, amelyre létezik az Ty = lim x kNj ) (véges) hatarérték minden k = 1,2,. ..
j—00

indexre.
Valéban, mivel az A, halmazok kompakt tartdjui hengerhalmazok az R> térben
N®
van olyan Nl(l), N2(1), ... sorozat, amelyre létezik az z; = lim xi 77 hatarérték. Mivel

Jj—o0

r(A,) > 2 véges sok n index kivételével, ennek alkalmas
(NP NP (v NPy
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(N(2)

részsorozatara létezik az Ty = lim x, ° * hatdrérték. Hasonlbéan ldthatd, hogy mivel
j—00

r(Ay,) > k véges sok n index kivételével minden k szamra, ezért induktiv médon megkon-

strualhatjuk az egész szamok sorozatanak olyan egymadsba skatulydzott { V- 1(k), NQ(k), o}
részsorozatait minden k = 1,2,... indexre, amelyekre

k1) (k1 k) nr(k
(N NID Ly (NP NP,

és az Ty, = lim x, 7 ~ hatdrérték létezik minden k = 1,2,... indexre. Definidljuk az
j—00
N; =N j(J ) , 7 =1,2,... sorozatot. E sorozat elemeit esetleg véges sok tag kivételével
tartalmazza az {Nl(k), Nl(k)7 ...} sorozat minden k = 1,2,... indexre. Ezért létezik az
ZTr = lim xgﬁNj ) hatarérték minden k = 1,2,... indexre.
j—00
Azt allitom, hogy = = (Z1,T2,...) € A, minden n = 1,2,... szdmra, ahonnan
oo
kovetkezik a bizonyitand6 z € [ A, relacié. Valéban, legyen r(A,) = k,, azaz legyen
n=1
A, = K,, x R*® egy k,, dimenziés kompakt K, halmazzal. Ekkor (Z1,...,Zg,) € K,,
mert (Z1,...,Z, ) a hatarértéke az (:Z’ivj, . ,:Ei\g) sorozatnak, ha j — oo, tovabba e

sorozatnak esetleg véges sok tag kivételével minden eleme benne van a K,, halmazban, és
a K,, halmaz kompakt. Innen viszont kovetkezik, hogy T € A,,, és ezt kellett bizonyitani.

Megjegyzés. A fenti tétel konnyen levezetheté a topoldgia néhany klasszikus eredmé-
nyébdl is. A Tyihonov tételt érdemes alkalmazni, amely szerint kompakt topolégikus
terek direkt szorzata is kompakt. Jelen esetben ez az eredmény kozvetleniil nem al-
kalmazhatd, mert a szamegyenes nem kompakt. Viszont a topoldgia egy masik fontos
eredménye szerint a szamegyenesnek létezik igynevezett egy-pontos kompaktifikacidja.
Ennek segitségével a tétel levezetheto a Tyihonov tételbdl, és a kompakt halmazok tu-
lajdonsagaibdl. A részletek kidolgozasat elhagyom.

A Kolmogorov tétel bizonyitdsa. Definidljuk minden n pozitiv egész szamra és B €
B(™) Borel-mérheté halmazra az n-dimenziés Euklideszi tér Borel o-algebrdjaban a
C(n,B) = {(X(t1),...,X(tn)): (X(t1),...,X(tn)) € B} € By, 4, halmazt, ahol
Byi,,... 1,y jeloli az Ry, ¢ 1 Euklideszi téren bevezetett Borel o-algebrét. Jeldlje BE)F
az Osszes ilyen halmazbdl allé halmazrendszert, (ahol a {¢1,...,t,} halmaz n elemszdma
tetsz6leges) és definidljuk minden C(n,B) € Bl halmaz mértékét a u(C(n,B)) =
tity oty {(X(B1), .., X (Tn)): (X (t1),..., X(tn) € B}) képlet segitségével. Kiilonboz6
(n, B) péarok definidlhatjdk ugyanazt a C(n,B) halmazt, hiszen példdul C(n,B) =
C(n+k, B x RF) tetszbleges k > 1 szdmra, de a it ...ty mértékek konzisztencidjabol
kovetkezik, hogy egy C(n, B) € BI halmaznak eldbb bevezetett u(C(n, B)) mértékét
megadé képlet nem fligg a C'(n, B) halmaz reprezentaci6jatol.

Azt 4llitom, hogy BI' algebra, és p additiv halmazfiiggvény ezen az algebran.
Valéban, ha adott két C(ny, By) € BY és C(n1,B1) € BY halmaz, akkor ezen hal-
mazok megfelel§ reprezentacidjaval feltehetjiik, hogy n1 = no = n (az n = max(ny, ns)

20



véalasztassal). Innen adédik, hogy teljesiilnek a C(n, B1) U C(n, Bg) = C(n,B; U Bs) €
BY és C(n, B1) N C(n, By) = C(n, By N By) € BY. reldcidk, és

#(C(n, B1) U C(n, By)) = p(C(n, BLU By)) = u(C(n, B1)) + p(C(n, Ba)),

ha C(n,By) € Bl és C(n,By) € Bl diszjunkt halmazok. Az, hogy Ry \ C(n,B) =
C(n,R"\ B) € BY', ha C(n, B) € B nyilvdnvalé.

Be akarjuk latni, hogy p nemcsak additiv, hanem o-additiv is a BI algebran.
Ehhez elég megmutatni, hogy egymadsba skatulydzott C,, = C(k(n), By(n)), Cn € BY,
n=12,..., C; D Cy D C3 D, halmazok olyan sorozatéra, amelyre (| C, = 0

n=1
teljesiil a lim p(C)) = 0 relacid. Ezen allitas bizonyitasa érdekében rogzitsiink egy
e > 0 szamot, és vdlasszunk mindegyik C, halmazhoz olyan A;, = C(k(n), Ky(,))
halmazt, amelyre Kj,) kompakt halmaz az RF(™) Euklideszi térben, K k(n) C Brn)
és M{tl,...,tk<n)}(Kk(n)) > M{tl,...,tk(n>}(3k(n)> — 27", Ilyen A/ halmazok léteznek az
Euklideszi terekben mérheté halmazok approximalasardl szold tétel alapjan. Legyen

n
An = (] A}. Ezek olyan egymdsba skatulydzott kompakt tartéji hengerhalmazok az
j=1

Ry ‘végtelen dimenziés Fuklideszi tér’-ben, amelyek metszete iires. Ezért az egymésba
skatulyazott kompakt alapti hengerhalmazok metszetének tulajdonsigairdl szélo tétel
alapjan létezik olyan ng index, amelyre A,, = (. Innen kovetkezik, hogy u(Cp,) =

ng

no
1(Cry \ Angy) < Zlu(cj \ 4%) = Zl[u(Cj) — u(A})] < e Ezért u(Cp) < €, ha
Jj= j=
n > ng = no(e). Mivel ez az allitds minden € > 0 szdmra érvényes, ezért lim p(C,) = 0.
n—oo
Innen kovetkezik, hogy a fent definidlt p halmazfiiggvény valdszintiségi mérték a BE al-
gebran.

A Carathéodory-féle kiterjesztési tétel szerint a p valdszintiségi mértéket ki lehet
terjeszteni a B altal generdlt o-algebrdra, amely megegyezik a Kolmogorov tételben
definialt BT o-algebraval. Mésrészt

(Ot Bu)) = pag, oy, Y (LX (#) - X (E5,))0 (X (1) X(#5,)) € Ba})
a Kolmogorov tételben bevezetett C! halmazrendszer minden elemére. (A tétel ki-

monddsédben bevezetett CI és a bizonyitdsban hasznalt Bl o-algebrak megegyeznek.)

Végiil megjegyzem, hogy az a tény, hogy a u mértéket az (Rp,Br) téren egyér-
telmlien meghatdarozzdk a g, .. . 1 mértékek kovetkezik a Carathéodory tételnek a
mértékek kiterjesztésének egyértelmiiségérol szold részébol.

A Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozata konnyen levezetheté a mar bizonyi-
tott Kolmogorov tételbol. Ratérek ennek indoklasara.

Eloszlasfiiggvények és valdszintiségi mértékek konzisztenciajat hasonléan definidl-
tuk. A legjelentosebb kiilonbség a két definicié kozott az, hogy az eloszlasfiiggvények

konzisztencidjanak a definiciéjaban az eloszlasokat t1,...,t, sorozatokkal, mig valdszi-
niiségek konzisztencidjanak a definiciéjaban a valdszinliségi mértékeket {tq,...,¢,} hal-

mazokkal indexeltiik. Ha ugyanannak a halmaznak az elemeit més sorrendben soroljuk
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fel, és mindegyik sorozathoz hozzarendeliink egy eloszlasfiiggvényt, akkor ezt konzisztens
modon kell tenni. Ezt a kovetelményt fogalmazza meg az eloszlasfiiggvények konzisz-
tencidjat megadd definicié a) feltétele. Igaz a kovetkezd egyszer(i lemma.

Eloszlasfiiggvények és valésziniiségi mértékek konzisztencidjanak kapcsola-
tarol szolé lemma. Legyen adva eqy T megszdmldlhatoan végtelen halmaz €s azon
a T halmazbeli értékeket felvevd véges sorozatokkal indexelt Fy, . (x1,...,zy) elosz-
lasfiigguények egy konzisztens rendszere. Jelolje Ry a T halmazon értelmezett valos
fuigguények terét, és definidljuk az Rg Fuklideszi teret a hozzdtartozo Bg o-algebrdval
minden véges S C T halmazra gy, mint ahogy azt az Euklideszi terek megadasa véges
halmazokon értelmezett fliggvények tereként definicioban tettik. Rendeljik hozzd min-
degyik Fy, ..+, eloszldsfigguényhez azt a pigy, .. 4.y mértéket az Ry, . 4.y Buklideszi tér
Bit,,.. 4.y o-algebrdjan, amelyre pgy, ¢y ({(ut, .o un): w1 < gy un < @y, }) =
Fy ot (Xt -y mg,) minden xy,, ..., 3y, értékre. A pugy, . 4.y mértékek konzisztensek.

Bizonyitds. Az eloszlasfiiggvények konzisztencidjardl szolé definicié a) feltétele szerint

ity oty (LU un)t ur <y un <, })
alaku valdszintiségeket egyértelmiien definidltuk. Innen kovetkezik, hogy az Fi, . ¢
eloszlasfiiggvények egyértelmiien meghatarozzak a

n

Pty oty L (un, - ug) an <uy < by, an <up < byt
alaku valoszintiségeket, illetve véges sok diszjunkt téglatest unidjanak a pigs, .. ..y valo-
szinliségét is. Mivel az ilyen halmazok algebrat alkotnak, a Carathéodory tétel alapjan
a diszjunkt téglatestek véges unidinak a mértékei a g, . 4,1 mértékeket egyértelmiien
meghatarozzak. Hasonléan lathatd, hogy a b) feltétel e mértékek konzisztencidjat is
biztositja.

A Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozatanak a bizonyitasa. Vezessiik
be minden {ti,...,t,} C T halmazra azt a p, . ¢y mértéket az Ry, ;1 BEuk-

lideszi tér By, . 1,1 o-algebrajan, amelyre pugy, ¢y ({(u1,. .. un): w1 < o1,..0,u, <
rn}) = Fy.4,(21,...,2,) minden zy,...,2, értékre. Ezek a pg, . .1 mértékek

konzisztensek, ezért alkalmazhatjuk rajuk a Kolmogorov tételt. Tekintsiik a Kolmogorov
tételben szerepl6 u mértéket. Nem nehéz belatni, hogy ez teljesiti a Kolmogorov tételben
el6irt tulajdonsiagokat. A p mérték egyértelmiisége konnyen kévetkezik a Carathéodory-
féle kiterjesztési tételbol.

Példa. Legyen adva Fj(z), j = 1,2,..., eloszlasfiiggvények végtelen sorozata. Ekkor
a Kolmogorov-féle alaptétel eredeti véltozatabol egyszertien kovetkezik, hogy 1étezik
valoszinliségi mez6 és azon fiiggetlen valdszinliségi valtozdk olyan &1,&s, ... sorozata,
amelyre a §; valoszintiségi valtozé eloszlasa Fj(z) minden j = 1,2, ... indexre. Valéban,

nem nehéz ellendrizni, hogy az Fj, . ;. (z1,...,2,) = [] Fj,(z;) fliggvények tobbval-
=1

tozds eloszlésfliggvények, (azaz teljesitik a Tétel Bl feltételeit), és ezek az eloszlasfligg-
vények konzisztensek. (Jelen esetben a T = {1,2,...} halmazt véalasztunk indexhal-
maznak.) Ezutdn a Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozatanak kovetkezménye biz-
tositja, hogy létezik a kivant tulajdonsagui valdszintiségi valtozok sorozata. Hasonldéan
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lathat6, hogy ha adva van tébbvaltozds Fj(-), j = 1,2,. .., eloszlasfliggvények végtelen
sorozata, akkor létezik fliggetlen vektor értékdl &;, 7 = 1,2,... valésziniiségi valtozok
olyan sorozata, amelyre §; I eloszlasu.

Megtargyalom a Kolmogorov-féle egy dltalanositasat, amely egyszertien kovetkezik
az eredeti eredménybdl. Ez fontos bizonyos vizsgalatokban.

Legyen adva egy T nem feltétlenil megszdmldlhatoan végtelen indexhalmaz és
legyen minden véges t1,...,t, halmazbeli sorozathoz hozzarendelve egy Fy, . ;. elosz-
lasfiggvény gy, hogy ezek az eloszlasfiiggvények konzisztensek. Bizonyos vizsgalatok-
ban hasznos tudni, hogy minden ilyen esetben létezik egy valdsziniiségi mez6 és azon
olyan &, t € T, valdszinliségi valtozok, amelyek véges dimenzids eloszlasfliiggvényei
ezek az Fy, . (x1,...,x,) figgvények. Ezt az allitdst nem nehéz visszavezetni a
Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozatara az alabbi egyszeri lemma segitségével.
Ezen lemma tulajdonképpen annak a ténynek a kovetkezménye, hogy megszamlalhato
sok megszamlalhaté szamossagi halmaz unidja szintén megszamlalhatd szamossagu.

Lemma végtelen halmazokon definialt fiiggvények terén definialt o-algeb-
rakrdl. Legyen T egy (nem feltétleniil megszamldlhatéan) végtelen halmaz, és jeldlje
Rp az osszes T halmazon definialt valds szam értéki figguénybdl dllo halmazt. Jelolje
U a T halmaz osszes megszdmlalhato részhalmazabol allo halmazrendszert, és minden
U = {tuq)stu), - €U halmazra definidljuk a kovetkezd By o-algebrdt az Rt halmaz
részhalmazain. A By o-algebra elemei az

{(X(t), te T)I (X(tu(l)),X(tu(Q)), .. ) € B} C Ry

alaki halmazok, ahol U = {t,),tu),...}, B € B®, és B® a végtelen x1, xa,...
valds szamokbdl dllo sorozatokat tartalmazo R térben kordbban definidlt B> o-algebra.
Definidljuk az Ry részhalmazaibol allo

Br=|]J Bu

Ueu
halmazrendszert. A Br halmazrendszer o-algebra az Ry téren.

A lemma bizonyitisa. Nem nehéz ellenorizni, hogy a By, U € U, halmazrendszerek

valéban o-algebrdk. Tekintstink egy B; € Br, j = 1,2,..., megszamlalhaté halmaz-

sorozatot. Ekkor léteznek olyan U; € U, j = 1,2,..., halmazok, amelyekre B; € By,.

Legyen U* = |J U;. Ekkor U* € U, és Bj € By~ minden j = 1,2,... szdmra. Ezért
=1

o0 ! oo

U B;j € By~ C Br, () Bj € By~ C Br, és RT\ Bj € Br, mivel By- o-algebra. A

lemmaét bebizonyitottuk.

Ezutan be tudjuk bizonyitani a Kolmogov-féle alaptétel minket érdekld altalanos
alakjat.
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A Kolmogorov-féle alaptétel altalanos alakja. Legyen adva egy T (nem feltétlendil
megszdmldalhatéan) végtelen halmaz, és minden véges t1,...,t, T-beli értékeket felvevd
sorozathoz legyen hozzdrendelve eqy Fy, . 4, (T1,...,2n) eloszldsfigguény. Legyenek ezek
az eloszlasfigguények konzisztensek. Jelélje Rr a T halmazon definidlt valos értéki
fugguények halmazadt, és definidaljuk a By o-algebrdt az R téren gy, ahogy azt az elozo
lemmaban tettik. Ekkor létezik pontosan egy olyan p valdsziniségi mérték az (Rr, Br)
téren, amelyre

p({(X(@),teT): X(t1) <xty,...,X(tn) <zt }) = Fpy (@1, .., Tp) (2)

mindenn = 1,2, ..., pozitiv egész szamra, t1,...,t, T halmazbeli értékeket felvevd véges
sorozatra €s Ti,, ..., Ty, valos szdmokra.

A fenti tételbol kovetkezik, hogy a Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozatanak
kovetkezményeként megfogalmazott eredmény érvényes marad akkor is, ha T tetszéleges
végtelen, nem feltétlentil megszamlalhaté halmaz.

A Kolmogorov-féle alaptétel dltaldnos alakjinak bizonyitdsa. A bizonyitasban a végtelen
halmazokon definidlt fiiggvények terén definialt o-algebrakrél szolé lemma jelolését fo-
gom hasznalni. A Kolmogorov-féle alaptétel eredeti véltozata alapjan minden U =
{tu(1), tu)s - - - } € U halmazra létezik olyan py mérték a By o-algebran, amelyre

N’U({<X(t)7 te T) X(tU(h)) < Lto(jyyse - 7X(tu(jn)) < Lt (i })

= Froiyetuin Ttugy o Ttugo)

minden ty(;,),---,tyj,) U-halmazbeli véges sorozatra és Ttyiyr s Ttugn) szamokra.
Nem nehéz ellendrizni mértékek algebrardl az algebra &altal generalt o-algebrara valod
kiterjesztésének egyértelmiisége alapjan, hogy amennyiben B € By, és B € By, két
kiilonboz6 Uy € U és Us € U halmazra, akkor py, (B) = uy,(B). (E tulajdonsig
ellenérzését redukalhatjuk arra az esetre, amikor Uy C Us.) Ez lehetévé teszi, hogy
a u(B) = py(B), ha B € U, U € U, képlet segitségével definidljunk egy p hal-
mazfliggvényt a By o-algebran. Felhasznélva, hogy megszamlalhaté sok megszamlalhaté
szamossagui halmaz unidja megszamlalhatd, konnyen lathatjuk, hogy p o-additiv hal-

mazfiiggvény. Ugyanis, ha B; € Br, j = 1,2,..., diszjunkt halmazok, akkor mindegyik
oo

B; halmaz eleme a By, o-algebranak valamely U; € U halmazra. Legyen U* = |J U;.
j=1

Ekkor U* € U, U; € By~ minden U;, j = 1,2,... halmazra. Ezért a py- mérték

o-additivitasabdl kévetkezik, hogy > u(Bj) = p ( U Bj>.
j=1 j=1
A p mérték definiciéjabdl kovetkezik, hogy teljesiti a (2) tulajdonsdgot. Az adott
tulajdonsagu p mérték egyértelmiisége egyszertien kovetkezik abbdl, hogy mértékek
kiterjesztése algebrardl az algebra altal generalt o-algebrara egyértelmii. A tételt bebi-

zonyitottuk.

A Kolmogorov-féle alaptétel altaldnos alakja fontos eredmény a sztochasztikus
folyamatok elméletében. Bar ez nem téméja a jelen eloadassorozatnak, mégis tanulsagos
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roviden ismertetni néhany problémat e témakorben, és megvizsgdalni, hogy milyen segit-
séget nyujtanak ezek vizsgdlataban a most bizonyitott eredmények. Ennek érdekében
el6szor bevezetem a kovetkezo fogalmakat.

Sztochasztikus folyamat és sztochasztikus folyamat trajektoriajanak a defi-
niciéja. Legyen adva eqy T (paraméter)tartomdny. Eqy T paraméterd sztochasztikus
folyamaton a T halmaz elemeivel indezxelt Xi(w) = X (t,w) valdszindségi valtozok rend-
szerét értjik eqy Q, A, P) valdszintliségi mezén. A sztochasztikus folyamat trajektoridin
a T paramétertartomdnyon definidlt X (-,w) fligguényeket értjik rogzitett w € Q elemi
eseményekre.

A sztochasztikus folyamatok elméletében a leggyakrabban megjelené feladatokban
a T paramétertartomany a szamegyenes, a pozitiv szamok halmaza, egy intervallum
vagy a (pozitiv) egész szamok halmaza. A T paraméterhalmaz t € T elemeit ilyen
esetekben altalaban idépontként szoktdk interpretalni.

Egy X (t,w) sztochasztikus folyamatot dltaldban gy szoktak definidlni, hogy meg-
adjéak véges dimenziés eloszldsait, azaz az (X (t1,w),..., X (tn,w)) véletlen vektor el-
oszlasat minden véges t1,...,t, € T sorozatra. A Kolmogorov-féle alaptétel altalanos
alakja szerint, ha az eloszlasfiiggvények konzisztensek, akkor ilyen médon mindig egy
1étez6 sztochasztikus folyamatot definialunk.

Valéjaban a probléma nehezebb. Ugyanis, amikor sztochasztikus folyamatokat vizs-
galnak, akkor fel szoktak tételezni azt is, hogy annak trajektériai szépek. fgy példaul, ha
a T paramétertartomdany a szamegyenes vagy egy intervallum, akkor gyakran felteszik,
hogy a sztochasztikus folyamat trajektoriai folytonosak. Felmeriil a kérdés: Mikor van
jogunk ezt feltenni?

A Kolmogorov-féle alaptétel nem nyujt segitséget e kérdés vizsgdlataban. Valéban,
legyen adva egy X(t,w), 0 < t < 1, sztochasztikus folyamat a [0, 1] intervallumon.
Vegyiik észre, hogy a Kolmogorov-féle alaptétel csak annyit allit, hogy a sztochasztikus
folyamat véges dimenzids eloszlasai meghatarozzak az

{w: (X(tl,w),X(tg,w), .. ) S B}

alakt halmazok val6szintiségét, ahol tq, %o, ... szdmsorozat a [0, 1] intervallumon, és B
mérhetd halmaz az (R°°, B>) téren. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy olyan események
valésziniiségérol beszélhetiink, amelyek az X (¢, w) sztochasztikus folyamat megszamlal-
hatéan végtelen sok t; koordinatdjatdl fiiggnek. Ahhoz viszont, hogy egy fliggvényrdl
eldonthessiik, hogy folytonos-e, minden pontban ismerniink kell az értékét. Tehat a
Kolmogorov-féle alaptételben nem definidltuk annak az eseménynek a valdszintliségét,
hogy egy sztochasztikus folyamat trajektoriai folytonosak. Annak eldontése, hogy mikor
van ennek az eseménynek valdszintisége, és az mikor egyenlo eggyel kiilon vizsgélatot
igényel. Ez azonban nem téméja a jelen eléadassorozatnak.

Viszont egy hasonlé probléméval ebben az eléadassorozatban is taldlkozunk. Be
fogom vezetni a Poisson folyamatokat. FEzt gy fogom tenni, hogy megadom a Pois-
son folyamatok véges dimenzids eloszlasait. De ezenkiviil azt is meg fogom kovetelni,
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hogy a Poisson folyamat trajektoridi bizonyos egymést kovetd (véletlen) intervallumokon
konstans (egész) értéket vegyenek fel, és szomszédos intervallumok kozott 1-et ugor-
janak. Az, hogy létezik Poisson folyamat (ilyen trajektdéridkkal) szintén nem kovetkezik
a Kolmogorov-féle alaptételb6l. A Poisson folyamatok létezését specidlis konstrukecié
segitségével fogom belatni.

Kiegészités.
Ismertetem a mértékelmélet egyik klasszikus eredményét mértékterek végtelen szorza-
tarol és megtargyalom ennek kapcsolatat a Kolmogorov-féle alaptétellel.

Tétel mértékterek végtelen szorzatardl. Legyen adva végtelen sok (2, An, tin),
n=1,2,..., valoszinlségi mezd. Létezik ezeknek

(0%, A, 1) = (H O, [T Ans ] ;m)
n=1 n=1 n=1

végtelen direkt szorzata. Részletesebben kifejtve ez a direkt szorzat olyan valosziniiségi

oo

mezd, amelyben Q> = [] Q, a végtelen (w1,wa,...) sorozatokbdl dllo tér, A>® az
n=1

Ay X v Ay X Ay X Qg X -+, Ay € Ay, 1 < § < n, alaki hengerhalmazok dltal

generdlt o-algebra. A s mértéket gy definidaljuk, hogy
ILLOO (A1 X X An—l X An X Qn_|_1 X ) = ,u(Al) .. ,M(An—l),uln(An)

minden n = 1,2,... szamra és A; € Aj, 1 < j < n, halmazra. Ez a halmazfiggvény
egyértelmien kiterjeszthetd o-additiv halmazfiigguénnyé az Ao o-algebrara, és igy defi-
nialjuk o keresett u°>° mértéket.

E tételbdl kivetkezik, hogy ha léteznek (Q2;, A;, P;) valészintiségi mez6k és azokon
&, valdszintiségi valtozok, amelyek értékeiket valamely (éltalanos) (Yj,);) mérheto te-
rekben veszik fel, j = 1,2,..., akkor létezik egy (Q,.A, P) valbszintiségi mezé (az
(Q;, A;, P;) valészintiségi mezok direkt szorzata), és azon fiiggetlen éj, jg=12...,
valoszinliségi valtozok sorozata ugy, hogy a &; és éj valoszinliségi valtozok eloszlasa
megegyezik.

Hogy viszonylik ez az allitas a Kolmogorov-féle alaptételhez? Lattuk, hogy a
Kolmogorov-féle alaptételnek is van egy hasonlé kovetkezménye. Egy lényeges kiilonbség
azonban van az itt targyalt és a Kolmogorov-féle alaptétel kovetkezményeként kapott
allitas kozott. A Kolmogorov-féle alaptételben valds szam értékii, mig itt értékét tetszo-
leges mérhet6 térben felvevo valdszintiségi valtozokat tekintettiink. Valéjaban a mérték-
terek végtelen szorzatarol szolé tétel kovetkezményeként kapott eredmény nem vezetheto
le a Kolmogorov-féle alaptételbol.

A Kolmogorov-féle alaptétel bizonyitasa felhasznalja a kompakt tartéju hengerhal-
mazok bizonyos tulajdonsagait, igy topologiai jellegli érveket is tartalmaz. Kihasznélja
azt, hogy a valdsziniiségi valtozdk valds értékiliek, pontosabban azt, hogy egy olyan
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térben veszik fel az értékeiket, amely szép topoldgiai tulajdonsagokkal rendelkezik. A
mértékterek végtelen szorzatardl szolo tételben semmilyen feltételt nem kell feltenni a
mértékterek topologiai tulajdonsagairol. Bar szamunkra ennek nincs jelentosége, bi-
zonyos kutatasokban vizsgaljak, hogy mely mértékelméleti allitasok érvényességéhez
kell feltenni, hogy a tekintett mérheto tér bizonyos szép topoldgiai tulajdonsiagokkal
rendelkezik, és mely mértékelméleti allitasok igazak minden topoldgiai megkotés nélkiil.
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