Stacionarius sorozatok eldrejelzése.

Ebben az el6adasban a kovetkezd kérdést fogom targyalni: Tekintsiik valdszinliségi

valtozok egy olyan ..., X _1, Xo, X1, ... stacionarius Gauss sorozatat, amelyre EX,, =0
(minden n = 0 £ 1,£2,... indexre), és legyen megadva ennek a sorozatnak az r(n) =
E X, Xk4n kovarianciafiiggvénye, n = 0,1,2,.... Ha ismerjiik e sorozat multbeli vi-

selkedését egy n id6pontig, azaz az X;(w) valdsziniliségi véaltozénak tudjuk az értékét
minden —oo < j < nindexre, akkor hogyan lehet megadni az X,, 11 valdszintiségi valtozo
legjobb becslését ezen informaciok segitségével?

Elészor megfogalmazom a feladatot kissé pontosabban. Az X, —oco < j < n, va-
16szintiségi valtozoknak olyan f(X;,j < n) fiiggvényét keressiik, amelyre az E(X 41 —
f(X;, 7 < n))? minimalis. Més szavakkal az X, valészinfiségi valtozé legkisebb hi-
baju becslését keressitk az X;, —oo < j < n, valdsziniiségi valtozok segitségével, ahol a
becslés hibajat ugy definidljuk, mint a tekintett valdsziniiségi valtozo valddi és becsiilt
értéke kozotti kiilonbség négyzetének a varhatd értékét.

Vegyiik észre, hogy a legjobb becslés megtaldlasanak a kérdése a feltételes varhatd
érték tulajdonsigai miatt megegyezik azzal a probléméval, hogy taldljuk meg a X, 1
valészintiségi valtozé feltételes varhato értékét, feltéve az X ;, —oo < j < n, valésziniiségi
valtozok altal generalt o-algebrat. Ez a feladat atfogalmazhaté a kovetkezd modon is.
Tekintsiik az (2,4, P) valészintiségi mez6én azon & valdszintiségi valtozok Osszességét,
amelyekre F¢? < oo, és vezessiik be kozottik a (£,17) = EE7 skalarszorzatot. (A te-
kintett valésziniiségi valtozok lehetnek komplex értékiiek is, és 7(w) az n(w) komplex
konjugaltjat jeloli.) Ilyen médon bevezettiik a négyzetesen integralhaté valészintliségi
valtozok altal generalt Hilbert teret, és az elobb megfogalmazott feladat ekvivalens
modon tugyis atfogalmazhatd, hogy meg kell adnunk a Hilbert tér X, elemének a
vetiiletét a tekintett Hilbert térnek az X;, —oo < j < n, valészintségi valtozok altal
generalt o-algebra szerint mérhetd négyzetesen integralhato valdsziniiségi valtozokbol
all6 alterére. Ez a feladat a tekintett X; valdszintiségi véltozok (egylittes) Gauss
eloszlasa miatt tovabb egyszeriisithetd. A keresett feltételes varhaté érték megegyezik
az X1 valoszintiségi valtozd vetiiletével az X;, —oo < j < n, valdszintiségi valtozok
(megszamlalhatd) linedris kombindciéibdl allé altérre, azaz a keresett becslés az az
o0

Y = > ¢; X, valdszintiségi véltozé (EY? < o0), amelyre EX;(X,41 —Y) = 0
j=0

minden —oco < j < n indexre. (Lasd az aldbbi feladatot.)

Feladat:
Legyenek Y és X1, Xo, ..., egyiittesen normaélis eloszldsi (nulla varhato értéki) valdszi-
niségi valtozok. Ekkor az Y valdszintiségi valtozo Z vetiilete az X1, Xo, ... valdsziniiségi

valtozdk négyzetesen integralhatd linedris kombinacidi altal kifeszitett altérre (a masodik
momentummal rendelkezé valdszintiségi valtozokbol allé Hilbert térben) merdleges min-
den az X1, Xo, ... valdszintliségi valtozok altal generdlt o-algebrara mérhetd négyzetesen
integralhaté valdszintiségi valtozora. Ez azt jelenti, hogy ez a vetiilet megegyezik az
E(Y|X1, Xo,...) feltételes varhaté értékkel.

Segitség: Vegylik észre, hogy az Y — Z, X1, X5, ... valdsziniiségi valtozdk egyiittesen
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normaélis eloszldsiak, ezért az E(Y —-2)X; =0, j = 1,2,. .., relaciokbdl kovetkezik, hogy
az Y —Z valészintiségi valtozo fiiggetlen az (X1, Xo, ... ) vektortdl. Ezért Y —Z fiiggetlen
az X; valészinliségi valtozok minden f(X, Xo,...) fiiggvényétdl is. Tovabba E(Y —
Z) = 0. Ez azt jelenti, hogy E(Y — Z) f(X1, X2,...) = 0 minden az X1, Xo,... val6szi-
niiségi valtozok altal generdlt o-algebrara mérheté méasodik momentummal rendelkezo
f(X1, Xs,...) valoszintiségi valtozora.

A fentiek alapjan a feladat atfogalmazhaté dgy, mint egy a kovarianciafiiggvény

segitségével felirhaté végtelen linearis egyenletrendszer megolddsa. (Az ismeretlen c;
o.@]

egylitthatékat kell megtaldlni a R(n+1—k) = EX; X411 = EY Xy, = Y ¢;EX,_; X} =
j=0

o.¢]

Y. ¢jR(n —j — k), —oo < k < n, egyenletrendszerben.) Annak érdekében, hogy
i=0

; megoldasrél bizonyos hasznosabb informéacidkat nyerhessiink, érdemes a feladatot
mas formaban is targyalni. El6szor bevezetek néhany fogalmat és megadok néhany
a Hilbert terek alapveto tulajdonsagait felhasznalé eredményt bizonyitas nélkil. Ezek
kissé pongyolan fogalmazva azt allitjak, hogy a feladatot redukélni lehet két eset vizs-
galatara, amelyek koziil az els6 eset azt jelenti, hogy mar a nagyon régi megfigyelések
is egyértelmiien meghatarozzak a rendszer tovabbi viselkedését, a masodik eset pedig
azt, hogy a nagyon régi megfigyelések szinte semmi informéaciét nem adnak arra, hogy
mi torténik a jovoben.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

H = B(X;, —00 < j < 00), H, =B(X;, —co<j<n), —oo<n<oo,

A fenti jelolésekben B(X;, j € T), ahol T az egész szamok valamely részhalmaza,
a T halmaz elemeivel indexelt X; valdszinliségi valtozok véges linearis kombinacidit
tartalmazdé legsziikebb Hilbert teret jeloli, S pedig a legnagyobb minden H,, Hilbert tér
altal tartalmazott Hilbert tér.

Advaegy X,,, n=...,—1,0,1,2,..., stacionarius sorozat vezessiik be a kovetkezd
U shift operatort az X, valészintliségi valtozok altal kifeszitett H Hilbert térben: UX,, =
Xpt1, n=...,—1,0,1,..., éshay = f(X,, —co < n < ) € H, akkor ennek UY

eltoltjat (shift-jét) az UY = U f(X,, —oo < n < o0) = f(UX,, —00o < n < o0) € H
képlettel definialjuk. Akkor és csak akkor neveziink valdszintiségi valtozok egy Y,,, n =
...,—1,0,1,..., sorozatat az X,,, n=...,—1,0,1,..., sorozat aldarendelt sorozatanak,
ha Y, € H, s6t az Y,, € H, relacid is teljesiil minden n = ..., —1,0,1,..., ahol H,
az (1) formuldban van definidlva, és UY,, = Y,,41 minden n = ..., —1,0,1,... indexre.
Egy Y,, n=...,—1,0,1,..., az X,, sorozatnak aldrendelt sorozat nyilvanvalé mdédon
szintén stacionarius.

Szingularis stacionarius sorozat definiciéja. Fgy Y,, n = ...,—1,0,1,... sta-
ciondrius (Gauss) sorozatot szinguldrisnak nevezink, ha S = H. A H = B(Y;, —o0 <
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j < ), H, = B(Y;,—00 < j < n), S = () H, az (1) képlethez hasonléan

definidljuk. Az egyetlen kiulonbség az, hogy jelen esetben az Y, sorozat segitségével
definialjuk o H, H, és S Hilbert tereket.
Regularis stacionarius sorozat definicidja. FEgy Z,, n = ...,—1,0,1,... sta-
ciondrius (Gauss) sorozatot requldrisnak nevezink, ha S =0. A H = B(Z;, —c0 < j <
o0
), H, = B(Z;, —oc0o <j<mn), S= () Hp az (1) képlethez hasonloan definidljuk.
n=—00

Az egyetlen kilonbség az, hogy jelen esetben a Z, sorozat segitségével definidljuk a H,
H, és S Hilbert tereket.

Ervényes a kovetkezd egy staciondrius (Gauss) sorozat felbontdsardl szolé tétel.

Tétel stacionarius sorozat felbontasardl a sorozatnak alarendelt regularis és

szingularis sorozatok oOsszegére. Legyen X,,, n = ...,—1,0,1,..., stactondrius
(Gauss) sorozat. Ekkor ennek létezik olyan
Xy =Yy 4 Zn, n=...,—1,0,1,... (2)

elodllitasa valdsziniiségi valtozok két sorozatdnak az dsszegére gy, hogy

a) Yo, n=...,—-1,0,1,..., az X,,, n = ...,—1,0,1,..., sorozatnak aldrendelt szin-
guldris sorozat, Z,, n=...,—1,0,1,..., az X,,, n =...,—1,0,1,..., sorozatnak
aldrendelt requldris sorozat.

b) AzY,,n=...,—1,0,1,...,és Z,, n=...,—1,0,1,..., sorozatok korreldlatlanok,
azaz
Cov(Y,,Zn) =0 mindenn,m=...,—1,0,1,... szdmpdrra.

Az X,, sorozat felbontdsa az alabbi tulajdonsdgi sorozatok dsszegére egyértelmd.

HaY,,n=...,—1,0,1,..., szingularis sorozat, akkor e sorozat tetszoleges Y} ele-
me benne van a H_y(Y;,—oco < j < —N) Hilbert térben barmilyen nagy N indexre.
Ez azt jelenti, hogy az Y,, sorozat multjanak ismerete barmilyen régi idépontig ele-
gend6 ahhoz, hogy az Y} valészintliségi valtozot pontosan rekonstrualjuk. Ha Z,,, n =
...,—1,0,1,..., regularis sorozat, akkor valamely tetszoleges Y, elemének a vetiilete a
H_n(Y;,—o00 < j < —N) Hilbert térbe nagy N indexekre tart nulldhoz. Ez informélisan
azt jelenti, hogy a nagyon régi megfigyelések alig adnak informaciét egy Y valdszintiségi
valtozo becslésére. Igaz a kovetkez6 Wold felbontasnak nevezett eredmény.

Tétel (Wold felbontés). Legyen X,,, n = ...,—1,0,1,..., requldris staciondrius
sorozat. Ekkor létezik olyan az X, sorozatnak aldrendelt V,,, n = ...,—1,0,1,...,
stacionarius sorozat €s valdos szamok olyan ci., k = 0,1,2,... sorozata, emelyekre EV,, =
oo
0, EV2=1, EV,V,, =0, han #m, Y ¢ = EX?, és
k=0
oo
X, = chVn_k minden n = ..., —1,0,1,... indexre. (3)
k=0



Megforditva, ha az X,,, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius sorozatnak létezik az adott
tulajdonsdgu reprezentdcioja, akkor ez a sorozat regquldris.

1. feladat. Legyen egy X,, n = ...,—1,0,1,..., stacionarius sorozat el6allithaté
egy Wy, W,, € B(Xj,—00 < j < o), n = ...,—1,0,1,..., nulla varhat6 értéki 1
szorasnégyzeti korrelalatlan elemekbdl all6 staciondrius Gauss sorozat mozgd atlaga-
ként, (egy ilyen tulajdonsagokkal rendelkez6 W, sorozat fiiggetlen, standard normalis

o
valészintiségi valtozokbol all), azaz 1étezzen valés szdmok olyan dg,dy, ..., > |d,|* =
n=0
EX? < oo, sorozata, amelyek segitségével az X, sorozat tagjai eléallithatéak X, =
> dgWp—g, n=...,—1,0,1,... alakban. Ekkor X,, n =...,—1,0,1,..., reguldris
k=0

staciondrius sorozat.

2. feladat. Legyen egy X,,, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius sorozat eldallithato egy
Wp,n=...,—1,0,1,..., nulla varhato értékii 1 szérasnégyzetii korrelalatlan elemekbol

allé W, staciondrius Gauss sorozat X,, = > dyW, _, mozgdatlagaként. Ekkor |do|
k=0
egyenl6 az X, vektor tavolsagaval a B(W;, —oo < j < 0) altértél. Ezért, ha X, =

oo

> Vg, n=...,—1,0,1,... alakid az X,, sorozat Wold felbontésa, akkor |dy| < |co|-
k=0

3. feladat. Legyen W,,, n = ...,—1,0,1,..., fiiggetlen nulla varhat6 értékli 1 szérasu
valoszinliségi valtozék sorozata, d,,, n = 0,1, ..., valés szdmok olyan sorozata, amelyre

o0 oo

S d? < oo. Ekkor a Y d, W, sorozat 1 valésziniiséggel konvergal.

n=0 n=0

Segitség. Mutassuk meg a Kolmogorov egyenlStlenség segitségével, hogy a Zy(w) =

N
> doWyh(w), N=0,1,2,..., sorozat 1 valészintiséggel Cauchy sorozat.

n=0

A fenti eredmények a Hilbert terek &ltaldnos tulajdonségait hasznaljdk ki. Igy
példaul a Wold felbontésban szerepl6 Vi valdsziniiségi véaltozdkat és a (3) formuldban
szereplo felbontast tgy kapjuk meg, hogy minden n szamra tekintjik a H,_1 Hilbert tér
D,, ortogonalis kiegészit6jét a H,, Hilbert térre, és vesziink ebben egy 1-re normdlt V,,
vektort. Némi munkaval meg lehet mutatni, hogy ezeket a V,, vektorokat valaszthatjuk
ugy, hogy ily médon egy az X, sorozatnak aldrendelt (ortonormalt elemekbél allo)
staciondrius sorozatot kapjunk, amelynek elemei egyben a H Hilbert tér ortonormaélt
bazisat alkossak. Az X, valdszintiségi valtozok sorfejtéseként ezen bézis alapjan meg-
kapjuk a (3) formulat.

Az igy kapott eredmények azért nem kielégitéek szamunkra, mert 6nmagukban nem
elegend6ek ahhoz, hogy megkapjuk a minket érdeklo predikciot. Nem nehéz belatni,

hogy az X,, valésziniiségi valtozé legjobb becslése az X, j < 0 valdsziniiségi valtozok
oo

segitségével a > ¢V, valészintiségi véltozd, de eddigi ismereteink nem elegenddek
k=n

ahhoz, hogy explicit médon megadjuk a ci egyilitthatokat és kiszamoljuk azt, hogy

a V,, valdsziniiségi véltozok hogy fejezhetdk ki az X; valdszintiségi véltozok linedris
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kombinaciéjaként. Tovabbi probléma, hogy az eddigi eredmények nem mondjidk meg,
hogy egy ismert kovarianciajui Gauss folyamat mikor reguléris, és ha nem regularis,
akkor hogyan lehet megtaldlni a sorozat (2) formuldban megadott felbontasét.

Annak érdekében, hogy ezekre a kérdésekre legalabb részleges valaszokat adhas-
sunk, sziikségiink van az analizis néhany klasszikus eredményére. Eloszor ismertetem
a Bochner tételt pozitiv definit fliggvények jellemzésérol, amely lehetové teszi annak
megmutatasat, hogy egy staciondrius sorozat kovariancia fiiggvénye el6allithato, mint
egy ugynevezett spektral mérték Fourier transzformaltja. Definidljuk el6szor a pozitiv
definit fliggvényeket.

Pozitiv definit fiiggvények és sorozatok definiciéja. Azt mondjuk, hogy egy f(t)
fligguény a szdmegyenesen pozitiv definit, ha minden t1,...,tN valos €s z1,...,zn kom-
plex szamokbdl allo szam n-esre teljestil a

N
Z ZZkizf(tk —t) >0

k=11=1

egyenlotlenség, ahol zZ a z komplex szam konjugdltjdat jelols.

Hasonléan ha a(n), n = ...,—1,0,1,..., az egész szamokkal indexezett szamsoro-
zat, akkor ezt a sorozatot akkor és csak akkor nevezzik pozitiv definitnek, ha minden
Q1,...,aN €g€sz €S z1,...,zN komplex szamokbol dallo szam n-esre teljesil a

N
ZszZla(nk — nl) >0

k=11=1
egyenlotlenség.

Feladat: Mutassuk meg, hogy az fi(x) = €%, t valds szam, fiiggvény pozitiv definit
fiiggvény minden (valés) = paraméterre, ar(n) = e*", n = ..., —1,0,1,..., pozitiv
definit sorozat minden egész k szamra.

A Bochner tétel a pozitiv definit sorozatok és fiiggvények jellemzését adja. Sza-
munkra a kovetkezo egyszerli lemma miatt érdekes ez az eredmény.

Lemma. Ha X (t), —oco < t < 00, staciondrius sztochasztikus folyamat, akkor az R(t) =
EX(s)X(t + s) kovariancia figgvény pozitiv definit fiiggvény, amelyre R(t) = R(—t).
Ha X,,, n = ...,—-1,0,1,..., staciondrius sorozat, akkor R(n) = EX;, X, +m pozitiv
definit sorozat, amelyre R(n) = R(—n).

Megforditva, ha R(n) pozitiv definit sorozat, amelyre R(n) = R(—n), akkor létezik
valosziniségi vdltozok olyan X,, n = ..., —1,0,1,..., stactondrius sztochasztikus so-
rozata, amelynek ez az R(n) sorozat az R(n) = EXkXgin kovarianciafigguénye. Sét,
létezik az adott kovarianciafiigguénnyel rendelkezé Gauss sorozat nulla varhato értéki
valosziniségi valtozokkal. Ez utobbi esetben a sorozat véges dimenzios eloszldsait eqyér-
telmiien meghatdrozza a kovarianciafiigguény.
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Bizonyitds. Az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hoggy E X (t) = 0, Rogzit-

siink valamely tq,...,ty valds és 21, ..., 2y komplex szamokbdl allé szam n-es part és
N N N N
tekintsiik a Y > zizZ R(tx — t;) kifejezést. Vegyiik észre, hogy > > ziziR(tx, — t;) =
k=11=1 k=11=1
N N N N
Z Z ZkZlEX<tk)X(tl) =F (Z ZkX(tk)) Z Zk;X(tk) > 0. Masrészt R(—t) =
k=11=1 k=1 k=1
EX(s+1t)X(s) = R(t).
Hasonléan, rogzitve valamely nq, ..., ny egész és 21, . .., zy komplex szamokbdl allo
N N N N
szam n-es part. Ekkor felirhatjuk, hogy > > zxzZiR(nkp—mny) = >, Y. 221 EX,, Xy, =
k=11=1 k=11=1

E (% sznk) (% sznk> >0, és R(n) = R(—n).

k=1 k=1

A lemma utolsé allitasanak bizonyitasahoz azt kell meggondolnunk, hogy ahhoz,
hogy az adott R(n) kovarianciafiiggvényhez létezzen olyan normadlis sorozat, amelynek
(X(k1),...,X(kp)) véges dimenzids eloszldsainak a kovarianciamatrixt az D(j,[) =
Cov (X (k;), X (k1)) = R(kj — ki), 1 < j < p, kovarianciamétrix adja meg az kell, hogy
ez a kovarianciamatrix a kq,..., k; egész szamok tetszoleges valasztasa esetén pozitiv
definit legyen. Viszont ezt a feltételt az biztositja, hogy az R(n) sorozat pozitiv definit.
Ezenkiviil emlékezziink arra, hogy egy normélis eloszlasu véletlen vektor eloszlasat an-
nak varhaté értéke és kovariancia matrixa meghatarozza.

Bochner tétel. Legyen f(x), —oo < x < 00, folytonos pozitiv definit figguény. Ekkor
létezik olyan véges u(-) mérték a szdamegyenesen, amelyre

f(z) = / e u(dt), —oo <z < oo0. (4)
— o0
A (4) képletben szereplé p mértéket az f(x) figguény egyértelmiien meghatdrozza.

Legyen a(n), n=...,—1,0,1,..., pozitiv definit sorozat az egész szamokon. Ekkor
létezik olyan véges mérték a [—m, ) szakaszon, amelyre

T

a(n) = / eu(dt), n=...,-1,0,1,...
—Tr

A p mértéket az a(n) sorozat egyértelmiien meghatdrozza.

Kovetkezmény. Legyen X,,, X, = 0, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius sorozat

R(n) = EX,Xgyn kovarianciafigguénnyel. Akkor létezik olyan egyértelmiien meghatd-
rozott G(dx) mérték a —m < x < 7 intervallumon, amelyre

R(n):/ GMG(dt), m=...,—1,0,1,... (5)
Specidlisan

EX?=R(0) = /7r G(dt) = G([-~,7]).

—T
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A G mérték teljesiti a G(A) = G(—A) tulajdonsdgot is minden mérheté A halmazra.

Bizonyitds. Mivel az R(n) sorozat pozitiv definit a Bochner tételbdl kovetkezik az (5)
formula. Tovdbba, mivel R(n) = R(—n), és az R(n) sorozat egyértelmiien meghatarozza
a G(dt) mértéket, innen kovetkezik, hogy G(A) = G(—A).

1. megjegyzés. Az (5) formuldban szereplé G mértéket az R(n) kovarianciafliggvény
spektralmértékének nevezik az irodalomban. Ha a G mérték abszolut folytonos a
(Lebesgue mértékre nézve), akkor ennek g(z) = %45 (z) derivaltjat a kovarianciafiiggvény
spektralsiiriségének nevezik. Ha létezik az R(n) fliggvénynek g(x) spektralstiriisége,

akkor az (5) formula felirhaté a kovetkez6 ekvivalens mddon is:

R(n) :/ eMg(t)dt, n=...,-1,0,1,... (5")

—Tr

2. megjegyzés. Egy a [—m, 7] intervallumon definidlt G mértéket, amelyre G([—m,7]) <
00, G(A) = G(—A) minden mérhet6 fiiggvényre spektral mértéknek is neveznek. Az
elnevezés oka az, hogy létezik olyan X,,, n = —...,—1,0,1,..., Gauss eloszlasu sta-
cionarius sorozat, amelynek ez a G mérték a spektral mértéke. Azt is feltehetjiik,
hogy e sorozat elemei teljesitik az F X, = 0 feltételt. Valéban, ha az FXyXkin =
R(n) fliggvény segitségével meg tudjuk adni a keresett Gauss sorozat véges dimenzids
eloszlasainak kovariancia méatrixat, igy magukat a véges dimenzios eloszlasokat is.

A spektral mérték bevezetése azért hasznos, mert ilyen médon a Fourier analizis
modszereit tudjuk alkalmazni. Egy stacionarius sorozat kovarianciafiiggvénye eldall,
mint a spektral mérték Fourier transzformaltja. A kovarianciafiiggvény vagy a spektral
mérték megadasa ekvivalens. Sok vizsgdlatban hasznosabb a spektrdl mértékkel dolgoz-
ni.

Legyen adva egy staciondrius Gauss folyamat valamely G spektral mértékkel. Le-
hetséges és érdemes konstrudlni olyan tigynevezett véletlen (normaélis) spektral mértéket,
amelynek segitségével magat a sztochasztikus folyamatot is el tudjuk &llitani ezen
véletlen spektral mértéknek a Fourier transzformaéaltjaként. Ezt az eredményt, illetve
a bizonyitasban sziikséges gondolatmenetet roviden ismertetem. ElGszor bevezetem a
kovetkezd definicidt.

Véletlen (normaélis) spektralmérték definiciéja. Legyen adva eqy G spektralmérték
a [—m, ] intervallumon. Azt mondjuk, hogy egy véletlen Zg mérték a G spektrdlmér-
téknek megfeleld véletlen (normdlis) spektral mérték, ha teljesiti a kévetkezd tulajdonsd-
gokat.

(i.) Minden mérheté A C [—m, | halmazra létezik egy komplex értéki
ZG (A) = Re ZG (A) + ¢Im ZG (A)
valosziniiségi valtozo, amelyet az A halmaz véletlen mértékének nevezink.
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(ii.) AReZg(A), Im Zg(A), A C [—m,w] mérhetd halmaz, valosziniségi vdltozdk egyiit-
tesen Gauss eloszldasuak, azaz barmely véges sok valdsziniiséqgi vdltozonak ezek koziil
az eqyuttes eloszldsa tobbdimenzios normdlis eloszlds.

(i1i.) EZg(A) =0 minden A C [—7, | mérhetd halmazra.

(iv.) EZg(A)Zq(B) = G(ANB), ahol Z a z szam konjugdltjdat jeléli.

(v.) > Za(A) = Zg < U Aj> , ha Ay, ..., A, diszjunkt halmazok.
j=1 j=1

(vi.) Za(—A) = Za(A).

Eszrevétel. A Re Zg(A) és Im Z(B) val6sziniiségi valtozok fiiggetlenek. Valéban, ehhez
elég megmutatni a normalis eloszlads miatt, hogy korreldlatlanok. Viszont

ERe Z6(A)lm Z6(B) = 1 E [(Zo(A) + Z6(A))(Z6(B) ~ Ze(B))

1 [(Z6(4) + 26(-4) (Ze(-B) - Za(B))|
= L (G(AN (~B)) ~ G(AN B) + G((~A) 1 (~B)) ~ G((~A) 1 B)) = 0.

Feladat: Ha (A1) U (—A1), ..., A, U(—A4,,) diszjunktak, akkor Zg(Ay), ... Zg(Ay)
fiiggetlenek. Ha A N (—A) = 0, akkor Var (Re Zg(A)) = Var (Im Zg(4)) = EA4.
TOVEib‘bEi7 Re Zg(A) = Re Zg(—A), Im Zg(A) = —Im Zg(—A).

Segitség: Az els6 allitas bizonyitasahoz azt kell megmutatni, hogy

ERe Zg(Aj)Re Zg(Ak) = O, és FElm Z(;(Aj)Im Zg(Ak)) = 0,

ha (A; U (—A4,)) N (Ar U (—Ag)) = 0. Viszont

ERe Zg(Aj)Re Zg(Ak> = E(Zg(AJ) + Zg(A]))(Zg(Ak) + Z(;(Ak))

o=

= — (EZG(AJ)m + EZG(AJ)ZG(AI@)

=~

-+ EZG(—Aj)Zg(—Ak;) + EZG(—Aj)Zg(Ak)) =0

az adott feltételek mellett, és az EFIm Zg(A;)Im Zg(Ay)) = 0 relicié hasonléan bi-
zonyithato.

Ha AN (—A) = 0, akkor E(Re (Zg(A))? = LE(Zg(A) + Za(—A))? = 4. Ha-
sonléan E(Re (Zg(—A))? = #. Mivel Zg(—A) = Zg(A) az (vi) relaci szerint, innen
kovetkezik a Feladat még nem targyalt allitasa.

A fent megadott definicié bar technikainak latszik természetes. Ha egy Zg véletlen
mérték teljesiti a fenti tulajdonsdgokat, akkor definidlhatjuk az [ f(t)Z¢(dt) mértéket
a kovetkez6 moédon. El6szor definidljuk ezt az integralt természetes médon f(t) =
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n

> cjla,(t) alaki elemi fiiggvényekre, ahol Ay, ..., A, mérheté diszjunkt részhalmazai
j=1
a [—m, 7| intervallumnak, és I4(-) az A halmaz indikdtorfiiggvénye. A definiciét az

n n

[ X o1t zetdn =3 eize(4)

=1 j=1

képlettel adjuk meg. Nem nehéz belatni, hogy teljesiil az

E( [ r0zatan [ 1ozo dt) [ rwnta (©)

M
elemi fiiggvények minden (f(t),h(t)) parjara. Valéban, legyen f(t) = > c;jla, (1),
j=1

N

h(t) = > dilp,(t), ahol Ay,..., Ay és By,...,By a [—m, ) intervallum particidi,
k=1

cj,j=1,...,M,dy, k=1,..., N, komplex szamok. Ekkor

E (/f(t)ZG(dt)/h( ) Za( dt) ZCJZG A;) ZN:deG(Bk)

k=1

M N M N
ZZCijEZG( ZG Bk = ZZC de A ﬂBk: /f )
] k=1

j=1 j=1k=1

A 1épcsés fuggvényekre fent igazolt (6) tulajdonsdg lehetévé teszi, hogy az [ f(t)Za(dt)
integralt az Lo izomorfia segitségével kiterjessziik minden olyan f fliggvényre, amelyre
[1f@®)PG(dt) < oo ugy, hogy a (6) reldcié tovabbra is érvényben maradjon. Ez a
klterJesztes egyertelmﬁ. Vegyiik észre, hogy igaz a kovetkezo

Eszrevétel. Ha f(t) olyan f € Lyo([—m, ), B,G) fiiggvény, amelyre f(—t) = f(t), akkor
az [ f(t)Za(dt) véletlen integral 1 valésziniiséggel valés értékil valdszintiségi valtozo.

Valéban, a fenti észrevétel igaz 1épcsds fliggvényekre, és alkalmas hataratmenettel
megkapjuk az allitast tetszoleges adott tulajdonsagu f fiiggvényre.

Erdemes megjegyezni, hogy az f(—=t) = f(t) azonossig jellemzi a valés értéki

fliggvények, illetve valds értéki elojeles mértékek Fourier transzformaltjat. Definialjuk
az

Xn:/ethg(dt), n=...,—1,01,... (7)

integrdlokat. Az X,, valdszintiségi valtozdk valés értékiiek, és a (6) relacié alapjdn
EXyXpin = EXpip Xp = [€™G(dt). Ez azt jelenti, hogy az e fiiggvényeknek
n=...,—1,0,1,..., a Zg véletlen spektral mérték szerinti integraljanak a segitségével
el6 tudtunk allitani egy olyan stacionarius Gauss sorozatot, amelynek spektralmértéke
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a G mérték. Némi plusz munkaval be lehet latni, hogy egy adott G spektralmértékii
stacionarius Gauss sorozathoz lehet konstrualni olyan véletlen spektral mértéket, amely
magat az eredeti sorozatot allitja el6. Ezt fogalmazom meg az alabbi eredményben.

Tétel. Legyen X,,, n=...,—1,0,1,..., normadlis eloszldsu staciondrius Gauss sorozat
nulla varhato értékid valosziniiséqgi valtozokkal valamely G spektrdl mértékkel. Ekkor lehet
konstrudlni a G spektral mértéknek megfelelo normadlis véletlen Zqg spektral mértéket
gy, hogy az e véletlen mérték szerinti integrdl teljesiti a (7) képletet, azaz a (7) képlet

jobb oldala egyenld a kiinduldsként megadott X, n=...,—1,0,1,..., sorozat megfeleld
tagjdval.
Bizonyitdas. Tekintsiik a H teret, azaz az X,,, n = 0,%1, %2, ..., valészinliségi valtozdk

négyzetesen integralhaté linearis kombindciéibol allé6 Hilbert teret, és definialjuk a H
tér J leképezését az Lo([—m,m),B,G(dt)) térre, (ahol B jeloli a Borel o-algebrat a

N ..
[—7, ) intervallum részhalmazain) a koévetkez6 médon: Legyen J ( > cje”t> =
j=—N

N

Y. ¢;X; minden véges linearis kombinaciéra. Nem nehéz belatni, hogy J normatarté
j=—N
leképezés. Ezért a fenti J leképezést ki tudjuk terjeszteni a véges linearis kombinacidkrol
azok lezartjara is. Ez a J leképezés az Lg([—w,w),B,G(dt)) és a H tér kozott Lo

izomorfiat 1étesit. (Azt kell tudnunk, hogy a véges Z cj et linearis kombindcidk az
j=—N
Lo([—m,m), B, G(dt)) tér mindeniitt siri részhalmazat alkotjak.)

Definidljuk a Z¢(A) valészintiségi véltozdét a Zg(A) = J(14(t)) képlet segitségével,
ahol I4(t) az A halmaz indikétor fliggvényét jeloli. A Zg(-) valdszintliségi véaltozok
teljesitik az (i.)—(vi.) tulajdonsdgokat. Az (i), (ii), (iii) és (v) tulajdonsigok tel-
jestilése nyilvanvalé, a (iv) reldcié kovetkezik az Lo izomorfidbdl, a (vi) tulajdonsig

pedig a J(—f) = J(f) relaciébdl. Tovabba a J transzformécié Lo izomorfidja és a (6)
reldcié alapjan J(f) = [ f(t)Za(dt) minden f € Lo([—7,7), B, G) figgvényre. Tehét
specidlisan X,, = J(e™) = [ ethg(dt).

A stacionarius sorozatok spektralreprezentaciéja lehetévé teszi, hogy a komplex
fliggvénytan néhany mély eredményeinek a segitségével megoldjuk a predikciés problé-
mat. Vegyiik észre, hogy e feladat megoldasahoz elegendé a Wold felbontést effektiv
leirdsa, azaz elég explicit médon megadni a (3) képletben szerepld cj konstansokat és
Vi valdsziniiségi valtozokat. (Lasd az alabbi feldatatot.)

Feladat: Legyen megadva egy X,,, n = ...,—1,0,1,..., (reguldris) stacionarius Gauss
oo

sorozat X,, = Y ¢V, Wold féle felbontasa. Ekkor egy X,,, m > 1 valésziniiségi
k=0
valtozé optimalis becslése az X,,, n < 0, valészinliségi valtozok segitségével, azaz X,,
[oe)

ortogondlis vetiilete a B(X,,, n > 0) altérre egyenl$ az X, = > ek Vim— valészintiségi
k:
m—1 "
véltozéval, a becslés szérasnégyzete pedig > c3.
k=0
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Segitség: Vegyiik észre, hogy a Wold felbontés tulajdonségai alapjan B(X,, n < 0) =
B(V,, n <0).

Tekintstink egy X,,, n =...,—1,0,1,..., (reguldris) staciondrius Gauss sorozatot és

annak egy X,, = > dpW, i alaku eléallitasat mozgé dtlag formaban. Célunk az ilyen
mozgd atlagok exli)li()cit megadasa. E mozgé atlag eloallitasok koziil minket kiilonosen a
Wold felbontas érdekel. E feladat vizsgalataban érdemes bevezetni az Lo ([—7?, ), B, %)
Lo-teret, ahol B a Borel o-algebra és A a Lebesgue mérték a [—m, ) intervallumon.
Definialjuk e térnek egy természetes, az X,, staciondarius sorozat mozgé atlag felbontasat
jellemz6 izomorfidjat a B(X,,, —oo < n < oco) Hilbert térbe. Ennek érdekében vezessiik
be az ey (t) = %, -1 <t < 7w, k= 0,%£1,%2,... fiiggvényeket az L, ([—7‘(’,7?'),8, %)
téren, és e tér I(ex(t)) = Wy,

oo

J( Z ukek(t)) = Z urp W, Z |uk|2 < 00,

k=—o00 k=—oc0 k=—c0

leképezését a B(W,,, —oco < n < oo) Hilbert-térbe. Nem nehéz belatni, hogy ez a J
transzformécié az Ly ([—m,m), B, £ ) Lo tér és a B(W,,, —00 <n < 00) D B(X,, —00 <
n < oo) Hilbert tér egy izomorfidja. (Vegyiik észre, hogy az Ly ([—m, ), B A ) Ly tér

) 2w

oo i oo .
elemei a > wuge™, 3 |ug|? < oo, alaku fiiggvények, mert az ey (t) = e*t k =

k=—oc0 k=—oc0
0,+1,+2,..., fiiggvények teljes ortonormalt rendszert alkotnak az Lo ([—7?, ), B, %)
Lo térben. Masrészt a Wy, k= 0,£1,£2, ..., valdszinliségi valtozdk ortonormalt bazist

alkotnak a B(W,,, —oo < n < o0) térben. Ezért e tér elemei felirhatéak egyértelmi
o0 oo

médon > wpWik, > |uk|* < oo alakban.)

k=—o0 k=—o0

(@) o0
Célunk el6szor az, hogy az X,, = > dWyh—p = J (| D dken_k(t)) jellemzésben

k=0 k=0
megadjuk a di konstansokat. Ha ezt megadjuk, akkor képesek lesziink véletlen in-
tegralok segitségével magat a mozgd atlagot is elééllitani. Ez specidlisan lehetové teszi

a Wold felbontas megadasat.

Tekintsiik egy X,,, n =...,—1,0,1,..., (reguléris) staciondrius sorozat egy X,, =
o0
> dpW,— mozgé édtlag el6allitdsat, és definidljuk az ezen mozgdatlag reprezentécié
k=0
segitségével meghatarozott

h(t)=> dre™, Y |d|* <o, —m<t<m (al)
k=0 k=0

fiiggvényt. Mivel a dj, egyiitthaték valdsak ezért teljesiil a

h(—t) = h(t) minden —7 <t < 7 szdmra (a2)
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azonossag. Tovabba vegyiik észre, hogy a mozgd atlag tulajdonsag és a Parseval azo-
nossag alapjan, bevezetve a dr = 0, ha k < 0 jelolést az (al) formuldban szerepld
egylitthatok kiterjesztéseként, az alabbi azonossagot kapjuk:

EX; X j=FE (Z den+j—k:> (Z dej—k) = Z Ayt j— -k
k=0

k=0 k=—o0 (8)

> - 1 [ _ 1 [
:Zdn+kdk:2— e h(t)h(t) dt e |h(t))? dt
T
k=0

minden n > 0 egész szdmra. Az (a2) tulajdonsig alapjan |h2(t)| = |h?(—t)|. Ez a tény
a (8) formula valamint egy stacionérius sorozat spektralmértékének egyértelmiiségébol
kovetkezik, hogy a mozgd atlag forméban eldallitott stacionarius sorozatnak létezik
spektral slirtiség fiiggvénye, és az megadhatéd ¢(t) = “L;#, —7 < t < 7, alakban.
Tehat azt kaptuk, hogy az X,,, n = ...,—1,0,1,..., stacionarius sorozatnak létezik

g(t) = d(jh(tt) spektral stirtiségfiiggvénye, és

|h2(1)]
2

= g(t), ahol g(t) az X,,, n=0=%1,..., sorozat spektral siiriiség fiiggvénye.

(a3)
Az alabbi lemmaban Gsszefoglaljuk a fenti érvelés segitségével kapott eredményeket.

[ee]

2A. Lemma Létezzen egy X, staciondrius sorozatnak eqy X, = Y dxWp_p, n =
k=0

oo, —1,0,1, ..., alaki mozgo dtlag reprezentdcioja, ahol W, n = 0,1,2,..., fliggetlen

standard mormadlis eloszldsiu wvaldszintségi vdltozok sorozata, és a dp,, n = 0,1,2...
egyttthatok valos szamok. Ekkor az X,, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius sorozatnak
létezik g(t), —m <t < t, spektrdlsiiriség figgvénye, és létezik eqy az (al), (a2) és (a3)
tulajdonsdgot teljesitd h(t) figgvény.

A 2A. Lemma sziikséges feltételt adott arra, hogy egy stacionarius sorozat eloallit-
haté legyen mozgé atlag formaban valamely d,,, n = 0,1,2, ..., egylitthatok segitségével.
Be fogunk latni egy 2B. Lemmat, amely azt allitja, hogy a fent megfogalmazott feltételek
egyben elégségesek is ahhoz, hogy egy stacionarius sorozatot eldallithassunk adott tu-
lajdonsagu mozgd atlag formdajaban, sot véletlen spektral mértékek szerinti integralok
segitségével meg is ad egy ilyen reprezentaciot.

Hangstlyozni szeretném, hogy a h(t) fliggvény (al) el6allitdsaban specidlis alakui
Fourier sor szerepel, olyan amelyik csak k > 0 paraméterti e’** alaki trigonometrikus
fliggvényeket tartalmaz. Ez az a tulajdonsig, amely miatt az (al), (a2) és (a3) tulaj-
donsdgokat teljesité h(t) fliggvények megkeresésében a komplex fiiggvénytan médszerei
nagyon hasznosnak bizonyultak. Emlékeztetni szeretnék tovabba arra, hogy mint azt a
Wold felbontas 1étezését kimondd tétel utan megfogalmazott 2. feladatban megfogalmaz-
tam, a Wold felbontasnak megvan az az extremum tulajdonsaga egy stacionarius sorozat
mozgd atlag eldallitasai kozott, hogy ennek a legnagyobb a konstans egytitthatéja. Mint
latni fogjuk, ez a tény segit a Wold felbontas megtalaldsaban.
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A 2B. Lemma targyalédsa elott sziikségiink van egy technikai jellegii eredményre,
amely tekinthet6 gy, mint véletlen spektral mértékek szerinti integralok helyettesitési
szabdlya.

Lemma véletlen spektral mérték szerinti integralok helyettesitési szabalya-
rol. Legyen adva egy G spektrdl mérték, eqy a G spektralmértéknek megfelels Zq véletlen
mérték a [ 7, ) intervallumon, valamint egy olyan u(t) fligguény, amelyre u(—t) = u(t),
és [ |u?(t)|G(dt) < co. Ekkor a Zgu, Zauw(A) = [u(t)[a(t)Za(dt), A € B, ahol B
a Borel o- algebm a [—m, ) intervallumon, és I4(-) az A halmaz indikdtor figgvénye a

= [, [u*(t)|G(dt) spektrdl mértéknek megfelelo véletlen spektrdl mérték a [—m, )
zntervallumon Tovdbbd [ f(t)Zau(dt) = [ f(t)u(t)Za(dt) minden a G spektrdl mertek
szerint négyzetesen integralhato f fuggvenyre

Bizonyitdis. Nem nehéz beldtni a (6) tulajdonsig segitségével, hogy a Lemmaban
deﬁniélt ZG . véletlen mérték az (i)—(vi) tulajdonsdgok mindegyikét teljesité a G,
= [, [u*(t)|G( dt) spektral mértéknek megfelelo véletlen spektral mérték.

Tekmtsuk az J1(f) = [ f()Zgu(dt) és Jo(f) = [ f®)u(t)Za(dt) véletlen in-
tegralokat minden olyan f fiiggvényre, amelyre | | f2 (t)|G(dt) < oo. (Ilyen fiiggvényekre
[1f@®u®)?PG(dt) = [|f3(t)|G(dt) < oo, ezért mind a két tekintett integral létezik.)

Vegyuk észre, hogy minden A € B halmazra Jy(14(t)) = J2(La(t)), tovabbé tetszbleges
f1 és fo a G mérték szerint négyzetesen integralhaté fiiggvényparra EJq(f1)J1(f2) =
EJQ( f1)J2(f2) = [ f1(¢) dt). Mivel mind J; mind Js korlatos lineéris leképezése
a G mérték szerint negyzetesen integralhaté fliggvényeknek a masodik momentummal
rendelkez6 valdszintiségi valtozok terébe, és az I4(t) alaku fiiggvények linedris kom-
binacidi e leképezések értelmezési tartomanyanak mindeniitt siirti részhalmazat alkotjak,
innen kovetkezik a Lemma allitasa.

Az alabbi 2B. Lemma&aban megfogalmazom azt az allitast, amely szerint egy sta-
ciondrius sorozat mozgo atlag eldallitasanak a 2A. Lemmabban megfogalmazott sziik-
séges feltétele egyben elégséges is.

Lemma 2B. Legyen X,, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius Gauss sorozat 0 vdrhato
értéki valoszindségi vdltozokkal, amelynek van g(t), —m < t < m, spektrdl siriség
fligguénye, és létezik az (al), (a2) és (a3) tulajdonsdgokat teljesité h(t) figgvény és dy,
k=0,1,2,..., szdmsorozat. Tekintsik az X,, staciondrius sorozat X, = f e Za(dt),
n=...,—1,0,1,..., alaku elddllitasdt alkalmas az X, sorozat G spektralmértékének
megfeleld Zq véletlen spektralmérték szerinti integrdl segitségével. (Tudjuk, hogy ilyen

V4

elddllitds lehetséges.) Vegyiik az u(t) = ﬁ fiigguényt, és a véletlen spektral mérték sze-

rinti integrdlok helyettesitési szabdlydrdl szolo lemmdban definidlt Zgq ., véletlen spektrdl
mértéket, ahol h(t) az (al), (a2) és (a3) tulajdonsdgot teljesitd figgvény. Ekkor az

int _ eint n = _ U _L
Wn:/e ZG,u(dt)_/WZG(dt), = ...,-1,0,1,..., (t)—m 9)

valosziniségi valtozok figgetlenek és standard normdlis eloszldsuak. FEzenkivil az X,
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sorozat eldallithato

Xn=Y diWpg, n=...,-1,0,1,... (10)
k=0

alakban, ahol dy, k =0,1,2,..., az (al) formuldban szerepld (valds) szamok sorozata.

Bizonyitds: Fel fogom hasznélni egy késobb idézett fontos komplex fiiggvénytani ered-
ménynek azt a kdvetkezményét, amely szerint egy az (al) tulajdonsdgot teljesité h(t)
fiiggvény a [—m, 7| intervallumon majdnem mindeniitt kiilonbozik nullatél. Ezért az
u(t) = % fiiggvény létezik, G(A) = [, %G(dt) = 5-\(A) az (a3) tulajdonsdg

alapjan, és ezért G = %)\, ahol A\ a Lebesgue mértéket jeloli a [—m, x| intervallu-
mon. Innen, és a (7) képletbdl kovetkezik, hogy a (9) formuldban definidlt (egyiittesen)
normalis eloszlasu W,, valészintiségi valtozdk nulla varhaté értékiiek, 1 szérasuak, és kor-
reldlatlanok. Ezért a (9) képletben valéban egy fiiggetlen standard normalis eloszldsu
valoszinliségi valtozékbdl allo sorozatot definidltunk.

Az (a2) tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy a dj szdmok valésak. A (9) képletbdl,
illetve a véletlen spektral mérték szerinti integralok helyettesitési szabalyardl szold
lemmabdl kovetkezik, hogy

ei(n—k)t

> B S B 6int e e—ikt
kzz()dkwn_k_kzzodk/ " ZG(dt)_/W <;;)dk )Zg(dt).

(Az utolsé formuldaban alkalmazott végtelen Gsszegzés is jogos, ha az (92,4, P) va-
16szintiségi mezén tekintett Lo normdaban vett konvergenciat tekintjiik.) Az utolso
azonossagbdl, valamint az (al) és (a2) képletbdl kapjuk, hogy

S _ inth(_t) _ eint o
I;denk = /e —m Zg(dt) _/ Zg(dt) = X,,.

Innen kovetkezik a (10) formula. A Lemma bizonyitdsat befejeztiik.

1. megjegyzés. A (10) formuldbol latszik, hogy a Lemmédban megkonstrudlt mozgd-
atlagban szereplé W, valdszintiségi véltozok teljesitik a W, € B(X;, —oo < j < 00),
n=0,£1,£2,..., tulajdonsagot. A Wold felbontédst az tiinteti ki a tobbi mozgé atlag
reprezentacio kozil, hogy a benne szereplo V,, valészinliségi valtozok még az erdsebb
V, € B(X,, —o0o < j < n) tulajdonsagot is teljesitik.

2. megjegyzés. Az X, sorozat 2B. lemm&aban megadott mozgodatlag eldallitasban sze-
repléo W, valdszinliségi valtozok definicidja nem annyira ad hoc jellegii, mint ahogy
az els6 pillanatban gondolnank. Valéban, irjuk fel a mozgé atlag alakban eldallitani
kivant staciondrius sorozat elemeit X, = [e™Zs(dt) n = ...,—1,0,1,... véletlen
spektral mérték szerinti integral alakban, és keressiik a W, fiiggetlen standard normalis
val6sziniiségi valtozdkat W,, = [ '™t Z,( dt) alakban, ahol Zj alkalmas a [—m, 7] interval-
lumon tekintett %)\ spektralmértékhez tartozo véletlen spektral mérték. Ekkor az X,, =
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> dxWy—i azonosség felithaté [e™ Zg(dt) = [e™h(—t)Zo(dt), h(t) = > dpei*t
k=0 k=0
alakban is. Ennek az azonossagnak minden n = 0,£1,£2,... indexre teljesiilnie kell.

Be lehet latni, hogy ezt csak Zg(dt) = h(—t)Zy(dt) = h(t)Zy(dt) vélasztassal érhetd
el. Ezt a valasztast alkalmaztuk a (10) formuldban.

Az ismertetett eredmények alapjan a predikcids feladat legfontosabbb része az (al),
(a2) és (a3) feltételeket teljesité h(t), —m <t < 7 fliggvények megtaldlasa, illetve ezek
koziil azoké a fliggvényeké, amelyekre a konstans tag |dg| abszolut értéke a maximu-
mot veszi fel. Ez utobbi feladat megolddsa a Wold felbontas megtalalasa érdekében
sziikséges. Tudjuk az eddigiek alapjan is, hogy ez a maximum felvétetik, de nem tudjuk,
hogy ez az el6irds egyértelmiien meghatarozza-e a h(t) fiiggvényt.

A feladat megolddsa érdekében egy az (al), (a2), (a3) feltételt teljesité h(t) =

3 diet*t fiiggvényhez tarsitsuk a H(z) = > d*zF a {2: |z| < 1} egységkdron anali-
k=0 k=0

tikus fiiggvényt, és vezessiik be a h(t) fiiggvény h()\) “feltekerését” a {z = e, -1 <
A < 7} kérvonalra a h(e"*) = h(\) képlettel. Hasonléan definidljuk egy staciondrius
sorozat g(t) spektralstiriiségének (feltéve, hogy létezik ez a spektralsiiriiség) a g(e™) =
g(A), —m < A < 7, “feltekerését” az egységkorre. A komplex fliggvénytan bizonyos
eredményeibdl kovetkezik, hogy a H(z), |z| < 1, fiiggvény 11_)1111 H (re'?t) radidlis limesze

majdnem minden —7w < A < 7 szamra létezik, és egyenlo a iL(@i)‘) fliggvénnyel. Ez azt
jelenti, hogy elég a h(t) fiiggvények helyett a H(z) fliggvényeket megtaldlni. Ez utébbi
feladatot a komplex fiiggvénytan modszereivel egyszertibb megoldani.

Szeretném hangsilyozni, hogy a H(z) fiiggvény radiélis limeszének 1étezésérél elébb
megfogalmazott allitds nem nyilvanvalé, hanem kiilon indoklasra szorul. Az eredeti
feltételek csak azt biztositjak, hogy a H(z) fliggvény az egységkor belsejében anali-
tikus. Az, hogy egy az egységkor belsejében analitikus fiiggvény hogyan viselkedik
az egységkor hataran a komplex fiiggvénytan nehéz kérdéseihez tartozik. Jelen eset-
ben az az észrevétel konnyitheti meg a probléma vizsgalatat, hogy az adott tulaj-
donséaggal rendelkez6 analitikus fliggvények a Hy Hardy osztalyba tartoznak, amelyrol
sokat lehet tudni. Bar szadmunkra csak a Ho osztdly jellemzése lesz érdekes, megadom
a 'H, osztalyok definici6jat tetszdleges 0 < p < oo paraméterre.

Hardy osztalyok definicidja. A H, figgvényosztdaly, 0 < p < oo, azokbdl a {z:|z| <
1} egységkoron analitikus g(z) fliggvényekbdl dll, amelyekre

sup ||h(rei>‘)||§ = sup/ |h(re)|P d)\ < 00, ha 0 < p < oo,
r<l r<l

sup ||h(re)||loe = sup |h(re)| < 0o, hap = oco.
r<l r<l, —m<A<m

oo o0
Nem nehéz beldtni, hogy a > |dix|? < oo feltétel miatt H(z) = 5. d2* eleme
k=0 k=0
a Ho osztalynak. Szamunkra a kdvetkezd komplex fiiggvénytani tétel lesz kiillonosen
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hasznos. Ennek bizonyitasat egy kiegészitésben ismertetem, ahol néhany tovabbi kom-
plex fliggvénytani kiegészitést is teszek.

o0

Tétel Hardy féle H, osztalyok jellemzésérdl. Egy H(z) = > dpz" hatvdnysorral
k=0

megadott analitikus figguény akkor és csak akkor van a Ho Hardy osztdlyban, ha teljestil

a Y |di|? < oo feltétel. Tekintsiink egy H(z) = > dpz¥, Y |dk|? < 00, a Ha osztdlyba
k=0 k=0 k=0

w .
tartozo fiigguényt, valamint a h(\) = 3. drpe**, —1 < X\ < 7, fiiggvényt. Ekkor
k=0

(i) lirri H(ret*) = h()\) majdnem minden —m < X\ < 7 szdmra. Tovdbbd a H,.()\) =

H(ret) fiigguények a (Lebesge mérték szerinti) Lo normdban is konvergdlnak a
h(X) figgvényhez. (Az (i) pont dllitdisdt tigy is megfogalmazhatjuk, hogy a H(z)
fliggvény radidlis limesze létezik, és egyenld a h(\) figgvénnyel mind a majdnem
mindenttt mind az Lo norma szerint.

(i) Ha a H(z) figgvény nem azonosan nulla, akkor [ _|log|h(N)|]dX < co. Specidli-
san, ebben az esetben a h(\) figguény csak nulla mértéki halmazon lehet nulla.

Az a probléma érdekel minket, hogy egy stacionarius Gauss sorozat lehetséges X,, =

> dpWy— mozgé atlag eléallitdsaban milyen d, k = 0,1,..., egyiitthatésorozatok
k=0
szerepelnek. Kiilon érdekel minket az a kérdés, hogy milyen egyiitthaték szerepelnek a

Wold felbontasban. A vizsgdland6 probléma része az is, hogy milyen spektralstiriiséggel
rendelkezO staciondrius folyamatoknak létezik a sorozat mozgdatlag eloallitdasa. Ez a
kérdés ugy is megfogalmazhatd, hogy milyen spektralsiiriséggel rendelkezo stacionarius
folyamatok regularisak. (Tudjuk, hogy egy regularis stacionarius sorozatnak van spek-
tralstirtiség fiiggvénye.) Lattuk, hogy a felvetett probléma ekvivalens azzal a kérdéssel,
hogy egy adott g(t) spektralsiiriisség fiiggvény esetén, melyek az (al), (a2) és (a3)
tulajdonsagokkal rendelkez6 di, £ = 0,1,..., sorozatok. Az elébb megfogalmazott a
Hardy féle Hy osztalyok jellemzésérol szolo tétel segitségével at tudjuk fogalmazni ezt
a kérdést egy komplex fliggvénytani problémava. Az alabbi ‘FELADAT A’-ban ezt
az atfogalmazast adom meg. Ezutan a ‘FELADAT A’megoldasaval, illetve az ehhez
sziikséges komplex fiiggvénytani ismeretekkel fogok foglalkozni.

FELADAT A. Legyen adva eqy g(t) spektrdlsiriség figguény. Jellemezziik azokat a

komplex szamsik egységkorén értelmezett, a Ho Hardy osztdlyba tartozo valds egyttthatos
w .

H(z) = Y dizi hatvanysorokat, amelyeknek h(\) = }l%imOH(Re”‘) radidlis limesze tel-
k=0 -

jesiti az |h2(\)| = g(\), —m < X < 7, azonossdgot majdnem minden —m < X\ < 7

szamra. Keressiik meg az ilyen tulajdonsdgu fiuggvények kézul azokat, amelyekre az

origoban felvett érték abszolut értéke maximalis. Mely g(\) spektrdlsiriség esetén lesz

a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezd fiigguvények osztdlya nem tires?

Els6sorban az origéban maximalis abszolut értéket felvevo fliggvények eloallitasa
érdekel minket, mert ez felel meg a Wold felbontds megtaldlasanak. Az a tény, hogy

16



a Wold felbontéds létezik, implikédlja azt is, hogy a ‘FELADAT A’-ban megfogalma-
zott maximum felvétetik. Az origéban maximalis abszolut értéket felvevo az adott
osztalyban levo fiiggvény megtaldldasaban hasznos lesz szamunkra a kovetkezé lemma.

Lemma. Legyen H(z) olyan analitikus fiigguény az egqységkorben, amelyiknek van null-
helye valahol az egységkor belsejében. Ekkor létezik olyan H(z) analitikus fiigguény az
egységkorben, amely abszolut értékének a radidlis limesze megegyezik a H(z) figgvény
abszolut értékének a radidlis limeszével minden olyan pontban, ahol az utobbi létezik, és
teljesiti a |H(0)| > |H(0)| szigori egyenlétlenséget. Ha a H(z) fiigguény Taylor sordnak
minden egyiitthatdja valds szdm, akkor a H(z) figguény megudlaszthaté gy, hogy az
szintén teljesitse ezt a tulajdonsagot.

Z—2Z0

Bizonyitds. Ha H(zp) = 0 valamely [2o| < 1 pontban, akkor definidljuk az A(z) = =22
fliggvényt. Ez olyan az egységkort onmagaba képz6 racionalis tortfiiggvény, amelyik
az egységkort onmagaba viszi, ezért abszolut értéke a korvonal hataran 1, a korvonal
belsejében pedig szigortian kisebb, mint 1. Ezért a H(z) = Z((j)) olyan analitikus

fiiggvény, amely abszolut értékének a radidlis limesze megegyezik a H(z) fiiggvény
radialis limeszével az egységkor hataranak minden olyan pontjaban, ahol ez a radidlis
limesz létezik. Mivel |A(0)] < 1, ezért |[H(0)| > |H(0)|]. Az, hogy a H(z) fiiggvény
Taylor sordanak egyiitthatdi valés szamok ekvivalens azzal, hogy H(z) = H(Z). Ebben
az esetben a H(zp) = 0 azonossiaghdl kovetkezik, hogy H(Zp) = 0. Ha Im zy # 0, akkor

vezessiik be az elébb definidlt A(z) fiiggvény mellett az A(z) = lz__i)o fliggvényt is, és
legyen H(z) = A(I;I)(g)(z), ha H(z) valds egyiitthatés Taylor sor. Ez a fiiggvény teljesiti

a Lemmaban eloirt feltételeket.

oo

Feltehetjiik, hogy az X,, = > ¢xVh—g, n = ..., —1,0,1,..., Wold felbontdsnak
k=0

o0
megfelelé Ho(z) = 3. ciz* a ‘FELADAT A’-ban keresett fiiggvény olyan, hogy co > 0,
k=0
azaz az origoban maximalis abszolut értéket felvevo fliggvény az origéban pozitiv értéket
oo

vesz fel. Valéban, ha a X,, = > ¢ Vi Wold felbontasban ¢y < 0 lenne akkor a Wold
k=0
felbontast felirhatjuk X,, = » (—cx)(—V3) alakban is —cy > 0 egyiitthatéval. A ¢cg =0
k=0
eset nem lehetséges, hiszen mint az el6z§ lemmaban lattuk a Hy(z) fliggvény sehol sem
tlnik el az egységkorben. Tovabba azt is tudjuk a Hardy féle Ho osztalyok jellemzésérol
sz016 tétel (ii) pontja alapjan, hogy a ‘FELADAT A’-ban fel kell tenni, hogy az abban
tekintett g(v)) spektralsiiriségnek teljesiti az ffﬂ |log g(9)] d¥ < oo relacidt. Ellenkez6
esetben nincsen a ‘FELADAT A’-ban el6irt tulajdonsagokat teljesité fliggvény.

Felirom, felhasznalva a komplex fiiggvénytan néhany klasszikus eredményét fel-
hasznalva egy olyan H(z) fliggvény képletét, amely természetes jelolt arra a fiiggvényre,
amely teljesiti a ‘FELADAT A’ feltételeit, és a ‘FELADAT A’ feltételeit teljesito fiigg-
vények origéban felvett értékeinek a maximuma egyenl6 ennek a Hy(z) fiiggvénynek az
értékével az origéban. Tudjuk az el6z6 lemma alapjan, hogy olyan Hg(z) fiiggvényt
kell megadnunk, amely sehol sem tiinik el az egységkor belsejében. Ilyen fiiggvénynek
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létezik logaritmusa, ezért lehetséges a keresett Hy(z) fliggvény helyett el6szor annak
logaritmusat a log Ho(z) fiiggvényt definialni. Idézziik fel, hogy egy z = Re'¥ # 0
komplex szamra logz = log R + ip. A ¢ szdm csak modul6 27 van meghatarozva, de
egy a komplex egységkoron definidlt sehol sem eltiing analitikus f(z) fliggvény log f(2)
logaritmusat definidlhatjuk gy, a nem egyértelmiien meghatarozott imaginarius rész
alkalmas megadasaval, hogy a log f(z) fiiggvény is analitikus legyen. Az analitikus
log Hy(2) = u(z) + iv(z) fiiggvény u(z) valds része harmonikus fiiggvény. (Egy u(x,y)
fliggvény harmonikus egy G tartoméanyon, ha a tartomany minden (z,y) € G pontjdban

teljestil a Au(z,y) = azgg,y) + 32155;,@,) = 0 azonossdg.)

Az elmondottak alapjan olyan H(z) fliggvényt keresiink, amelynek log Hy(z) =
u(z) 4+ 1v(z) logaritmusanak u(z) = Re log H(z) = Re log|H(z)| redlis része teljesiti

a }_iimlu(Rei/\) = Llogg()) feltételt. Ezenkiviil az u(z) fiiggvény harmonikus. Olyan

Hy(z) fiiggvényt keresiink, amelyre H(0) valés szam, és Hy(0) > 0. Ez azt jelenti,
hogy Im log Hy(0) = v(0) = 0, ha a log Hy(2) logaritmusnak a megfelelé dgat vessziik.
Ennek alapjén felirunk egy olyan ug(z) harmonikus fliggvényt az egységkordn, amelynek
hatarértéke a peremen a % log g(e*) fiiggvény, majd definidljuk ennek azt az egyértelmi
analitikus log H(z) = wu(z) + iv(z) analitikus kiegészitését, amelyre v(0) = 0. Annak
érdekében, hogy megadjunk egy ilyen tulajdonsagu fiiggvényt, felidézek néhany fontos
komplex fliggvénytani eredményt. Elsosorban a kovetkezo tételre lesz sziikségilink.

Tétel az egységkor hataran eloirt értéket felvevé harmonikus fiiggvények
eléallitasardl és azok analitikus kiegészitésér6l. Legyen adva egy ug(9d), —m <9 <
7, a [—m, 7] intervallumon integrdlhatd fiigguény. Ekkor a {z: z = Re'?, 0 < R < 1}
eqységkoron definidlt

u&):uU%W):gé/wRe(aﬁ+Z>udmdﬂ

Iy - et — 2

1 [ 1— R? (1

T or —x 14+ R?—2Rcos(¥ — ¢)

fligguény, amelyet azonositunk az u(z,y) = u(x+iy) = u(z), ha z = z + 1y, fligguénnyel
harmonikus figguény a komplex eqységkoron, és ennek radidlis limesze teljesiti a

}l{iml u(Re™) = up(9)  majdnem minden —mw <9 < 7 szdmra (12)
feltételt. Azt az egyértelmien meghatdrozott F(z) = u(z) + iv(z) analitikus figguényt,
amelynek valos része megeqyzik a fenti u(z) fligguénnyel, és imagindrius része teljesiti
av(0) =0 feltételt az

1 [T e 42
F@Z%/em%w@w (13)

—T

képlet adja megq.

Nem targyalom a fenti tétel bizonyitasanak a részleteit, csak felidézem azokat az
alapveté eredményeket, amelyeken e tétel bizonyitasa alapul. Annak bizonyitasa, hogy
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a (11) formuldban definidlt u(z) fiiggvény harmonikus azon a tényen alapul, hogy a
1-R?

1+ R2—2R cos(p)

ugynevezett Poisson féle magfiiggvény teljesiti a kovetkezo tulajdonsagokat.

(11) formula integraljaban szereplé magfiiggvény, azaz a P(R,¢) =

1-R?
1+R2—2Rcos(yp)’
0 < R<1, —7 < ¢ < 7, Poisson féle magfiiggvény, amely megadhaté P(R,p) =

Tétel a Poisson féle magfiiggvény tulajdonsagairél. A P(R,¢) =

S .
S° RIMeme glakban is, teljesiti a kivetkezd tulajdonsdgokat:
n=-—00
(i) A P(z,y) = P(R,¢), ahol az R = R(z,y), ¢ = o(x,y) szdmokat az x + iy = Re'?
reldcié hatdrozza meg, harmonikus fiigguény az {(x,y): 2% +y? < 1} egységkoron.
it) P(R,) >0 minden 0 < R< 1, —m < ¢ <7, argumentumra.
(iti) 5= [T P(R,¢)dp =1 minden 0 < R <1 szdmra.
(iv) Il%iml P(R,p) = 0, és a konvergencia egyenletes a 0 < |p| < 7 halmazon minden
0 > 0 szdmra.

(v) L—__g < P(R,p) < %@ minden 0 < R < 1 szamra.

A fenti eredmény segitségével belathatd, hogy a (11) formuldban definidlt wu(z)
fiiggvény valéban harmonikus. Az a tény, hogy e fliggvény radidlis limesze az wug (1)
fiiggvénnyel egyezik meg majdnem minden ¥ szamra kovetkezik az alabbi az irodalom-
ban Fatou tételnek nevezett fontos eredménybdl, amelyet szintén bizonyitas nélkiil is-
mertetek.

Fatou tétel. Legyen u korldtos vdltozdsi mérték az eqység korvonalon. Akkor az

| 1" 1— R?
A 14
u(Re”) 27 /7T 1+ R%2 —2Rcos(V — go)'u(dﬁ) (14)

(Poisson) integrdl teljesiti a ‘
lim u(Re™?) = pi'(¢)

R—1

relaciot a p'(p) = lim % hatarértékkel, ahol az I intervallumrendszer tetszdleges az

e'? pontra hizodé korivek rendszere, minden olyan €' pontban, amelyikben a fenti p' ()
hatarérték létezik.

Nem a (11) formuldval definidlt fiiggvény az egyetlen egységkoron harmonikus
fiiggvény, amely teljesiti a (12) feltételt. Valéban, ha tekintiink tetszOleges az egység-
korvonalon definialt korlatos valtozasu szingularis p mértéket, akkor nem nehéz belatni
a Fatou tétel segitségével, hogy

()—()+i/m 1-R? (dv)
W=Dt o | T aRen "

szintén a (12) feltételt teljesité harmonikus fliggvény. Célunk annak megmutatasa, hogy
amennyiben a (11) formuldban definidlt u(z) fiiggvényt tekintjiik uo(d) = 3 log go()
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vélasztassal, majd ennek a (13) formuldban bevezetett analitikus kiegészitését, akkor ez
a fliggvény valaszthaté annak a Hy(z) fiiggvény log Hy(z) logaritmusdnak, amely tel-
jesiti a ‘FELADAT A’ feltételeit, sot az is igaz rd, hogy az origéban felvett értéke egyenld
azon figgvények origéban vett értékei abszolut értékének a maximumaval, amelyek tel-
jesitik a ‘FELADAT A’ feltételeit. Ez azt jelenti, hogy a (11) formuldban definiélt
fliggvényhez hozzdadhatndank még a Poisson magfiiggvénynek egy szingularis mérték
szerinti integraljat, és ilyen modon is egy a ‘FELADAT A’ feltételeit teljesito fliggvényt
kapnank, de ezt nem érdemes tenni.

Azt kivanjuk belatni, hogy a ‘FELADAT A’ feltételeit teljesito fliggvények koziil a

o) = e { L [7 00 Logg0)a0) (15)

2r J_. e z2

fiiggvény az optimalis megoldas.

Elészor azt kell megmutatni, hogy a (15) formuldban definidlt Hy(z) fiiggvény tel-
jesiti a ‘FELADAT A’ feltételeit. A fiiggvény konstrukcidjabdl viladgos, hogy Ho(z)
az egységkoron analitikus fliggvény, amelyre teljesiil a gml |Ho(Re™)|? = g(0) relacié.

Tovabbé, abbdl hogy g(9¥) = g(—19) koévetkezik, hogy log Ho(z) = log Hy(z), ahonnan
Hy(z) = Ho(z), és Ho(z) Taylor soranak egyiitthatdi valés szémok. Viszont be kell
még ldtnunk azt, hogy a (15) formulaban definidlt Ho(z) fiiggvény eleme a Ho Hardy
osztalynak. Ennek az allitasnak a helyességét mondja ki az alabbi Lemma.

Lemma. Legyen g(¥) olyan figgvény a [—m, 7| intervallumon, amely majdnem min-
deniitt nagyobb, mint nulla, [*_g(9)dd < oo és ["_log|g(¥)|d¥ < co. Ekkor a (15)
képletben definidlt Hy(z) fligguény teljesiti az

T : T 1 [T 1 — R?
Ho(Re™)|? dp = — ]
[ renpao= [“eo{ o [t osg)anf a

—T

:S/WQWMW

—T

egyenlotlenséget minden 0 < R < 1 szdmra.

Bizonyitds. Definidljuk rogzitett —m < ¢ < 71 és 0 < R < 1 szdmokra a u(dv) =

po(dd) = 5= +R2—12;%}§zs(w— 7y 4V mértéket a [—7, 7] intervallumon. A Poisson féle
magfiiggvény tulajdonsiagairdl szold tétel (iii) pontja szerint p valészinliségi mérték.
Ezért alkalmazva az exp{ [ f(¥) du(9)} < [exp{f(9¥)} du(9¥) Jensen egyenlStlenséget a

(konvex) exponencidlis és az f(¢) = log g(¥) figgvényre kapjuk, hogy

1 (" 1—R?
P {% /_7r 1+ R? —2Rcos(p — V) log 9(v) dﬁ} de

1 1— R?
~ 27 J_. 14 R%2—2Rcos(p—1)

g()dv, —m<p<m. (+)
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Integralva ezt az egyenlotlenséget ¢ szerint kapjuk, hogy

m . T 1- R
Ho(Re¥)Pdp < [ — :
/_W’ o(Re™) dgp_/_ﬂ 27 /_ﬂ1+R2—2Rcos(<,0—19)g(19)d19d90

Felcserélve az integralas sorrendjét az utolsé egyenldtlenség jobboldalan, és felhasznélva,

™ _R2 . , .
hogy % f_7T 1+R2_12R1§OS(¢_19) dy = 1 minden —7 < ¥ < 7 szdmra, kapjuk, hogy

/ |Ho(Re™)|? dp < / g(¥)d¥ minden 0 < R < 1 szdmra,

- -
és ezt kellett bizonyitani.

Léttuk, hogy a (15) formuldban definidlt Hy(z) fliggvény teljesiti a ‘FELADAT A’
feltételeit. Ezenkiviil ebbol a formuldbdl kovetkezik az is, hogy

T

log | Ho(0)] = - [ loglg(0)] . (16)

—T

Felhasznéljuk ezenkiviil a kovetkezo fontos komplex fliggvénytani eredményt, a
Szego tételt, amelynek hatterét a kiegészitésben ismertetem.

Szeg6 tétel. Legyen f(z), |2| <1, egy a Ha (vagy dltaldnosabban egy H,, 0 < p < 00,)
Hardy osztdlyban szerepld analitikus fligguény, és legyen f(9) = }l%iml f(Re™) e fiigguény
radidlis limesze. Ekkor teljesil a

sy

log £(0)| < 5= [ log|F(@)] v, (1)

—T
illetve dltaldnosabban

™ 1— R?

log | f 17’
» 14+ R?2—2Rcos(d — ) og |/(V)] v (17)

log | (Re'")| < 5 [

egyenlotlenség.

Mivel a ‘FELADAT A’-ban olyan Hsy osztalybeli fiiggvényeket kerestiink, ame-
lyek radialis limeszeinek abszolut értéke |g(19)|*/?, ezért 6sszehasonlitva a (16) és (17)
formuldkat, kapjuk, hogy |f(0)] < Ho(0) minden a ‘FELADAT A’ feltételeit teljesitd
f(2) figgvényre. Ez azt jelenti, hogy a (15) formuldban definidlt Hy(z) fliggvény Tay-

o
lor soranak egytitthatéi adjak meg az X, = > ¢xVp—g, n = ..., —1,0,1,..., Wold
k=0
felbontasban szereplo cp egyiitthatékat. Ezutdn a 2B. lemma felhaszndlasdval meg
lehet adni magat a Wold felbontést is egy véletlen spektrdl mérték szerinti integral
segitségével, bar felmeriill a kérdés, hogy nincsen-e egyszeriibb, jobban hasznalhaté
eljaras a Wold felbontds kiszamitasara.
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Megkaptuk annak sziikséges és elégséges feltételét is, hogy mikor oldhaté meg a
‘FELADAT A’. Ez egyben megadja annak sziikséges és elégséges feltételét is, hogy egy
staciondarius sorozat reguldris legyen. Igy megkaptuk a kovetkezo eredményt is.

Tétel regularis stacionarius sorozatok jellemzésérol. Fgy X,,, n=0,£1,£2,...,
staciondrius (Gauss) sorozat akkor és csak akkor reguldris, ha létezik g(19) spektrdlsiri-
ség fugguénye, és az teljesiti az

/ |log g(9) | dvY < o0

egyenlotienséget.

Megjegyzem, hogy altaldban a fenti tétel feltételében szerepld integrdl végességét
a vele ekvivalens [” logg(¥)d¥ > —oo alakban szoktdk kimondani. Az [ g(d)dd =

EX? < 00, g(19) > 0 relacidk alapjan konnyen lathaté, hogy a két feltétel ekvivalens.

Ervényes a fenti tétel kovetkezd élesitése is, amely megadja egy adott spektral-
mértékkel rendelkezo stacionarius Gauss folyamat felbontdsat a sorozatnak aldrendelt
ortogonalis reguldris és szingularis stacionarius sorozatok Osszegére.

Tétel stacionarius sorozatok felbontasara regularis és szingularis kompo-
nensekre. Tekintsik eqy X,, n = ..., —1,0,1,..., staciondrius sorozat G spektrdl
meértékének G = G1 + G, felbontdsdt abszolut folytonos és szinguldris komponensek
dsszegére, ahol G1 a G mérték abszolut folytonos komponense g(9) = deléﬂ) striség-
fiigguénnyel, és Gy a G mérték szinguldris komponense, azaz olyan (véges) mérték, amely
eqy null Lebesque mértékid halmazban van koncentrdalva. Jelolje A = D(G3) C [—m, 7]
a Gy szinguldris mérték tartdjat, azaz azt a legszikebb (nulla Lebesque mértékii) zdart

halmazt, amelyre Go([—m, 7]\ D) = 0.

Az X, staciondrius sorozat szinguldris, ha flr log g(¥) d¥ = —oco. A mdsik esetben,

ha ffﬂ log g(¥) d9 > —o0, akkor az X,, sorozatot eldallité Z¢ véletlen spektral mérték
szerinti integrdl segitségével az X, sorozat felirhato X,, = U, + V,, n = 0,%1,...,
alakban, ahol Uy, n = 0,%1,..., reqularis és V,,, n = ..., —1,0,1,..., szinguldris, az
X, sorozatnak aldrendelt staciondrius sorozat, és az U, és V, sorozatok ortogondlisak,
azaz EU,V, =0, n,m=0,%1,.... Ez a felirds a kovetkezé: Ha X, = fei"ﬁZg(dﬁ),
n=0,+1,..., akkor U, = [ I_, \p(t)Zc(dI), Vi, = [e™Ip(t)Zc(dY), n =
0,£1,..., ahol I4(t) egy A halmaz indikdtor figgvényét jeloli.

E fenti tétel bizonyitasanak nem dolgozom ki minden részletét. Az a regularis
staciondrius sorozatok jellemzésérol valamint a stacionarius sorozatok a sorozatnak
alarendelt regularis és szinguldris sorozatok Osszegére vald felbontasardl szold tételek,
illetve ez utébbi tételben szerepld felbontds (itt nem ismertetett, de egyszeri, viszont
nem konstruktiv) eléallitdsan alapul.

Ha egy X,, stacionarius sorozat GG spektralmértéke olyan, hogy az abszolut folytonos
komponens ¢(1}) spektralsiiriiségére az ffﬂ log g(¥) d¥ = —oo relacié érvényes, akkor
tekintve e sorozat tetszoleges X,, = U, + V,,, n = 0,%+1,..., felbontasat két fiiggetlen
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(Gauss) staciondrius sorozat dsszegére valamely G és G() (nem zéré) spektralmérték-
kel, akkor ezen spektralmértékek g (19) és ¢ () stirtiségfiiggvénye kisebb, mint g(19),
ezért egyikiik sem lehet regularis. fgy a stacionarius sorozatok a sorozatnak alarendelt
reguldris és szingularis sorozatok osszegére valo felbontasardl szolé tétel alapjan az X,
staciondrius sorozat ebben az esetben szinguléris.

Ha az X, sorozat G spektrdlmértéke olyan, hogy [ fﬂ log g(9¥) d¥ > —oo, akkor nem
nehéz belatni, hogy a tételben megadott X,, = U, + V,,, n = 0,%1,... azonossag az
X, sorozat felbontasat adja két korrelalatlan stacionarius sorozat Osszegére, amelyek
kozil az U,, sorozat regularis, a V,, sorozat szingularis. Viszont meg kell mutatni azt is,
hogy ezek a sorozatok ald vannak rendelve az X,,, n = 0,+1,..., sorozatnak. Ennek
indoklasaban alkalmazzuk a stacionarius sorozatok a sorozatnak aldrendelt reguléris és
szingularis sorozatok Osszegére val6 felbontdsérdl széolé tétel bizonyitdsanak (itt nem
ismertetett) konstrukcidjat.

Tekintsiik az X,,, n = 0,%£1,..., valészintiségi valtozdk linedris kombindciéi altal
kifeszitett Ho, Hilbert teret, illetve annak az (1) formuldban definidlt S alterét. Vegyiik
mindegyik X,, valdszinfiségi véltozé S altérre vett vetiiletének U, ortogonslis kiegészi-
t6jét. Ekkor be lehet 1atni, (ez az emlitett tétel bizonyitdsdanak a kulcslépése), hogy az
U,, n=0,+1,..., sorozat az X,, sorozatnak aldrendelt reguldris stacionarius sorozat.
Ezenkivill a H., Hilbert térnek az U,, n = 0,%1,..., sorozat elemei 4ltal generalt
altere megegyezik az S altér ortogondlis kiegészitésével. Be lehet latni, felhasznalva
azt, hogy mivel U,, az X,, sorozatnak ald van rendelve, és ‘ugyanaz a shift operdtor
hat rd’, ezért az felirhaté U, = feim(}h(ﬁ)Zg(dﬁ), n = 0,%£1,..., alakban alkalmas
h(9) magfiiggvénnyel. Mivel a (regularis) U,, sorozatnak van spektralsiiriiség fiiggvénye,
ezért a h(9) magfiiggvény a [—m, 7] \ D halmazba van koncentrélva, igy az U, és V,,,

n = 0,1,..., stacionarius sorozatok ortogonalisak. Innen kovetkezik, hogy a V,,, n =
0,£1,+£2,..., sorozat elemei az S altérben vannak, ezért ez a sorozat az X,, n =
0,+1,..., sorozatnak ald van rendelve. Akkor viszont ugyanez igaz a V,, = X,, — U,,
n=0,%1,..., sorozatra is. A tétel bizonyitasat befejeztiik.

Roviden beszélek a ‘FELADAT A’ altalanos megoldasarél. Ha 6sszehasonlitjuk
a (15) formuldt a Szegd tételben szereplé (17') képlettel, azt kapjuk, hogy a ‘FEL-
ADAT A’ tetszbleges f(z) megoldésa teljesiti az |f(Re™)| < Ho(Re™) egyenletet min-
den 0 < R < 1, —w <9 < 7, paraméterre. Ebbdl, illetve abbdl a ténybdl, hogy a Hy(z)
fliggvény sehol sem tilinik el az egységkor belsejében koévetkezik, hogy a ‘FELADAT A’
minden megoldasa felirhaté f(z) = Ho(z)g(z) alakban, ahol Hy(z), amelyet a (feladat
feltételeit teljesitd) kiilsé fiiggvénynek neveznek a (15) képletben van megadva, mig a
g(z) fiiggvény, amelyet bels6 fiiggvénynek neveznek, olyan fliggvény, amelynek abszolut
értéke az egységkor belsejében kisebb, mint 1, az egységkorvonalon vett hatarértéke
pedig 1. A maximum elv segitségével be lehet latni, hogy ha g(z) nem egyenlé egy 1 ab-
szolut értéki konstanssal minden z szamra, akkor g(z) abszolut értéke szigortian kisebb,
mint 1 az egységkor minden belsé pontjaban. Innen az is kovetkezik, hogy az origéban
maximalis abszolut értéket felvevo a ‘FELADAT A’ feltételeit teljesitd fliggvény egy
esetleges (—1) szdmmal val6 szorzast nem tekintve egyértelmiien meg van hatarozva.
Ezért Hy(z) valéban a staciondrius sorozat Wold felbontdsédnak felel meg.
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A belso fliggvényeket és ezéltal a FELADAT A’ teljes megoldasrendszerét pontosan
le lehet irni. Elmagyardazom, hogy milyen alaki lehet egy belsé fiiggvény, de a bizonyitas
részleteit nem targyalom.

zZ—20

Egy tipikus belsd fiiggvény olyan g(z) = {=2, [20| < 1, raciondlis tortfiiggvény,
amely az egységkort énmagaba képezi. Tekinthetjik ilyen fiiggvények szorzatat is.
Tudjuk, hogy egy nem azonosan nulla analitikus fiiggvény null-helyeinek nem lehet
torlodasi pontja az értelmezési tartomany belsejében. Viszont a null-helyek torlédhat-
nak az értelmezési tartomény (jelen esetben az egységkor) valamely hatdrpontjihoz. Ezt
a lehetOséget kihaszndlva lehet végtelen, tigynevezett Blaschke szorzatok segitségével
definidlni bels6 fiiggvényeket.

Miés tipust belsé fiiggvényt kaphatunk tgy, hogy egy R(z) = CZZJ_“; c > 0, alaku
fliggvényt vesziink, azaz az egységkor egy raciondlis tortfiiggvény leképezését tekintjiik
a {z: Rez < 0} félstkra, majd definidljuk a h(z) = ef*(*) fiiggvényt. A h(z) fiiggvény
az egységkor olyan leképezése 6nmagaba, amelynek egyetlen pontban nincsen radialis
limesze, az R(z) raciondlis tortfiiggvénynek az egységkorvonal hatdrdn levé z = e
szingularis pontjaban. A h(z) fliggvény az egységkor olyan leképezése bnmagéra, amely
az egységkor belsejében sehol sem tiinik el. Ilyen fliggvények szorzataként, illetve a
szorzatok limeszét véve tovabbi belso fiiggvényeket tudunk definialni. Ilyen médon

o = e [ w“dnw)}

2T et

alaku bels6 fiiggvényeket kapunk, ahol p szingularis mérték. Az, hogy az ilyen fliggvé-
nyek abszolut értékének a radialis limesze majdnem minden pontban 1 megmutathato a
Fatou tétel segitségével. Az ilyen alaki belsé fliggvényeket szingularis belsé fiiggvénynek
nevezik. Be lehet latni, hogy tetszoleges belso fiiggvény eloallithaté egy Blaschke szorzat
és egy szingularis belso fiiggvény szorzataként, és ez az eloallitas egy 1 abszolut értéki
tényezo erejéig egyértelmii.

A Wold felbontést felirhatjuk X,, = > cxW,—, n = ..., —1,0,1,..., alakban,

oo
ahol a ¢, egyiitthaték az elébb targyalt Ho(z) = > cp2® fiiggvény Taylor egyiitthatoi,
k=0
a Wy, valoszintliségi valtozokat pedig a (9) képlet definidlja, azzal a kiegészitéssel, hogy a
képletben szerepld h(t) fiiggvény a Hy(z) fiiggvény Hy(e'), —m < t < m, radidlis limesze.
Felmeriilhet az igény, hogy a (9) képletben definidlt véletlen integral kiszamitasara
taldljunk egyszeriibb, jobban szamolhaté mddszert. Erdemes észrevenni, hogy mivel
a Hy(z) fliggvény nem tiinik el az egységkor belsejében, ennek reciproka szintén anali-

tikus fiiggvény az egységkorben, amely felirhato H—(z) Z Dy.z* alakban, és az %

ennek a fiiggvénynek a radialis limesze. Ez azt sugallja, hogy ﬁ fliggvény felirhaté

ﬁ = Y Dpe'*t alakban, ezért a (9) formula alapjan
k=0

™ 1 )
Wn:/ — ™ Z(dt) / Dy "Rt 7 (dt) Dp X,
- h(t) =y Z d Z ko

- T k=0

24



Az el6bbi szamolas megadja, legalabbis formalis szinten azt, hogy hogyan lehet kiszamol-
ni a Wold felbontasban szereplé W,, valdszinliségi valtozdkat az ismert X, j < n, valo-
szintiségi valtozok segitségével. Vegyiik észre, hogy ebben a szdmolésban is kihasznéltuk,
hogy a Hy(z) fiiggvény nem tiinik el az egységkdr belsejében. Ez biztositja azt, hogy
az fiiggvény analitikus az egységkor belsejében, és a radidlis limesze az egységkor

1
Ho(Z)
hataran megegyezik az ﬁ fiiggvénnyel.

Valéjdban a probléma nehezebb, és a fenti gondolatmenet csak heurisztikus érvelés-

. ' P . 1 . 1 s s s .

nek tekinthet6. A probléma az, hogy az 1%211—1}1 Ho(Re™) = Tig(e) relaciét csak a majdnem
minden konvergencia értelemben tudjuk, mig az elébbi kozelités Wold felbontasban
szerepl6 valdszintliségi valtozohoz valé konvergencidanak igazolasahoz a

2
g(¥)dd =0

e

1 1
Ho(Re™) — ho(et)

lim
R—1 -

relacié igazoldsara lenne sziikségiink. (Ekkor a sztochasztikus integralok Lo izomor-
fidjabdl kovetkezik az allitdas.) Egy specidlis példdban kés6bb megmutatjuk, hogy a
fent ismertetett kozelités segitségével megkaphatjuk a példaban szerepldé stacionarius
folyamat Wold felbontasat. A példaban ismertetett modszer altaldanosithato tetszoéleges
ugynevezett ARMA folyamat Wold felbontasédnak az el6éllitdsara, (az ARMA folyama-
tokat nemsokéra definidlni fogom), de nyitva hagyja azt a kérdést, hogy az elébb targyalt
heurisztikus eljaras alkalmas-e tetszéleges regularis folyamat Wold felbontasanak az
eloallitasara.

Kiilon foglalkozom két kiilonbo6z6 gyakorlati alkalmazasokban fontos specidlis sta-
ciondrius folyamattal, a ‘Moving Average’ (mozgé atlag) és ‘ARMA’ (autoregressive
moving average) folyamattal. Ezen folyamatok spektralsiiriisége specidlis alakban frhaté
fel. A spektralsiiriiség ezekben a modellekben az e fiiggvény specidlis alaku fiiggvénye.
Ez a specialis alaku fiiggvény egy polinom, illetve egy raciondlis tortfiiggvény abszo-
lut értékének a négyzetével egyenlé. Ez a polinom, illetve racionalis tortfliggvény
nincs egyértelmiien meghatarozva, és érdemes megkeresni annak legjobban hasznélhaté
alakjat. A ‘Moving Average’ és ‘ARMA’ folyamat spektralsiriiségének specidlis alakja
miatt e modellekben viszonylag egyszertien megoldhaté a FELADAT A’-ban megfo-
galmazott probléma, ezért ebben az esetben a predikciés probléma vizsgalata kevésbé
nehéz.

Megadom a Moving Average és ARMA folyamatok definicidjat, és kiszamolom ezek
spektral stirtiségfiiggvényét.

Legyen ..., e_1,e9,€1,... fliggetlen standard normalis eloszlasu valdszintiségi val-
tozdk sorozata, és rogzitsik ag,aq, ..., ar valds szamok egy sorozatat. Az
k
X, = E pEn—p, n=...,—1,0,1,... (18)
p=0

sorozatot k-ad rendi mozgé atlagnak nevezziik. (Itt a kordbban bevezetett mozgé atlag
specidlis esetét tekintettiik, mert a (18) formuldban csak véges Gsszegeket vettiink.) Az
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S

nym=...,—1,0,1,..., sorozat g(t) spektralsiirtiség fiiggvényét megadhatjuk g(t) =
, k

o |P(e')|* alakban, ahol P(z) = Y a,zP. Ezt a képletet az alabbi (tulajdonképp mér
p=0

altalanosabb esetben elvégzett) szamolds adja.

ko k
EXZXH—n = Z Z apap/Esl_pan_p/
p=0p’'=0
1o [ k
_ = —i(l—p)t L ot(n+l—p)t
=5 <Z ape ) Z Qe dt
~—T \p=0 p’=0
A 2
1 " int i(l—p)t d 1 " int P ity |2 d
= — e ape t= — e e t
o | > o | |[P(e”)]” dt,
p=0
és g(t) = g(—t) a g(t) = |P(e")|” fiiggvényre.

Legyen adva az elobb tekintett ..., e_1,€0,€1,... fiiggetlen standard normalis el-
oszlasu valdszintliségi valtozok és az ag, a1, . . . , ap valés szamok sorozatan kiviil még valds
szdmok egy maésik by, ...,b; sorozata is. Azt mondjuk, hogy az (egyiittesen) normalis
eloszlasi Y,, n = ..., —1,0,1,..., valésziniiségi valtozdk staciondrius sorozata (k,!)
rendiit ARMA folyamat, ha teljesiti a

l k
> bgYnog = apEn_p, n=...,-10,1,... (19)
q=0 p=0

azonossagot. Probaljuk meg kiszdmolni az Y;, staciondrius sorozat g(\) spektrélstirtiség
fliggvényét (feltéve, hogy létezik az adott tulajdonsigi staciondrius sorozat és annak

!
van spektralstiriség fiiggvénye). Vezessiik be a Z,, = byYn—g,n=...,—-1,0,1...,
q=0
stacionarius sorozatot. Az el6z6 szamoldshoz hasonldéan felirhatjuk, hogy

l l
EZZsin =YY bobyEZ 47 g

q=04¢'=0

l

- k
-/ (Zb> D7 by go) e
q=0 q’'=0

— T

s
— / eint
-7

2

gyt = | " e R(e) g t) dt,

—Tr

l

iqt
E bge
q=0

!
ahol R(z) = > byz4.
q=0
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Osszehasonlitva a (19) formula bal és jobb oldalan szerepl6 kifejezések kovariancia
fliggvényére kapott kifejezéseket azt kapjuk, hogy

™ . . 1 s ) )
/ e |R(e™)|?g(t) dt = Dy e | P(e™)|? dt.
m

—T —T

Mivel ennek az azonossignak minden n = 0,+1,... szadmra teljesiilnie kell, innen
1 P(eit) 2

kovetkezik, hogy g(t) = 5 | zremy | -

Felirtuk a moving average és ARMA folyamat spektralstiriiségét g(A\) = |P(e™)|?,

illetve g(A) = ’”e 9!

R(e™) alakban. Az ezekben a kifejezésekben szereplé polinomoknak

lehet gyokiik az egységkor belsejében is. A kovetkezo lemmaban megadjuk egy ilyen
alaku spektralstiriiség fliggvény egy esetleg kiilonbozo eldallitasat, amelyben olyan poli-
nomok szerepelnek, amelyeknek nincs gyokiik az egységkor belsejében. Ez lehetové teszi,
hogy egyszeri médon el6éllitsuk azt a (15) formuldban definidlt, a g(\) spektralsiiriiség
figgvénytél fliggd Ho(z) figgvényt, amely megadja egy g(\) spektrélsiiriiséggel ren-
delkezo6 staciondrius sorozat Wold felbontasaban szerepld egyiitthatdkat.

Lemma Moving Average és ARMA folyamatok spektralsiiriiség fiiggvényé-
nek reprezentaciéjardl. Legyen adva egy olyan staciondrius sorozat, amelynek g(\)
;EZig alakban alkalmas P(z) és R(z) poli-

nomokkal. Ekkor léteznek olyan P(z) és R(z) polinomok, amelyeknek nincs gyokiik a

spektralsiriség figgvénye felirhato g(\) = ‘

~ i 2 _ ~
{z:]z] < 1} komplex egységkirben, és g(A) = ’gg;i; A P(z) és R(z) polinomok
egyutthatoi valos szamok, és feltehetd, hogy 0 < % < 00. A g(N) spektrdalsiriség

figgvényhez tartozo ‘Feladat A’-nak a (15) formuldban megadott extremdlis megolddsa

a Hyo(z) = % fiigguény.

Bizonyitds. Legyenek a g(\) spektralstirtiség fiiggvényének elééllitasaban szerepld P(z)
és R(z) polinomok nem zéré gyokei vy, ..., v, és wy,...,w,. Ekkor

[T (™ — vi)(e=™ — o)

P P(e)P(e? .
() R(e*)R(e*) IT (e — wy,)(e=* — wy,)
k=1
valamely alkalmas C' > 0 szdmmal.
Defindljuk a o = vg, ha |vg| > 1, 9 = %, ha |vg| < 1, 1 < k < m, szdmokat
és a P(z) = % II (z — 0) polinomot, ahol A =[] |vg|. Definidljuk hasonld
k=1 k:|ug|<1

1

médon a Wy = wg, ha |wg| > 1, W, = o ha |wg| < 1, 1 < k < n, szdmokat és a

R(z) = + [T (z — @) polinomot, ahol B =[] |vg|. Pontosabban a P(z) és R(z)
k=1 k:wi|<1
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polinomokat gy definidljuk, hogy az el6bb bevezetett P(z) illetve R(z) polinomokbdl
elhagyjuk azokat a (z — 0f) és (z — Wg) tényezbket, amelyekre 0 = wWy. Ilyen médon
a % racionalis tortfliggvény értékét nem véltoztattuk meg. (Ezt a médositdst azért
tettiik a definiciéban, mert lehetnek olyan (vg,wy) gyokparok, amelyekre v, = wik

Ebben az esetben a 2&) racionslis tortfiiggvény egyszerilisitheto, és ezt a lehetoséget ki

R(z)
akartuk haszndlni.)

A ]5(;2) és R(z) polinomoknak nincs gyokiik a komplex egységkor belsejében. Azt

e PEeM | _ | PEe)|* _ e .
allitom, hogy a Ren| = |REem| = g(A), —m < X < 7, azonossag is teljesiil. Valoban,
2 — T (A~ —ix _

P(eU\> B P(e’U\)P(ezA) B B2(C*? k;l;ll(e Uk)(e Uk) (20/)
P(oiN) | PN\ DN 2 no : -
R(e") R(e*)R(e*) A IT (e — y,) (e~ — 1oy

k=1

ezért a kivant Gsszefliggést megkapjuk Osszehasonlitva a (20) és (20') formuldkat és
bebizonyitva az (e — ¥) (e — ;) = |vi|2 (e — vg) (e — By), ha |vg| < 1, illetve

(e — g (e™ —y,) = thIQ (e — wy,)(e™™ — wy), ha |wy| < 1 azonossagokat.
Viszont
(€™ —op)(e™™ —0p) = <€Z’\ - _—) ((fiA — i) _ 5 (e — 1) (vpe™ — 1)
Uk Uk |vg|

1 1

— |qjkez>\_1|2_ |17k_e—z>\|2

|vk|? |ok|?

1 _

— |Uk|2(ez>\_vk)(€ Z>\—/Uk),

ha |vg| < 1. A maésik bizonyitandé azonossag hasonléan igazolhatd.

Belatjuk, hogy a g()) spektralstirtiség fiiggvény g(A\) = g(—A) szimmetridjabol
kovetkezik, hogy P(z) és R(z) valds egyiitthatés polinomok. Ennek érdekében el6szor
azt latjuk be, hogy az adott feltételbol kovetkezik az is, hogy

P(e™)P(e) = P(eT™)P(e=),  R(eMR(e) = Rle™™)R(e=™),

illetve belatjuk a (formalisan) kissé altalanosabb

P(2)P (2) _p (%) Pl2),  R(2)R G) _R (%) R(2) (21)

~ m _ ~ n _
egyenl6tlenséget, ahol P(z) = [] (2 — 0k), R(2) = ][] (z — wg), és a 01,...0,, szdmok
k=1 k=1
a P(2), a Wy, ...W, szamok pedig a R(z) polinom gyokei.
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A g(\) = P(e)P(e) _ Pem™)P(em™) _ g(—\) azonossaghdl analitikus kiterjesz-

R(eix)é(em) [g(e M)f{(eﬂ»\)

p(Ll 2 z 7 ’ 7 ’ ’”
téssel azt kapjuk, hogy REZ;ZE ; = g E = ;ggzi. Az utolsé azonossag két oldalan szereplo
kifejezések gyokhelyei a v1, ..., 0, %, cee i illetve az ﬁ, ceey 1 1:)1, ..., Uy SZAMOK.
Igaz az is, hogy a {v1,...,0m, 1:% Y és by, .., 1% Yoo } halmazok disz-

junktak, azaz a vizsgalt klfejezesek gyokel és polusai kulonb0~znek Aes a felsorolt gyokok
valéban megjelennek. Innen kovetkezik, hogy P(z)P (1) = P(1)P(z), azaz érvényes a

(21) formula els6 reldcidja. De akkor igaz a (21) formula masodik reldcidja is.
A P(2)P (1) fiiggvény gydkhelyei koziil a P(z) polinom tartalmazza az 1-nél na-
gyobb, a P (%) fiiggvény az 1-nél kisebb abszolut értékiieket. Ha egy v szdmra |v| = 1, és

a v szam nullhelye vagy a P(z) vagy a P (1) fiiggvénynek, akkor ez a v = l szam gyoke a

masik fiiggvénynek is. Ez azt jelenti, hogy az 1 abszolut értéki gyokok parba allithatéak
uagy, hogy egyikiik a P( ), a masikuk pedig a P( ) fliggvénynek a gyoke. Hasonld

tulajdonséga van a P (%) P( ) fiiggvénynek is. Ez azt jelenti, hogy a (21) formula
alapjan a P(z) és P(z) polinomnak ugyanazok a gyokei. Innen az is kovetkezik, hogy a

P(z) polinom megszorftasa a valds szamegyenesre teljesiti a P(y) = ﬁ(y) azonossagot,
ezért P(z) val6s egyiitthat6ji polinom. Hasonléan l4that6, hogy az R(z) polinom valds

egyiitthatds. Esetleges (—1)-gyel vald szorzéssal elérhetjiik azt is, hogy 0 < 2O o o,

Léttuk, hogy ho(z) = ggz; olyan valds egytitthatos analitikus fliggvény a komplex

egységkorben, (ennek érdekében biztositanunk kellett azt, hogy az R(z) fiiggvénynek ne
legyen gyoke az egységkor belsejében), amelynek létezik olyan hg(e™) radiélis limesze,
amely teljesiti az |ho(e™”)|? = g(1)) azonossigot. Be lehet l4tni kdzvetleniil, hogy a ho(z)
fiiggvény eleme a Ho Hardy osztdlynak. Innen kovetkezik, hogy ez a ho(z) fiiggvény a

‘FELADAT A’ egyik megoldédsa. Egy ennél tartalmasabb allitast fogunk igazolni. Meg-
P(z)
o R(z)
log R(e™), —m < ¥ < m, fiiggvény segitségével definidlt Ho(z) fliggvénnyel. Ebbél az

&llitasbdl az is kovetkezik, hogy a 28 a ‘FELADAT A’ optimalis, a Wold felbontdsnak

megfelel6 megolddsa. (Ennek az optimdlis megolddsnak a megtaldliasa érdekében biz-
tositanunk kellett azt, hogy a P(z) polinomnak nincs gyoke az egységkorben.)

b(z)
R(z)
lacidban felirt azonossdgot az 1 log g(¥) = log | P(e'?)| — log |R(e")|, -7 < ¥ < m,
fliggvénnyel. El6szor megmutatom, hogy a kivant osszefiiggés kovetkezik az

o Re'? — z, L ™ e 4 Re'® o
& —20 21 J_, e® — Rei¥ &

azonossagbhdl, amely érvényes minden olyan zg szdmra, amelyre |zg| > 1. (A (22) relaci6
érvényességének érdekében fel kell tenniink, hogy |zo| > 1.) Ezutdn bebizonyitjuk a (22)
azonossagot.

mutatjuk, hogy ho(z) = megegyezik a (15) reldcidban a % log g(¥) = log P(e) —

Azt kell megmutatnunk, hogy a raciondlis tortfiiggvény teljesiti a (15) re-

ol _

d) ha0<R<1 (22)
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Osszegezziik a (22) formuldt minden zy = 01, . .., ¥, illetve minden zg = Wy, ..., W,

szamra, ahol 01, ..., 0,,, illetve wy,...,w,, a ]5(,2) és R(z) polinom gyokei. Vonjuk ki
a két azonossagot egymadsbdél. Ezutan némi atalakitassal azt kapjuk, hogy

P(Re'?) 1 [T e + Re“P 1

— L = — —_— 1 9) d ha0 < R < 1. 23

- - —1  ~—1
v Vg W ’LU
—— L1 t0rt értéke
|U1 Umwl S Wn |
+1 vagy —1, mert mind a 0y - - - Uy, mind a wy - - - Wy, szorzat valds szam annak kovetkez-

b(z)
R(z)

egy esetleges —1-gyel vald szorzas segitségével gy valasztottuk, hogy PE 3 > 0, ezért

Azt kell észrevenni a (23) azonossig igazolasihoz, hogy a

tében, hogy a P(z) és R(z) polinomok egyiithat6i valés szémok. Mivel a fliggvényt

ez a tényezo kiesik a szdmolds soran. Ez azt jelenti, hogy a (23) formula érvényes, azaz
P(z
RO

Ha |zg| > 1, akkor a (22) formula baloldalan szerepl$ kifejezés analitikus fiiggvény
a {z:]z| < |z0]} korben, ezért az analitikus fiiggvények Hergoltz—integral eléallitasa-
6l sz616 tétel alapjan (ldsd példaul a Petruska Gyorgy komplex fiiggvénytan jegyzet
(9.2.10) tételét), a (22) azonossag érvényes. Val6ban a képlet mind a két oldaldn anali-
tikus fiiggvény szerepel, és a harmonikus fliggvények eloallitasardl szolo formula alapjan
lathatd, hogy e kifejezések realis részei egyenléek. Ezért elég azt ellendrizni, hogy mind
a két kifejezés nullaval egyenlé az origéban. A jobboldali kifejezés értéke az origéban

Lo ‘ & = §,,_ log|= — Re 10g<z )
fliggvény harmomkus a {z:]z| < |z0|} tartomanyban, és ezért e fuggveny korlntegralja

az egységkoron egyenlo e fliggvény értékével az origéban. A baloldal értéke szintén 0 az
origdban.

a fiiggvény teljesiti a (15) formuldt. Hatra van még a (22) azonossdg igazolasa.

TZO ZZ()

‘dr = 0, mert a log

Ha |z9| = 1, akkor véalasszunk olyan z,, |z,| > 1, n = 1,2,..., sorozatot, amely-

re lim z, = z9. Ekkor felirva a (19) azonossagot, mindeniitt z,-et irva zo helyett,
n—oo

n — oo hataratmenettel megkapjuk a (22) azonosségot ezzel a zg szdmmal is. (Vegyiik

észre, hogy a jobboldalon tekintett integral % magfliggvényének az abszolut

értéke egyenletesen korlatos, ha R < 1. Ez segit a hataratmenet jogossidgdnak az in-
dokldsaban.)

Eredményeinkbdl az is kovetkezik, hogy amennyiben egy stacionarius sorozat g(\)
P(e™) 2
R(eik)
fiiggvény segitségével, akkor a staciondarius sorozat regularis. Ehhez azt kell ellendrizni,
hogy az ffw log g(\) d\ > —oo feltétel teljesiil. Ez a feltétel teljesiil, bar a g(\) spektrél
strliségfiiggvény vehet fel nagyon kis értékeket, ha a P(z) fiiggvénynek van gydke az
egységkor vonalon. Ez azonban nem rontja el a log g(\) fliggvény integralhatésigét.
Viszont a g(\) spektrélsiiriiség el6allitasat megadd raciondlis tortfiiggvény R(z) neve-
z6jének nem lehet gyoke az egységkor vonalon, mert a g(\) fliggvény integralhaté kell
hogy legyen. Be lehet latni tovabba a kovetkezo allitéast is.

spektral stlirtiségfiiggvénye g(\) = alakban adhaté meg egy raciondlis tort-

Feladat: E feladat megfogalmazasaban az el6bb bevezetett jeloléseket fogom hasznélni.
Mutassuk meg, hogy ha egy Y,,, n =...,—1,0,1,..., stacionarius Gauss sorozat spek-
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2

Pe) | alakd, akkor létezik fiiggetlen standard nor-

1

tralstirtiség fliggvénye g(t) =

27 | R(e)
mélis valészin(iségi valtozdk olyan ...,e_1,e9,€1,... sorozata, amely teljesiti a (19)
formulat. o
Segitség: Tekintsiik az Y,, sorozat Y, = [ e ;EZ”; Z(dt),n=...,—1,0,1,..., véletlen

spektral mérték szerinti integral el6llitasat, ahol Z(dt) a 5=\ a [—m, 7] intervallumon
vett normalizalt Lebesgue mérték szerinti alkalmas véletlen spektral mérték. Mutassuk
meg, hogy &, = [ €™ Z(dt),n=...,—1,0,1,..., alkalmas vélasztds.

Eléfordulhat, hogy egy moving average folyamat g(¢) spektrélsiiriiségének van
gyoke a —m < 7 intervallumban, vagy ami ezzel ekvivalens, a g(J) spektrélsiiriiség
fiiggvény g(0) = |P(e™)|? eldallitasaban szerepld P(z) polinom egyik gydke az egység-
kor hataran van. Ez a legnehezebb eset. Az alabbi példaban ilyen modellre adunk egy
latszélag egyszert példat.

Példa. Legyene,,n=0,+1,42, ... fiiggetlen standard normalis valészintiségi valtozdk
sorozata, és definidljuk az X,, = e,+¢c,_1,n =0,%1,£2, ..., moving average sorozatot.
Adjuk meg az X,,, n =0,+1,£2,..., sorozat Wold felbontasat.

A példa targyaldsa. A vizsgalando6 stacionarius sorozat spektralstiriisége
g(9) = [L+ e = [P(e)]?

a P(z) = 14z polinommal. Mivel e polinom egyetlen gytke a z = —1 pont ezért a Wold
felbontast a Hy(z) = 1 + z fiiggvény adja meg. Ez azt jelenti, hogy a Wold felbontéas
X, = V,+V,_1 alakban adhaté meg alkalmas V,,, n = 0, +1,+2, ..., fiiggetlen standard
normalis valdsziniiségi valtozok segitségével. A {6 probléma ezeknek a valdszintiségi

valtozoknak a megadésa.

Az X,,, n = 0,%£1,£2,..., staciondrius sorozat el6allithaté X,, = [e"?Z(dV),
n = 0,+1,+2,..., alakban, ahol Z(-) véletlen spektralmérték g(¢9) = 5|1 + €™|?,
—m < ¥ < 7, spektralstiriiség fliggvénnyel. Tovabba az altalanos elmélet szerint

V, = / e — L az(p) = / emﬁil_.l9 AC)
Hy(e ) 1+e?

alakban adhaté meg. Ez a formula azonban nem jol szamolhaté. Ha felirjuk az ﬁ(z)
o]

Taylor sorat azt kapjuk, hogy Hol(z) = 1iz = 3" (—1)*z*. Ez formélisan azt sugalln4,
k=0

hogy

1+4+e W

oo oo

= Y0t [ az() = 31X

k=0 k=0

V, = /einﬁ# dZ(ﬂ) — /einﬁ i(_l)ke—ikﬁ dZ(’L?)
k=0
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Ez azonban egy divergens sor, igy ez az el6éllitas értelmetlen.

Viszont a szovegben targyalt heurisztikus gondolatmenet a kovetkezé megoldést
sugallja.

, 1 o ‘
7 ind — 1 ind _ 1\k pk_—ik?¥
Vi, = élinl T e dz(9) 1131311 e kz_o( 1)*R"e dz(v)
= lim (—1)’€Rk/ei<"—k>0 dZ(9) = lim (-1)*RFX,,_4,
k=0 k=0

ahol a konvergens R szamsorozat elemei 1-nél kisebb szamok. Azaz azt sejtjiik, hogy a
oo

VoR =D, (—-1)*RFX,,_1 szamok konvergalnak a V,, valészinfiségi valtozéhoz, ha R —
k=0

1. Vegyiik észre azt is, hogy a kz_:o(—l)kRan_k = [ei™ 1+Rle—“9 dZ(dv), azonossag

is érvényes minden 0 < R < 1 szdmra abban az értelemben, hogy a baloldalon vett

végtelen Osszeg az X,, n = 0,+1,..., stacionarius sorozat G spektralmértéke szerinti
Ly konvergencidban tart a jobboldalhoz, azaz

42
lim F

N—o0

1 + Re—i’ﬂ

al 1
> (-DFRFX, - /eim’i dZ( dv)
k=0

= lim
N—oo

N 2

n § : —1 1

& v ( (—l)kRke ko _ m) dG( dﬁ) = 0,
k=0

mivel az integrandus az utolsé kifejezés jobboldalan egyenletesen konvergal nullahoz
minden 0 < R < 1 szamra, ha N — oo.

Belatjuk, hogy a éiml Vi, r =V, allités igaz a kovetkezd értelemben: Il%iml E(V,.r—
V)2 = 0. Valéban,

. 1 1 2
2 _ ind
B0 v = 5[ (15 - 1) a200)
2

G(d),

B / 1 1
- 1+e W 14 Re ™

ahol G(d¥) = 5=|1 + e~ 7| dd, az X,, staciondrius sorozat spektralsiirliség fiiggvénye.
Innen

2

1 ‘
11+ e 2 do

i 1 1
E(V, =Var)?=— — — :
( R) 27 /_7r l+e @ 1+ Re "
1 [T (1-R)?

T or) I+ Re W2
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Ez a kifejezés nullahoz tart, bar }l%iml / 7 dY = oo a =7 pont kis kérnyezetének

1
7 [T+ Re— 9|2
hozadéka miatt ezen integralhoz. Viszont némi szdmolassal beldthatd, hogy ennek az

integrdlnak a nagysdgrendje O((1 — R)™!), mivel az integrandus értéke a ‘rossz’ +m

m) Ezért az (1 — R)2 faktor miatt a kifejeZéS

nulldhoz tart R — 1 esetén.

pontok kornyezetében O (

1. megjegqyzés. Az elézd példaban kiszamolt V,, valdszintiségi valtozok valdjaban az
Xn,mn=0,£1,42,... valtozdk definicidjdban szerepl6 €,,, n = 0, +1,£2,... fiiggetlen,
standard normalis valdszintiségi valtozék. Ez a vizsgdlt sorozatok véletlen spektral
mérték szerinti integral eloallitasabol, és a véletlen spektral mérték szerinti integralok
helyettesitési szabalydbol azonnal 1atszik, (elemi bizonyitasa is egyszerti) ugyanis, ha az
e, véletlen sorozatot e, = [ e dZy(0) véletlen spektral mérték szerinti integralként
allitjuk el, akkor X,, = [ eV (e™?(1 + e~ ™)dZy(V), azaz dZ(9) = (1 + e~ *)dZy (V).

2. megjegyzés. Tekintsiink egy a (18) formuldban megadott altalanos X,,, n =0,+1,...,

k
moving average folyamatot. Ha a P(z) = ) a,z? polinomnak nincs gyoke a {z: |z| < 1}
p=0

egységkor belsejében, akkor a (18) formuldban megadott képlet az X,,, n = 0,+£1,...,
folyamat Wold felbontdsa, mert P(z) = Hy(z), és e,, n = 0,£1,... fiiggetlen stan-
dard normalis valdszinliségi valtozok sorozata. A 6 feladat az, hogy mindegyik e,
valoszinliségi valtozét fejezziik ki az Xp, k < n, valdszinliségi valtozok linearis kom-
binacidjaként. Lattuk, hogy ennek érdekében egy akalmas véletlen spektral mérték
ind 1 _ etn?

Ho(ei?)  Ple™?)
fliggvény. Ennek az integrdlnak a kiszamitasa érdekében érdemes kiszamolni az %

szerinti integralt kell kiszamolni, amelynek magfiiggvénye az e

fiiggvénynek a nulla pont koriili hatvanysorat. Ezt konnyebben tudjuk kiszamolni, ha
az ﬁ fliggvényt el6allitjuk elemi E=nL alaku kifejezések linearis kombinacioként,
ahol z; a P(z) polinom (esetleg tobbszords) gydke.

A fent vazolt médszer alkalmazasaban akkor jelenik meg nehézség, ha a P(z) poli-
nomnak van 1 abszolut értékii gyoke. Ilyen esetet targyaltunk az el6zé feladatban,
amelyben a P(z) = 1 + z fiiggvény jelent meg. Bizonyos modellekben olyan P(z) poli-
nom jelenhet meg, amelynek tobbszoros multiplicitasi 1 abszolut értékii sajatértéke
is 1étezik. Ilyen modell példaul az X, = €, + 2,1 + €p_2, n = 0,£1,... mozgd
dtlag. Ehhez a modellhez a P(z) = (1 + 2)? polinom tartozik. Az ilyen modellek
is targyalhatéak hasonléan az X, = ¢, + €,_1 mozgd atlaghoz, bar az egyes 1épések
jogossaganak az igazoldsa kissé tobb munkat igényel.
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