Alapvet6 ismeretek valdsziniiségi problémak szamolasanal

Valésziniiségi problémék vizsgdlata érdekében bevezettiik az (2,4, P) valésziniiségi
mez6 fogalméat. Egyik alapvetd probléma valészintiségi valtozok varhaté értékének
a definicigja és kiszamitasa volt. Maga a definicié nagyon egyszerii, ha ismerjiik a
Lebesgue integral fogalmat.

Valésziniiségi valtozé varhaté értékének a definicidja. Egy (2, A, P) téren
definidlt £(w) valdszindiségi valtozonak (azaz mérhetd figguénynek) a virhatd értéke az
[ &(w)P(w) Lebesgue integrdllal egyenld, feltéve, hogy [ |&(w)|P(w) < co. (Ellenkezd
esetben nem definidljuk a vdrhato értéket.)

EDbbdl a definiciébdl azonnal kiolvashatd a varhato érték néhany fontos tulajdonsa-
ga. igy példaul a varhato érték additivitasa az integral additivitdsdnak egyszerii kovet-
kezménye. De ahhoz, hogy jol tudjunk szamolni varhaté értékkel tovabbi ismeretekre
van sziikségilink. Az esetek tobbségében a varhato értéket kozvetlentil nem a definicidja
alapjan szamoljuk ki, hanem bevezetjiik egy valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét,
és olyan tételeket bizonyitunk be, amelyek lehet6vé teszik a varhaté érték kiszamolasat
az eloszlasfiiggvény segitségével. Ahhoz, hogy jol tudjunk szamolni varhaté értékekkel
meg kell érteni a varhaté érték eredeti definicidja és a varhato érték eloszlasfiiggvények
segitségével valo kiszdmolasardl szold képletek kapcsolatéat.

E kapcsolat megértésében a mértékelmélet alabb ismertetett mértéktartd transz-
formacidk szerinti integraltranszformaciokrol szolo tételének van kulcsfontossagu szere-
pe. E tétel megfogalmazasa elott bevezetem a kovetkezo fogalmat.

Meértéktarté transzformicié definiciéja. Legyen adva két (X, X,v) és (Y, )V, v)
mértéktér, azaz eqy X illetve Y alaphalmaz, ezeknek bizonyos kijelolt, mérhetd részhal-
mazainak X illetve ) rendszere, amelyek o-algebrat alkotnak, és eqy v illetve v mérték
az X és ) o-algebran. Egy minden x € X pontban definidlt T, T(x) = y, x € X,
y €Y transzformdciot mértéktarténak neveziink, ha minden B € Y halmaz T—1(B) =
{x: Tz € B} 8sképe mérhetd halmaz, azaz T~Y(B) € X, és v(T~(B)) = v(B) minden
B € Y halmazra.

Tétel mértéktarté transzformacidk szerinti integraltranszformacidékrol. Le-
gyen adva eqy T mértéktarté transzformdcid egqy (X, X,~) mértéktérrél eqy (Y,V,v)
mértéktérre, valamint egy Y mérhetd f(y) figgvény az (Y,)) téren. Vezessiik be a
g(x) = f(Tz) figgvényt az (X,X) téren. FEkkor az f(Tz) figgvény X mérhetd, és
érvényes az

/ Fw)w(dy) = / F(To)y( da)
Y X

azonossdg. FEz ugy értendd, hogy az azonossdg két oldalan levd integrdlok egyszerre
abszolut konvergensek, azaz az [y |f(y)|v(dy) < oo reldcié akkor és csak akkor teljesiil,

ha [ |f(Tx)|y(dr) < oc.

Egy valdszintiségi valtozd vagy véletlen vektor eloszldsat és eloszlasfiiggvényét ugy
definialjak, hogy ez lehet6vé tegye a varhatd érték kiszamitasat az el6zé tétel alapjan
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az eloszlas szerinti integral segitségével, ha megfelel6 médon definidljuk a tétel alkalma-
zésdban a mértéktereket és T' transzforméciét.

Eloszlas és eloszlasfiiggvény definicidja. Legyen £(w) = (§1(w), ..., &¢k(w)) egy k-
dimenzids valdsziniiségi valtozo egy (2, A, P) wvaldsziniségi mezén, azaz az (2, A, P)
mértéktér leképezése az (R*, B¥) térbe, ahol B¥ az R¥ k-dimenziés Euklideszi tér Borel
o-algebrdja. A & waldszinlségi vadltozo eloszldsdat ugy definidljuk, mint a kévetkezd p
halmazfiigguényt a BX o-algebrdn: p(B) = P({w: £(w) € B}), minden B € B halmazra.
A & wvalosziniiségi vdltozo eloszldsdt az

F(xy,...,25) = Pw: &(w) < x1,...,&(w) < xp})

képlet adja meg minden (x1,...,x;) € R* vektorra.

Tétel egy valoszintiiségi valtozo eloszlasa és eloszlasfiiggvényének alapvet6
tulajdonsagairdl. Legyen {(w) = (§1(w),...,&k(w)) eqy k-dimenzids valdsziniiségi
vdltozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ekkor e valdsziniségi vdltozo el6bb definialt
w eloszldsa valdszintiségi mérték az (RF,B¥) téren, és &(w) mértéktarts transzformdcid
az (Q, A, P) valdszintiségi mez6rél az (RF, BX, i) mértéktérre.

Eqgy & valoszintiségi vdltozo p eloszldsa meghatarozza & eloszlasfiigguényét az

F(z1,...,zk) = p(B(z1,...,2k))

képlet alapjan, ahol B(x1, ..., xg) = {(u1, ..., ug): w1 < x1,...,ux < x}. Megforditva,
a meértékelmélet bizonyos eredményei alapjan a & valdsziniségi vdltozo F eloszldsfiigg-
vénye egyértelmiien meghatdrozza a & valdsziniségi valtozo p eloszlasdt.

A fenti eredmények alapjan, tekinthetjiik a {(w) = (&1 (w), ..., &k (w)) vektor értékii
valészintiségi valtozot, mint az (2,4, P) = (X, X, a) mérhet6 tér mértéktartd transz-
forméaciéjat az (Y,),v) = (R*, B, u) térre, ahol p a & véletlen vektor eloszldsa. Ilyen
szereposztassal véve egy f(z1,...,zx) mérhetd fiiggvényt az (R*, B¥) téren és alkal-
mazva a meértéktarto transzformdciok szerinti integrdltranszformdciokrol szolo tételt a
kovetkez6 azonossigot kapjuk.

Tétel véletlen vektor varhaté értékének kiszamitasardl. Legyen egy (£1,...,E&k)
véletlen vektor eloszldsa p. Ekkor érvényes az

/f(ml,...,xk)u(dxl,...,dmk):/f(gl(w),...,fk(w))P(dw):Ef(gl,...,fk)

az0nossdg.

Ez azt jelenti, hogy egy véletlen vektor valamely fiiggvényének a varhatéd értékét
ki tudjuk szamolni a véletlen vektor eloszlasanak a segitségével. S6t, mivel az el-
oszlasfiiggvény meghatarozza az eloszlast, ezért elég az eloszlasfiiggvényt ismerni. A
tovabbiakban a kovetkezO, az irodalomban elterjedt jelolést hasznalom. Ha ismerem
egy valosziniiségi valtozo, vagy altalanosabban egy véletlen vektor F' eloszlasfliggvényét,
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akkor dF(xy,...,x) vagy F(dzq,..., dry)-val jelolom az ezen eloszlasfiiggvény szerint
egyértelmiien meghatarozott u(dzy,...,pdry) (igynevezett Stieltjes mérték szerinti)
integralt.

A mértékelmélet egy tovabbi fontos, mas eldadédsjegyzetemben targyalt eredménye
annak a pontos leirdsa, hogy milyen tulajdonsigokkal kell rendelkeznie egy fliggvénynek
ahhoz, hogy megjelenhessen, mint egy alkalmas valésziniiségi mezoben megfelel6 médon
definialt valészinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye.

A tovabbi szamunkra fontos kérdések azzal fliggnek Ossze, hogy hogyan lehet jél
kiszamolni egy eloszlés szerinti integralt fontos esetekben. Sok fontos esetben olyan
eloszlasok szerint kell integralokat szdamolni, amelyeknek létezik siirtiségfiiggvénye. Az
ilyen integralok vizsgédlata érdekében fel kell idézni a strliségfiiggvények definicidjat és
legfontosabb tulajdonségait.

Tobbvaltozds stirtliségfiiggvények legfontosabb tulajdonsagai.

To6bbvaltozds slirtiségfiiggvény definicidja. Legyen F(z1,...,x%) egy k-vdltozos
eloszldsfiiggvény. Azt mondjuk, hogy ennek az eloszldsfigguénynek az f(xq,...,xy)
figguény a striségfigguénye, ha teljesil az

X T
F(xl,...,xk):/ / flug, . uk)duy ... dug

azonossdg minden valos x1,...,x; szam-k-asra.

Ha egy (&1,...,&k) véletlen vektornak az F(xq,...,xx) fliggvény az eloszlasfligg-
vénye, és az f(x1,...,x) figgvény az F(xq,...,x)) eloszlasfiiggvény siirliségfiiggvé-
nye, akkor idénként azt mondjuk, hogy f(z1,...,zx) a (&1,...,&) véletlen vektor
strliségfiiggvénye.

Természetesen, az egyvaltozos esethez hasonléan, magasabb dimenziéban sem 1éte-
zik minden eloszlasfliggvénynek stirtiségfliggvénye. Mésrészt az eloszlasfiiggvényekhez
hasonléan a stirtiségfiiggvényeknek is van jellemzése.

Stirtségfiiggvény jellemzése. Egy f(x1,...,xk) k-vdltozos fiigguény akkor és csak
akkor siriségfigguénye egy alkalmas eloszldsfiggvénynek, ha f(xq,...,x) > 0 (majd-
nem) minden (x1,...,x)) pontra, €s

/ / flur,...,ug)duy ... duy = 1.

Eloszlas és siirtiségfiiggvény kapcsolata. Az eloszlds és striiségfiigguény kélcso-

ndsen meghatdrozzik eqymdst. Elég sima (elég sokszor differencidlhatd) F(xq,...,xk)
eloszlasfigguény f(x1,...,x) siriségfigguénye létezik, és az kiszdmolhatd az
OFF(zy,...,71)
T1yeeo, L) =
f( ! k) 81’18$k



képlet segitségével.
A kovetkezo egyszerti allitas nagyon fontos lesz szamunkra a késobbiekben.

Fiiggetlen valdszintiségi valtozokbdl allé véletlen vektor siirtiségfiiggvénye.

Legyenek &1, . .., & fiiggetlen valdszinidségi vdltozok F;(x) eloszlds és fj(x) striségfigg-
vénnyel, 1 < j < k. Ekkor a (&1,...,&) véletlen vektor eloszldsfiiggvénye az

F(ﬂfl,...,aﬁk) :F(ajl)F(xk)
és (létezd) siiriségfiiggvénye az

f(xla"'vajk):f(:vl)"'f(xk)

fligguény.
Ugyancsak fontos szamunkra a kovetkezd eredmény, amely azt adja meg, hogy
hogyan lehet kiszamolni sok minket érdekl6 mennyiséget stirtiségfiiggvények segitségével.

Véletlen vektor fiiggvényei és azok varhatd értékének kiszamolasa stiriiség-
fliggvény segitségével. Legyen egy (&1, .. .,&k) véletlen vektornak f(x1,...,xx) slrd-
ségfiigguénye. Ekkor tetszbleges (Borel mérhetd) halmazra a k-dimenzids térben

P((élw--;fk EB (/ /) ul,...,uk)dul...duk

Altaldnosabban, legyen g(x1, ..., x1) tetszbleges (mérhetd) k-vdltozds figguény. Ekkor

Eg(fl,...,ﬁk):/---/g(ul,...,uk)f(ul,...,uk)dul...duk,

ha az Eg(&y,. .., &) varhato érték létezik, (azaz véges szdm).

Ahhoz, hogy a fenti eredményeket haszndalni tudjuk, tudnunk kell tobbvaltozos
integralokkal szamolni. Ehhez egyrészt fontos a Fubini tétel, amely szerint tébbvaltozos
integralokat ki lehet szamolni szukcessziv egyvaltozos integralas segitségével. Matema-
tikai képletben megfogalmazva:

/ /f:r;l,..., Ydxy .. d:ck:/ (/(/fxl,..., d:z:l)darg)...dxk.

Az el6bb megfogalmazott azonossdg valéjaban a Fubini tétel specidlis esete. A
Fubini tétel azt mondja ki, hogy ha adva van egy szorzattér, azon egy szorzatmérték,
akkor egy a szorzattéren definalt fiiggvény szorzatmérték szerinti integraljat ki lehet
szamolni szukcessziv integralassal is. Pontosabban megfogalmazva

Fubini tétel. Legyenek adva (X;, X;,pi), 1 < j < k, mértékterek és tekintsik ezek
direkt szorzatdt. Részletesebben kifejtve tekintsik azt az (X, X, pu) mértékteret, amelyre
X=X x - xXp, azaz X az (z1,...,2), x; € X;, 1 <j <k, alakid pontokbdl dll, X
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az X1 X -+ x Xj_1 x Bj x X x---x Xy, B € X;, 1 < j <k, alaki hengerhalmazok
daltal generdlt legszikebb o-algebra, p az a (bizonyos mértékelméleti eredmények alapjdn
létezd és egyértelmiten meghatdrozott) mérték a X o-algebrdan, amelyre u(B1X- - X By) =
p1(B1) - - pk(By) minden By € Bj, 1 < j < k, halmazsorozatra. Minden az (X, X, )
mértéktéren vett integralhato f(x) = f(x1,...,x) flggvényre

/f(xl,...,xk)du(xl,--- , k)

e (/ (/f(xl,...,a:k)dul(:z:l)) duz(fliz)) - dug ().

Specidlisan, ha f(x1,...,25) = f1(z1) - fu(zk), akkor
[ @) s duton,. )
— [ s @) [ Faz)duaten)-- [ ) duan)

Ez az eredmény tartalmazza az el6zéleg megfogalmazott eredményt, ha a k-dimen-
zi6s Euklideszi teret tekintjiik a Borel o-algebraval és a Lebesgue mértékkel, mint a
szamegyenesen vett Lebesge mérték k-szors direkt szorzatat onmagaval.

Ezenkiviil sziikséglink lesz az egyvaltozos integralok kiszamolasaban fontos sze-
repet jatszé helyettesitéses integral tobbvaltozds megfeleléjére is. Ismertetem ezt az
eredményt.

A kovetkez6 probléméaval foglalkozunk. Ha adva van az n-dimenziés tér egy A
tartomanyanak szép, sima és invertdlhaté yi, = Tk (z1,...,2,), 1 < k < n, leképezése
az n-dimenzios tér egy masik B tartomanyaba valamint egy

/f(yl,---,yn)dyl---dyn
B

alakud integral a B tartomanyon, akkor hogyan tudjuk ezt az integralt atirni az y; =
Ti(x1,...,2K), kK = 1,...,n, leképezések segitségével, mint egy alkalmas az A tar-
toméanyon értelmezett fliggvény integraljat? Célunk az, hogy ily médon a vizsgalando
integralt egy konnyebben kezelheto integralla alakitsuk at.

Annak érdekében, hogy az erre a kérdésre adott valaszt meg tudjam fogalmazni
el6szor felidézem egy sima transzformécié Jacobian-janak a definicidjat.

Jacobian definiciéja. Legyen yi, = Ti(z1,...,2,), 1 < k < n, az n-dimenzids tér
egy tartomdnydnak sima transzformdcioja az n-dimenzios tér eqy masik tartomdnydba.
Vezessiik be a T = (1T1,...,T,,) jeldlést. A T transzformdacio J(T(z1,...,z,)) Jaco-
bian-ja eqy (x1,...,Ty,) pontban a

aTk (.fEl 5.
ox

..,xk)>’ L <iLk<n,
!
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n X n-es (az (r1,...,x,) pontban vett derivdlt) mdtriz determindnsdinak az abszolut
értéke.

(A Jacobian szemléletes tartalma: FEz adja meg, hogy az (z1,...,x,) pont Kkis
kornyezetének a térfogatat a T = (11,...,T),) transzformacié hanyszorosara nagyitja.)

Integraltranszformaciordl sz6lo tétel. Legyen adva az n-dimenzios tér eqgy A tar-
tomanydnak egy sima yr = Tx(x1,...,2,), 1 < k < n, transzformdltja az n-dimenzios
tér egy mdsik B tartomdnydba, amelyik invertdlhatd, azaz az yr = Tg(x1,...,2T5),
1 < k < n, egyenletrendszernek egyetlen (x1,...,z,) € A megoldisa van minden
(Y1,---,Yn) € B pontra. Legyen tovibbd adva egy (integrdlhatd) f(yi,...,yn) fligguény
a B tartomanyon. Ekkor

/f(yl,---,yn)dyl---dyn
B

= /Af(Tl(l'la---7$n>7---;Tn(xly---,xn))j<T($1,---,$n))d$1 d:L'n,

ahol J(T(z1,...,xy,)) jeloli a T(x1,...,x,) leképezés Jacobianjdt.

Az el6bbi integral transzformacios képlet a kovetkezd kapcsolatban van az ismerte-
tés elején targyalt mértéktarto transzformdciok szerinti integrdltranszformdciokrol szolo
tétellel. Tekintsiik az (A, B™, u) és (B, B™, \) mértéktereket valamint egy (y1,...,Yn) =
T(zq,...,2,) transzformaciét az A halmazbdl a B halmazba, ahol A és B az in-
tegrdltranszformdciordl szolo tétel-ben szereplé halmazok az R™ FEuklideszi térben, T az
ott bevezetett (sima) transzformaci6 az A halmazbdl a B halmazba, B a Borel o-algebra,
megszoritasa az A illetve a B halmazra, A a Lebesgue mérték az R" térnek a B halmazra
vett megszoritasan, p a Lebesgue mérték szerint J(T(x1,...,z,)) siriségfiiggvénnyel
rendelkezé mérték az A halmaz (mérheté részhalmazain, ahol J(T(x1,...,z,)) a T
transzformécié Jacobianja, azaz

w(D) = / J(T(x1,...,2,))dxy ... dx,, minden D C A halmazra.
D

Be lehet latni, és ez az integrdltranszformdciorol szolo tétel bizonyitasanak a lényege,
hogy T mértéktarté transzformacié az (A, B™, u) térbél a (B,B"™, A) térbe. Ezt fel-
hasznalva a tétel allitasa kovetkezik a tétel mértéktarto transzformdciok szerinti in-
tegraltranszformdciokrol eredményébol.

Felidézek még egy valészintiségi vizsgalatokban fontos mértékelméleti problémét és
az ezzel kapcsolatos legfontosabb eredményeket. Azt a kérdést targyalom, hogy egy
konvergens fiiggvénysorban mikor cserélhetd fel a limeszképzés és az integralds, azaz
mikor mondhatjuk, hogy a fiiggvénysorozat tagjainak az integraljai konvergalnak, és a
hatarérték megegyezik a fliggvénysorozat limeszfiiggvényének (létezd) integréljaval.



A mértékelmélet néhany fontos eredménye konvergens fiiggvénysorozatok
integraljairol.

A valészinliségszamitas eredményeinek bizonyitasaban gyakran van sziikségiink olyan
eredményekre, melyek azt mondjdk ki, hogy konvergens fiiggvények sorozatanak az in-
tegralja valamely mérték szerint konvergal a hatarfiiggvény integraljahoz eme mérték
szerint. Az ilyen eredmények vizsgalata a mértékelmélet témakorbe tartozik. Mégis,
hasznosnak latszik a legfontosabb eredmények ismertetése. Ezek az tgynevezett Le-
besgue (dominated convergence) tétel, a Beppo—Levy tétel és a Fatou lemma. Leirok
néhany egyszeri példat is, melyek segithetnek ezen eredmények tartalmat jobban meg-
érteni.

Lebesgue tétel. Legyen f,, n = 1,2,..., mérhetd figgvények sorozata egqy (X, X, p)

mértéktéren. Tegyiik fel, hogy lim f,(x) = fo(x) a p mérték szerint majdnem minden
n—oo

x € X pontban, és létezik olyan “domindns” g flggvény az (X, X, u) téren, amelyre

|fn(z)] < g(x) a p mérték szerint majdnem minden x € X pontban mindenn = 1,2, ...,

indezre, és [ g(z)du(x) < co. Ekkor nlln;offn(x) dp(z) = [ fo(z) du(z).

Beppo-Levy tétel. Legyen f,, n=1,2,..., mérhetd fiiggvények sorozata eqy (X, X, 1)
mértéktéren. Tegyiik fel, hogy az fr(x) somzat monoton novekszik, azaz f1(x) < fo(x) <
fa(x) < --- majdnem minden x € X pontban. Legyen lim f,(z) = fo(z) az fy
figguények limesze Tegyiik fel hogy teljesiil az [ fi(x)dp(z) > —cc feltetel Ekkor
lim [ fo(x)du(z) = [ fo(z . Abban a specidlis esetben ha hm ffn du(x) =

o a [ fo(x)du x) =000 relaczo tel]esul.

Fatou lemma. Legyen f,, n = 1,2,..., mérhetd figgvények sorozata eqy (X, X, 1)
mértéktéren. Tegyiik fel, hogy lim f,(x) = fo(x) a p mérték szerint majdnem minden
n—oo

x € X pontban, és létezik olyan “alsd korlat” g figgvény az (X, X, u) téren, amelyre
fn(x) > g(z) a p mérték szerint majdnem minden x € X pontban minden n =1,2,...
indexre, és [ g(z)du(z) > —oco. Ekkor liminf [ f,,(x)du(x) > [ fo(z)du(z).

A fenti tételekben szereplé feltételek jobb megértése érdekében tekintsiik a kovet-
kez6 példat. Legyen az (X, X, ) mértéktérben az X halmaz a (0,1] intervallum, az
X o-algebra a Borel o-algebra a [0, 1] inervallumon, és a p mérték a Lebesgue mérték.
Definidljuk a kovetkez6 f,(z), n = 1,2,..., fliggvényeket ezen a téren a kovetkezd
médon: fp(z) =n,ha0 <z <1 f,(x)=0,ha i <z <1 Ekkor nh_)rréo fu(z) = fo(x)
minden z € (0,1] pontban, ahol fo(z) = 0. Az [ f,(z)du(z) = 1 reldcié érvényes
minden n = 1,2,... indexre, és [ fo(z)du(x) = 0. Ez azt jelenti, hogy ebben az
esetben az integralas és limeszképzés nem felcserélhetd.

Ennek megfelelen ez a példa nem teljesiti sem a Lebesgue tétel sem a Beppo—Levy
tétel feltételeit, amelyek biztositandk az integralas és limeszképzés felcserélhetéségét. A
Lebesgue tétel feltételei azért nem teljesiilnek, mert az f,(x), 1 < n < oo, fiiggvények
legkisebb domindns fiiggvénye az F(x) = sup fn(z), 0 < x < 1 fliggvény nem in-

n>1

tegralhaté. A Beppo-Levy tétel feltételei sem t_eljesiilnek, mert az f, (z) fliggvénysorozat
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nem monoton. A Fatou lemma feltételei teljesiilnek, mert mindegyik f,, fiiggvény nem
negativ. De a Fatou lemma csak egy viszonylag gyenge allitast mond ki. Azt allitja, hogy
amennyiben a konvergens fiiggvénysorozat elemei nem negativak, vagy teljesitik azt az
enyhébb megkotést, hogy van egy integralhato alsé korlatjuk, akkor a hatarfiiggvény
integralja alsé becslése a tekintett integralok limesz inferiorjanak.

Tekintsiink egy masik példat. Legyen f,(z) = —%, ha 0 < x < %, és fn(x) =0, ha
% <x<1l,n=1,2,.... Ez egy olyan monoton fliggvénysorozat, amelyre nh_r)réo fnl(z) =
fo(z), fo(x) = 0. Ebben a példéban [ f,(z)dx = —oco minden n = 1,2,... szdmra,
és [ fo(x)dx = 0, tehdt az integréalds és limeszképzés ebben a példdban sem cserélhetd
fel. Ekkor a Beppo—Levy tétel azért nem alkalmazhatd, mert a benne szereplo feltételek
kozil az [ fi(z) du(z) > —oo reldcié nem teljesiil.

A fenti eredményeket at lehet fogalmazni fliggvénysorokra is. fgy a Lebesgue tétel
vagy a Beppo-Levy tétel kovetkezményeként az alabbi eredményt fogalmazhatjuk meg.

Tétel konvergens fiiggvénysorok tagonkénti integralhatdésagarol. Teljesiiljon
oo

a G(x) = > gk(x) relacio a p mérték szerint majdnem minden pontban egy (X, X, )
k=1

mértéktérben. Ha létezik olyan a p mérték szerint integrdlhatd (azaz az [ |H(x)|dp(z) <

kZ gi ()

=1

dexre majdnem minden x pontban, vagy gr(x) > 0 minden k = 1,2, ... indexre majdnem

minden x pontban, és [ g1(x)du(z) > —oo, akkor [ G(z)du(x) = ;jlfgk(a:) du(z).

oo feltételt teljesité) H(x) fliggvény, amelyre < H(z) mindenn =1,2,... in-

Ez a tétel egyszertien kovetkezik a Lebesgue tételbol vagy a Beppo—Levy tételbol,
n

ha azt az f,(x) = > gr(z), n=1,2,... fliggvénysorozatra alkalmazzuk.
k=1

Megjegyzés: A Lebesgue tétel és a Fatou lemma feltételei gyengithetéek abban az eset-
ben, ha a p mérték, amely szerint integralunk véges. Ekkor az a feltétel, hogy az
fn(z) fiiggvénysorozat majdnem minden = pontban konvergél egy fo(x) fliggvényhez
helyettesithet6 azzal a gyengébb feltétellel, hogy az f,(x) fiiggvénysorozat mértékben
konvergdal az fo(z) fiiggvényhez. A Beppo-Levy tételnek nincs ilyen mddositdsa, mert
az e tétel feltételeiben megfogalmazott monotonitas biztositja a konvergenciat majd-
nem mindeniitt. (Ha a p mérték 1-re normélt, akkor a mértékelméletben bevezetett
mértékben valé konvergencia fogalma megegyezik a valdszintiségszamitasban definidlt
sztochasztikus konvergencia fogalméval.) Az eredmények bizonyitdsa nem nehezebb
ebben az 1j, altalanosabb esetben. Gyakorlati alkalmazasokban a tétel eredeti forma-
jaban megfogalmazott alakja, ahol majdnem mindeniitt valé konvergenciat hasznalunk
ugyanolyan jol hasznalhato.



