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A JAVITO DOLGOZAT FELADATAI

Legyen & és n két fiiggetlen, exponencidlis eloszldsi valdszintiségi valtozd A para-
méterrel, azaz legyen stirtiségfiiggvényiik f(x) = Ae™**, ha x >0, és f(z) = 0, ha
x < 0. Szamitsuk ki a £ — n kiilonbség stirtiségfiiggvényét.

Legyen (&,7n) kétdimenziés véletlen vektor, amelynek eloszlasa egyenletes a (0,0),
(1,0), (0,1) cstucspontok altal meghatarozott haromszogben, azaz stirtiségfiigggvé-
nye f(z,y) =2, hax >0,y >0,ésx+y <1,és f(x,y) =0 egyébként. Szamoljuk
ki a £2 és 1 valésziniiségi valtozék Cov (€2,7) kovariancidjat.

A kovetkez6 jatékot jatszuk. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihuzunk
visszatevés nélkiil 20 golyét. A paratlan szamu huizasokban 2 forintot nyertink piros
goly6 huzdsa esetén és sem nem vesztiink sem nem nyertink fehér goly6 huzasa
esetén. A paros szamu huzasokban 1 forintot vesztiink fehér golyé huzasa esetén
és sem nem vesztliink sem nem nyeriink piros goly6 hizéasa esetén. Szamoljuk ki
nyereményiink varhatéd értékét és szérasnégyzetét.

Legyen £ normalis eloszladsu valdszintliségi valtozé 1 varhato értékkel és 3 szords-
né o e , _ 1 _—(z=1)%/6 . . .

gyzettel, azaz legyen a stiriiségfiiggvénye f(z) = N . Szamoljuk ki az
E¢* varhaté értéket.

Ledobunk a [0, 3] intervallumba egymastdl fiiggetleniil 3600 pontot egyenletes el-
oszlassal, azaz a ledobott pontok véletlen helyét megadoé valdszintiségi valtozok sii-
riségfiiggvénye f(x) = %, ha 0 <z < 3, és f(x) = 0 egyébként. Egy jegyzSkonyvbe
beirjuk minden ledobott pont helyének az értékét, ha az a [0, 2] intervallumban van,
és a 2 szamot, ha a ledobott pont a [2, 3] intervallumba esik. Adjunk jé becslést a
mellékelt normalis eloszlastablazat segitségével arra, hogy a jegyzokonyvbe irt 3600
szam Osszege a 4750 és 4820 szamok kozé esik.

Mikor mondjuk, hogy egy (&1, ...,&,) véletlen vektor normalis eloszldsi nulla vér-
haté értékkel?

Megoldasok.

Mint a gyakorlaton megbeszéltiik, ha & és n siirliségfiiggvénye f(x) és g(z), &
és n fliggetlen valdsziniiségi valtozdk, akkor & — n stirliségfiiggvénye f *x g~ (x) =
ffooo fy)g(y — x) dy, ahol g~ (z) = g(—x) a —n valdsziniiségi valtozo siirliségfiige-
vénye. Jelen feladatban f(z) = g(x) = Xe %, ha x > 0, f(z) = g(z) = 0, ha
z < 0. Erdemes kiilén nézni az f*xg (x) értékét az x > 0 és = < 0 szdmokra.
Az © > 0 esetben f(y)g(y — ) = N2 We AU=2) = \2=2M2Y=2) ha ¢y > 0
ésy—x > 0, azaz y > =z, és f(y)gly — ) = 0, ha y < x. Hasonldan, az
x < 0 esetben f(y)g(y — x) = N2e MWe 22 = \2e=A2¥=%) ha ¢y > 0, és
y—x >0, azaz y > 0, és f(y)gly —x) = 0, hay < 0. Innen f g (z) =

ffooo fg(y—x)dy = fwoo A2 M2y=2) gy = \2eA7 [%L = %e"\m, ha xz > 0, és

o0 0 - —T xT 672)\"’4 o xT
Frg () = 20 fW)gly — 2)dy = [~ N2e v dy = A2 [——w}o = 3¢,
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ha x < 0. fgy kiszamoltuk a & — n slriségfiiggvényét. Ezt dgy is felirhatjuk
egységesebb formaban, hogy %e‘”w‘ minden —oo < x < 00 szamra.

Ezt a szamolast lehetett volna kissé egyszertisiteni, észrevéve, hogy a & —n valdszi-
niiségi valtozo strliségfiiggvénye paros fliggvény, ezért elegendo6 azt csak az x > 0
szamokra kiszdmolni.

Cov (£2,n) = E&%n — E€2En. Tovabba,

1 1—x 1
B¢’y = /:Eny(x,y) dz dy =/ (/ 2x2ydy> da =/ 2 [y?], " da
0 0 0

—/1x2(1—2$+x2)d$—1—1+
—Jo 32

= [22f(z,y) dxdy—fo

esEn—fyfmy dxdy—fo

2,0y _ 1 _ 1
Ezért COV (E , N ) =35 — ﬁ = a5
Vezessiik be a kovetkezé (;, 1 < j < 20, valésziniiségi véltozékat. Abban az
esetben, ha j paratlan szam, ¢; = 2, ha piros golyét huzunk, ¢; = 0, ha fehér

22 dy) dr = fol 2(1 — z)2?dx = 2 —
2ydy) dr = fol(l —2)2dr=1-1+

[SUIE S
W= O

(o
_(11

goly6ét huzunk a j-ik hdzdsban. Abban az esetben, ha j pédros szdm, (; = —1,
ha fehér golyét huzunk, (; = 0, ha piros goly6t hizunk a j-ik hizdsban. Ekkor
minket a ( = %% ¢; valészinliségi valtozé varhato értéke és szordsnégyzete érdekel.
Az egyszer{ibk]):jtlelélés érdekében vezessiik be a §; = (251, és n; = (25, 1 < j < 10,
valészintliségi valtozdkat. Ekkor ¢ = i%l G = i% &+ ioj ;.

i= — —
B¢ =28 =1 Fn; = -8 = —2 ahonnan E¢ = 10(E¢; + Eny) = 2. A Var(

kiszamolasahoz ki kell szémolnunk a Var (;, azaz a Var §; és Varn; és a Cov ((j, (x),
azaz a Cov (&;,&k), Cov (§;,mk) = Cov (&, n;) valamint Cov (n;, ;) mennyiségeket.

2 2
Varfj = E‘52 (B¢;)? = % - (%) = 25’ Varn; = Enj (En;)? = % - (%) =
5. Cov (§,6) = B&6 — EGBS: = 4555 — 35 = 1335, Cov (&) = B —

E¢Ene = _2%% + 25 — 1225’ Cov (nj,nk) = Enjne — En;En, = %% T~ 25
3

. Innen Var( = '21 Var (; + 1<.k<220 " Cov ({5, Ck) = 10(Var &, + Varn) +
i= <j,k<20, j

90(Cov (&1,&2) + Cov (11,m2)) +200Cov (&1, m1) = 12 =20:24=99.042008 — 19 _ 22

A ¢ valdszintiségi valtozé felithaté € = /31 + 1 alakban, ahol 1 standard normalis
eloszldst val6szintiségi valtozé. Ezért €4 = (v3n)* +4(v/3n)%4+6(v/3n)2 +4v/3n+1,
ahonnan E¢* = E(vV3n)* +6E(vV3n)2 +1=9En* +18En? +1 =274+ 18 +1 = 46,
mert En = En® =0, En* =3, En? = 1, mint a gyakorlaton lattuk.

Jelolje (; a j-ik ledobott pont helyét, és legyen &; = f((;), 1 < j < 3600, ahol
f(z) =2, ha 0 <z <2, f(x) =2, hax <2 < 3. Ekkor (;, 1 < j <k,

2



fiiggetlen, a [0, 3] intervallumban egyenletes eloszlasi valészintiségi véltozok, a jegy-
z6konyvbe irt szamok Osszege S = 3%0:()@, és minket a P(4750 < S < 4820)
valoszinliség érdekel. Ennek kiszémolés;érdekében szamoljuk ki az F¢;, és Var¢;
mennyiségeket. E&; = Ef(¢;) = f03 @) gy = fo Zdx + f2 2dr = [%2]2 +
2028 B =BG = [P e = [P e [P e = [2] 4
S+ 2 =2 Imnen Var§; = B — (B2 =32 -2 =2

9 T 9
Ezért ES = 4800, Var S = 1600 = 4072, ahonnan

W~ [9V1] )

4750 — 4800 S —-ES _ 4820 — 4800
P(4750 < § < 4820) = P ( < < )

40 ~ VVarS T 40
S—FES
v Var S
= ®(0.5) + #(1.25) — 1 = 0.6915 + 0.8944 — 1 = 0.5859.

=P (—1.25 < < 0.5) ~ ®(0.5) — B(—1.25)

Az E¢; és Var {; mennyiségeket kozvetleniil is ki tudtuk volna szdmolni a (; valé-
szintliségi valtozok bevezetése nélkiil Stieltjes integrdlok segitségével.

Vezessiik be el6szor a standard normalis eloszlast vektor fogalméat. Azt mond-
juk, hogy (n1,...,nm,) n-véltozdés standard normalis eloszlasi vektor, ha ennek
koordinatai, ni, n2, ..., nn, fliggetlen, standard normaélis eloszlasu valdszintiségi
véltozok. Ha A egy n x n méretii (determinisztikus) matrix, és (n1,...,n,) n-
valtozds standard normadlis eloszlasu vektor, akkor a (£1,...,&,) = (M1,...,7n)A
véletlen vektor nulla varhaté értékii, normaélis eloszlasu véletlen vektor. Az n-
valtozos normalis eloszlast nulla varhato értéki vektorok azok a véletlen vektorok,
amelyek eloszldsa megegyezik egy ilyen médon el6allithat6é (11, ...,n,)A véletlen
vektor eloszlasaval alkalmas A méatrix-szal.

Megjegyzés. Bar nem bizonyitottuk be, de némi munkaval (linedris algebrai meg-
gondolasok segitségével) beldthat6, hogy egy nulla varhaté értékii normélis elosz-

lasu (&1,...,&,) véletlen vektorra nemcsak az igaz, hogy az eloszldsa megegyezik
egy (m1,...,nn)A véletlen vektor eloszlasaval, ahol (11,...,n,) standard norma-
lis eloszlasd, hanem létezik olyan (71, ...,7,) standard normélis eloszlasu véletlen

vektor, amelyre (£1,...,&,) = (1, ..., 7n)A.



