DOLGOZAT FELADATOK

Legyen & és n két fiiggetlen valdszintliségi valtozo, amelyek koziil € A paraméterii és
n i paraméteri exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozo, azaz a & valdsziniiségi
valtozé f(-) stirtiségfiiggvénye f(x) = Ae™™®, ha x > 0, f(z) = 0, ha z < 0, az
n valdsziniiségi véltozo g(-) strtiségfiiggvénye g(x) = pe "* ha z > 0, g(z) =
0, ha =z < 0, tovdbbd A > 0, u > 0 és A # p. Szamitsuk ki a & + n Osszeg
striségfiiggvényét.

Legyen a (£,n) kétdimenzios véletlen vektor eloszldsa egyenletes a (0,0), (0,1),
(2,0) csicspontok dltal meghatarozott derékszogii haromszogben, azaz legyen sii-
riségfiiggvénye az f(z,y) =1lazx >0,y > 0, 2y+x < 2 egyenl6tlenséget teljesitd
(x,y) pontokban, és f(z,y) = 0 egyébként. Szadmoljuk ki a & és n valdszintiségi
véltozok Cov (€, n) kovariancidjét.

Egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyé van. Kihtzunk visszatevéssel 101 golyét.
Jelolje & azon huzasok szamat, amikor a kihtizott golyd szine megegyezik az elézdleg
kihuzott goly6 szinével. Szamoljuk ki & varhatd értékét és szorasnégyzetét.

Legyen £ normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozé —1 varhato g’:rtékkel és 4 szoras-
négyzettel, azaz legyen a stirtiségfliggvénye f(x) = \/%e_(“l) /8. Szémoljuk ki az

Ee't varhat6 értéket tetszbleges t valds szamra.

. Az a feltételezésiink, hogy egy nalunk levé pénzdarab legaldbb % valészintiiséggel

esik a fej, és legfeljebb % valoszintiséggel az iras oldalra. E feltevés ellenérzése
érdekében feldobjuk a pénzdarabot 10 000 alkalommal, és kijeloliink egy k szamot
ugy, hogy amennyiben legalabb k darab fejdobas tortént akkor elfogadjuk ezt a
feltevést, ha pedig kevesebb fejdobas tortént, akkor elutasitjuk. Hogyan valasszuk
ezt a k szamot, ha azt akarjuk, hogy feltevésiink helyessége esetén legalabb 0.9
valoszinliséggel dontsiink gy, hogy igaz ez a feltevés?

Legyenek &1, ..., &, valdsziniiségi véltozok egy (€2, A, P) valdsziniliségi mezon. Mi-
kor mondjuk, hogy ezek a valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek?

MEGOLDASOK.

Tudjuk, hogy a tekintett két fiiggetlen valdszinliségi valtozd Osszegének a stirtiség-
fliggvényét az f*g(x) = [ fooo f(w)g(x —y) du konvolucié segitségével szamithatjuk
ki. Mivel f(z) =0, g(z) = 0, ha x < 0, ezért ebben az esetben a konvoluciéban
szerepld integrandus f(u)g(x —u) =0, ha u < 0 vagy z —u < 0, azaz u > x. Innen

frglx)= /x e N peMETY) dy = Ape HT /1‘ e~ AW gy, ha x>0,
0 0

és f*xg(x) =0, ha z < 0. Ezért
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frg(x)= pe [e_(k_“)“} = )\,ue ha x >0 és \ # pu.
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2.) Cov(&,n) = Eén— EEEn, Eén = [ayf(x,y)dedy, B = [xf(x,y)dedy és En =
Jyf(z,y)dzdy.
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Innen, Cov (§,n) = ¢ — 2 - & = —1%.

3. Vezessiik be a §;, 2 <1 < 101, valészintliségi valtozokat ugy, hogy &; = 1, ha az i-ik és
1—1-ik huzésban azonos szinti goly6t huzunk, &; = 0, ha az i-ik htuzasban kiilonboz6

101
szinti golyokat hizunk. Legyen & = > ;. Ekkor az E¢ és Var £ mennyiségeket kell
i=2
kiszamolnunk.
101
E¢ = > E¢ = 100E&,, mert a &; valészintliségi véltozok azonos eloszlasiak. Ezért,
i=2

E& = (2)°+ (3)° = 18 s B¢ = 100E¢, = 52.

101 100
Var{ =) Var&+ Y Cov(&,&) =100Var& +2)  Cov (&, &iv1)
i=2 2<i,j<101, %] i=2

= 100Var &y +2- 99 - Cov (£, &3),

mert Cov (&;,&;) = 0, ha |i—j| > 2. Tovdbbd, Var&s = E&—(E&)? = %—(%)2 =

. 3 3
%, s Cov (§2,83) = By — BE&EE3, Eéés = (%) + (%) = %7 mert {33 csak
nulla és 1 értéket vesz fel, és akkor vesz fel 1 értéket, ha az els6 harom htzas
mindegyike vagy piros vagy fehér.

Innen Cov (£2,83) = 22 — (13)2

125  \25 és Var& =100 - 136 4 2.9.6625 = 16788 —
26, 8608.
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4. A £ valdszintiségi valtozét felirhatjuk & = 29— 1 alakban, ahol 7 standard normalis
valészintiségi valtozo. Ezért2 Fett = Ee!1=1) = ¢~ tEe()n A gyakorlaton
kiszamoltuk, hogy Ee' = et /2 tetszbleges valés t szdmra. (Lasd a feladatsor 1.
feladatdt.) Ezt a szdmolast itt nem ismétlem meg. Ezt az eredményt felhaszndlva
kapjuk, hogy Eeté = e~te(20)°/2 = o2t

5. Vezessiik be a 5, 1 < j < 10 000 valészinliségi valtozokat, amelyekre {; = 1, ha a

10 000

j-ik dobas fej, és {; = 0, ha a j-ik dobds irds. Legyen £ = > ¢&;. Ekkor olyan k
j=1

szamot kereslink, amelyre feltevésiink teljesiilése esetén P(£ > k) > 0.9. Szamoljuk

ki ezt a k-tél fliggd valoszintiséget a feltevésiink teljestilése esetén legkellemetlenebb

esetben; akkor, ha a fejdobas valdszintisége %. Szamoljuk ki ennek érdekében az

E¢ varhato értéket és Var & szérasnégyzetet. E£ = 10 000E¢; = 10 000 - % = 8000.
Var¢ = 10 000Varéy = 10 000+ (4~ (4)*) = 1600 = 40%. Tnnen a centrlis

hatareloszlastétel alapjan

P(§>k):P(§_SOOO> k:—8000> N1_<I>(k_8000),
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ahol ®(-) a standard normalis eloszlasfiiggvény. Ezért nekiink az 1 — ® (k%goo) =
0.9, azaz ® (%) = 0.1 vagy @ (%) = 0.9 egyenletet kell megoldanunk.
A normadlis eloszlastablazat szerint innen, 80%%_"3 = 1.29, azaz 8000 — k ~ 51.6,
k ~ 7948.4. Legyen k = 7949.

6. A &,...,&, valoszinliségi valtozdk akkor és csak akkor fliggetlenek, ha tetszoleges
valés x1,...,x, szamokra

P(fl<$1>-~~>€n<xn):P<§1<$1)"'P(§n<xn)-

Ehelyett lehet azt a formalisan erésebb, de valéjaban ekvivalens kikotést tenni,
hogy tetsz6leges (Borel mérheté) By, ... B, halmazokra

P(fleBlw--»&nGBn):P(glEBl)"'P<£n€Bn)~

Viszont nem fogadtam el teljes értékiinek olyan definiciét, amely csak diszkrét
eloszlasu valészintiségi valtozokra érvényes.



