A Valészintiiségszamitas 1. el6adassorozat kilencedik el6adasa.
2007. daprilis 10.

A tobbdimenzids stiriségfiiggvények bevezetése utan definidljuk a tobbdimenzids tér
halmazaira koncentralt egyenletes eloszlast. Ezutan hatarozzuk meg az egyenletes el-
oszlast néhény egyszerii esetben.

Tobbdimenziés halmazokra koncentralt egyenletes eloszlas definicidja. Legyen
adva eqy A C RF (Borel mérhetd) halmaz a k-dimenzids téren, amelynek Lebesque
mértéke teljesiti a A\(A) > 0 feltételt. Az A-halmazon definidlt egyenletes eloszlds az a P
valdszintiségi mérték az R* tér Borel mérhetd részhalmazain, amelyre P(B) = A(;EZJ)B)

minden Borel mérheté halmazra a k-dimenzios téren. Masképp megfogalmazva, az
A halmazra koncentrdlt egyenletes eloszlds az az eloszlds, amelynek stiiriségfiigguénye

flug, ... ug) = ﬁ, ha (u,...,ux) € A, és f(uy,...,ur) =0, ha (uy,...,ug) ¢ A.
Feladat:

Adjuk meg a [0,1] x - -+ x [0, 1] k-dimenzids egységkockan egyenletes eloszlas elosz-
lasfiiggvényét.

b.) Tekintsiik a sikon a (0,0), (0,1) és (1,0) csucspontok dltal meghatdrozott hdarom-
sz0gon az egyenletes eloszlast. Adjuk meg ennek eloszlasfliiggvényét.
Megoldds: A [0,1x---x]0,1] k-dimenzids egységkockan egyenletes eloszlasu val6szi-
niliségi valtozoé eloszldsa az F(z1,...,x) = G(x1)--- G(xy) fuggvény, ahol G(z) =
0,haz<0,G(z)=z,ha0<z<1,éG(x)=1hax>1.
A tekintett haromszogoén definidlt egyenletes eloszlas H(z,y) eloszlasfiiggvénye,
H(z,y) =0, hax < 0vagy y < 0. H(z,y) =1, ha > 1 és y > 1. Definidlni
kell még a H(x,y) eloszlasfiiggvényt abban az esetben, ha 0 <z <1és0 <y <1.
Ebben az esetben H (z,y) = 2A([0, 2] x [0, y|NK). innen H(x,y) =2y, ha0 <z <1
és0<y<l,ésax+y<1. HO0<z2z<1é0<y<1 éx+y >1, akkor

1
H(z,y) =2y — §(w+y—1)2-

Figgetlen valoszintiségi valtozok és szorzatuk varhato értéke.

Valészintliségi valtozdk fiiggetlenségének a definicidja. Legyenek &1, ..., &, va-
[6szindiségi vdltozdk egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn. Azt mondjuk, hogy ezek a vald-
sziniségi valtozok fiiggetlenek, ha minden x1,...,x, valos szamra

P& <m1,...,6 <zn) = P& <z1) - P(€n < zp).

A teljesség kedvéért megadom e fogalom definiciéjat altalanosabb, vektorértékli valdszi-
niségi valtozokra is, bar valésziniileg ebben az eléadassorozatban nem jutunk el addig
a pontig, ahol erre a fogalomra sziikség van. (Mindenekel6tt a tobbvéltozds centralis
hatareloszlastételre gondolok, mint olyan témakorre, ahol ez a fogalom megjelenik.)

Vektorértékii valdosziniiségi valtozok fiiggetlenségének a definicidja. Legye-
nek €1 = (E115--,&08), -0 £ = (Eniy-- - énk), €rtékeiket az R* k-dimenzids
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Euklidesi térben felvevd wvaldsziniiségi valtozok (vektorok) egy (2, A, P) wvaldsziniségi
mezén. Azt mondjuk, hogy ezek a valdszindségi vektorok figgetlenek, ha minden (V) =
(T115- 0, T1 k), - s 2 = (Tpay. .o Tnk), k-dimenzids vektorra

P&ii<zia, &6 <Zik s §ng <Znis-- s &nk < Tnk)
=P&1 <z, 8k <T1k)Pni <Tpi,.. &k < Tnk)-

Megjegyzés: Vektorértékili valoszintiségi valtozok fliggetlenségének a definiciéjaban sem-
milyen fiiggetlenségi feltevést nem tettiink az egyes €W = (&1,...,&%), 1 < j <k,
vektorok koordinatai kozott. Ezzel a definicidval egyelore nem foglalkozunk.

Figgetlen valdszinliségi valtozokkal valdé szamoldst megkonnyiti a mértékelmélet
egyik alapveto eredménye, az aldbb ismertetend6 Fubini tétel. Ennek megfogalmazasa
elott teszek néhany megjegyzést.

A Fubini tétel a kovetkezd, a teriileti (Riemann—)integralrdl sz6l6 eredménynek az
altalanositasa altalanos Lebesgue integralokra.

//f(x,y>dxdy=/(/f(x,y)dx) dy

minden integralhaté f(-, ) fiiggvényre. Ez az eredmény azt jelenti, hogy egy kétvaltozds
fliggvény teriileti integraljat tgy is kiszamolhatjuk, hogy elOszor rogzitjiikk az egyik
paramétert, (amelyet itt y-nal jeloltiink,) és kiszamitjuk az igy kapott egyvaltozos in-
tegralt. Ezutan az elsé lépésben rogzitett paraméter szerint integralva az igy kapott
fiiggvényt, megkapjuk a teriileti integrél értékét. Ez azt jelenti, hogy a teriileti integral
kiszamithato két egyszeres integrdl szukcessziv alkalmazasanak a segitségével.

A Fubini tétel dltalanos alakjanak az ismertetése elott megfogalmazom a kovetkezd
eredményt.

Legyenek Fi(:), ..., Fi(-) eloszlasfiiggvények a szdmegyenesen, és definidljuk az
F(z1,...,25) = Fi(z1) - Fi(zg)

fiiggvényt. Az igy definidlt F'(zq,...,zy) fliggvény egy k-véltozos eloszlasfiiggvény.
Részletesebben kifejtve ez a kovetkezdt jelenti. A hetedik és nyolcadik eléadasban
megadtam annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy egy egy illetve egy tébbvaltozos
fiiggvény eloszlasfiiggvény fliggvény legyen. A fenti allitds tartalma az, hogy ha az
F;i(-), 1 < j < k, fiiggvények teljesitik az (egyvaltozds) eloszlasfiiggvény jellemzését
leir6 tulajdonsdgokat, akkor az F(x1,...,zr) = Fi(x1)--- Fi(zy) figgvény teljesiti a
tobbvaltozos eloszlasfliiggvény eloszlasat leird tulajdonsagokat.

Nem nehéz belatni, hogy a fenti allitasban az 6sszes ellenorizendo feltétel teljestiil. Mivel
e részletek kidolgozasa egyszerii, és ennek kiilonosebb tanulsdgai nincsenek, ezért ezt
elhagyom.



Ha F;(-), 1 < j < k, egydimenzids eloszlasfiiggvények, akkor tekinthetjitk az
F(xy,...,2x) = Fi(z1) - Fx(xk) k-valtozés eloszldsfiiggvényt, illetve az altala meg-
hatdrozott ur = p(p, .. r,) Stieltjes mértéket a k-dimenzids téren. Az irodalomban
altalanos szokas, hogy az elébb definidlt up k-dimenzids téren értelmezett mérték sze-
rinti integralt Fy(dzq) ... Fy(dzy) vagy dFy(z1) ... dFy(zk)-val jelolik, azaz

/g(mla"'uxk)uF(dxlu"'a dl'k) = /g(wlv"'7Ik)lu(F1,...,Fk)(dm17"'7 dmk)

jel.

= /g(:cl,...,.rk)Fl(d:cl)...Fk(d:z:k) :/g(xl,...,:vk)dFl(xl)... dFy(xy)

tetszbleges integralhaté g(zq,...,z) (integralhatd) fligvényre, ahol ,,jel.” a jel6lés sz
roviditése. A tovabbiakban mi is ezt a jelolést kovetjiik.

Fubini tétel. Legyenek F;(-), 1 < j <k, eloszldsfiggvények a szdmegyenesen, €és legyen
g(z1,...,x) (mérhetd) k-vdltozos fiigguény. Ekkor

/g(ml,:cg,...,a:k)Fl(d:cl)F(dxg)...Fk(dxk)

_ (/ (/ (/g(xl,...,xk)Fl(dxl)) Fg(dxz)) ...Fk(d-rk))

Ez az azonossag ugy értendd, hogy az azonossdg két oldalan lévd integrdl illetve szuk-
cessziv integrdl egyszerre létezik.

Erdemes kiilon megfogalmazni ennek az azonossagnak a kovetkezd fontos specidlis
esetét. Ha g(x1,...,x1) = g1(z1) - - gk (k) alakd specidlis fiigguények integraljdat tekint-
gk, akkor a kovetkezd azonossdgot irhatjuk fel:

/gl(xl)gg(xg)"-gk(mk)Fl(dxl)Fg(dxg)...Fk(dxk)

=/9(1:1)F1(dm1)/92(x2)F2(d902)"‘/gk(l‘k)Fk(dﬁ%) Zjljl/gj(l‘)Fj(dx)-

1. megjegyzés. A Fubini tétel valgjaban egy altalanosabb eredmény mint a most kimon-
dott tétel. A Fubini tétel a megfogalmazottakhoz hasonlé eredményt mond ki dltalanos
(és nemcsak az Euklideszi terekben definidlt) szorzatmértékek szerinti integralokra. Szé-
munkra viszont elegendd csak a fent leirt specialis esetet tekinteni.

2. megjegyzés. Az elébb kimondott tétel és a tovabbi eredmények roviden, informali-
san ugy foglalhaték Ossze, hogy mindazok az eredmények, amelyeket fiiggetlen, disz-
krét eloszlasu valdszintiségi valtozokrol tanultunk, érvényben maradnak altaldnos, nem
feltétleniil diszkrét eloszldsu valészintliségi valtozokra is.

Az alabbiakban a Fubini tételt fogjuk haszndlni, és azokat a eredményeket, amelyek
megadjak, hogy valdszintiségi valtozok fliggvényeinek varhaté értékét hogyan lehet ki-
szamolni e valdszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényének a segitségével. Ezen eredmények
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felhasznélasaval bebizonyitok néhany alapveté eredményt fiiggetlen valészintiiségi valto-
zO0krol. Ezelott egy megjegyzést teszek az itt kovetett targyalasmodrol.

3. megjegyzés. Az aldbbiakban fiiggetlen valdszintiségi véltozok legfontosabb tulaj-
donsagait ismertetem. Ezeket a tulajdonsagokat meg lehet fogalmazni az eloszldasok
nyelvén is. ﬂy modon kideriil, hogy ezek a tulajdonsagok ekvivalensek valamilyen in-
tegralokra megfogalmazhato azonossagokkal, és ezen azonossagok mindegyike a Fubini-
tétel kovetkezményeként kezelheto.

Tétel. Legyenek &1, ..., & figgetlen valosziniségi vailtozok, amelyek mindegyikének lé-
tezik varhato értéke, azaz E|§;| < oco. Ekkor a & ---& szorzatnak is létezik vdrhato
értéke, €s

E& -+ & = E&§ -+ By,

Megjegyzés: Ezt az eredményt mar targyaltam az 5. eldadas ‘Tétel fiiggetlen valdszi-
niiségi valtozok szorzatarol’ eredményében, de ott csak diszkrét eloszlasi valdszinliségi
valtozok szorzatat tekintettem.

A tétel bizonyitds: Jelolje F;(-), 1 < j < k, a §; valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét,
és vezessiik be a g(x1,...,x,) = 71 ... 2 figgvényt. Ekkor

Tovabba a Fubini tétel szerint

/xl~~-xkF1(dx1)...Fk(dxk) _ f[l/ij(dx).

Mivel E{; = [xFj(x), ez az azonossdg azt jelenti, hogy E&;---& = E& --- E&.
Ezenkiviil azt is allithatjuk (felhasznalva azt a tényt, hogy a Fubini tétel két oldaldn
szerepld kifejezés egyszerre értelmes, hogy a Tételben szerepléd azonossag két oldala
egyszerre értelmes.

Tétel. Legyenek &1, ...,& fliggetlen valdszinidségi vdltozok, B, ..., Bi a szamegyenes
Borel mérhetd részhalmazai. Ekkor

P(& € By,..., & € By) = P(& € By) -+ P(& € By).

Megjegyzés: A fiiggetlenség definicidja csak azt koveteli meg, hogy a tételben kimondott
azonossag teljesiiljon specidlis B; = (—oo,x;) alakd halmazokra. A tétel azt allitja,
hogy ha ez az azonossag teljesiil ezekre a specialis alaki halmazokra, akkor ez tel-
jestul minden ,,szép” azaz Borel mérheté halmazra. E tételnek, illetve e tételnek a
4. eldadasban targyalt ‘Lemma fliggetlen diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozdk tu-
lajdonsagairél’ néven megfogalmazott megfeleléjének egyik kévetkezménye az, hogy a
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diszkrét valészinliségi valtozok fliggetlenségének korabban ismertetett definicidja meg-
egyezik a fiiggetlenség altaldnos definiciéjanak a redukcidjaval erre az esetre.

Bizonyitds: Legyen g;(-) a B; halmaz indikatorfiiggvénye, 1 < j < k, azaz legyen
gi(z) = 1, ha ¢ € Bj, és gj(xr) = 0, ha ¢ Bj. Definidljuk a g(z1,...,25) =
g1(z1) -+ - gr(zk) figgvényt a k-dimenziés téren. Ekkor a Fubini tétel alapjan

P(& € By,....& € By) = Eg(&1,...,¢&k) = Eg1(&1) - Egr (&)
:P(§1 GBl)P(fk EBk)

Feladat:

Legyenek &1, ...,&n,&nt1, - -, Entm fuggetlen valészintiségi valtozdk, g(xq, ..., z,)
n-valtozds (mérhetd) figgvény, n = g(&1,...,&,). Mutassuk meg a Fubini tétel
segitségével, hogy 1,&n+1, -, Entm fliggetlen valdszintliségi valtozok.

Megoldas: Rogzitsiink valamilyen zg, x1,...,x,, szdmokat. Definidljuk ezek segit-
ségével a hj(u) =1, ha u < z;, hj(u) =0, ha u > z, 1 < j < m, fliggvényeket,
valamint legyen ho(ui,...,u,) = 1, ha g(uy,...,un) < o, ho(u1,...,u,) = 0,
ha g(ui,...,up) > xo. Jelolje Fj(-) a &; valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét.
Ekkor a Fubini tétel alapjan

P(U < xO;fn-ﬁ-l < Tn+1y--- 7£n+m < zn—&—m)

:/hO(U1,...,Un)h1('LLn_|_1)...hn+m(un+m)F(dU1>...Fn+m(dun+m)
:/ho(ul,...,un)F(dul)...Fn+m(dun)

/hl (tn41)F(duy) - '/hn+m(un+m)Fn+m(dun+m)

P(U < xO)P(gn—l—l < mn—kl) T P(S?H—m < xn+m)7

ahonnan kovetkezik a feladat allitasa.
Feladat:

Legyenek &1, ...,&, fliggetlen valdszinliségi valtozok, és legyen a §;, 1 < j < n,
valdszintiségi véltozonak striiségfiiggvénye, és jeloljitk az f;(-)-vel. Lassuk be a
Fubini tétel segitségével, hogy a (£1,. .., &) véletlen vektornak is van stirtiségfiigg-
vénye, és az az f(uy,...,up) = f1(u1)--- fn(u,) fiiggvény.

Megoldas: Rogzitsiink valamilyen xg,x1,...,z, szdmokat, és definidljuk ezek se-
gitségével a hj(u) =1, ha u < zj, hj(u) =0, ha u > 2 1 < j < n, fliggvényeket.
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Ekkor
P(Sl < Ty 7£n <xn):P<£1 <$1)P(€n<xn)
~ [ m@fidu- [ b, du

:/---/hl(ul)fl(ul)---hn(un)fn(un)dul... du,,
:/_x;.../_Zfl(ul)--.fn(un)dul...dun

ahonnan kovetkezik a feladat allitasa.

Fiiggetlen valdszintliségi valtozok 6sszegének a szorasnégyzete, a nagy szamok
gyenge torvénye.

A diszkrét valdszintiségi valtozokhoz hasonldéan defidlhatjuk &altalanos, nem feltétle-
niil diszkrét eloszlast valdsziniiségi valtozok szérasnégyzetét, (ezt az el6zd el6addson
megtettiik), kovariancidjat, és (fiiggetlen) valdszintiségi valtozdk Osszegének szérasnégy-
zetére hasonld formula érvényes mint a diszkrét esetben. Roviden leirom a bizonyitast,
bar azt akar el is hagyhatnam arra hivatkozva, hogy e tulajdonsagok bizonyitasaban
a diszkrét valdszintiségi valtozdk esetében is csak olyan Osszefiiggéseket hasznaltunk,
amelyek altaldnos valdszintiségi valtozokra is érvényesek.

Valészintiliségi valtozék kovariancidjanak a definicidja. Legyen & és n két valo-
szintiségi vdltozé ugyanazon a valdszindiségi mezén, (amelyekre teljesiil az E&? < oo,
En? < oo feltétel.) A € és n valdsziniiségi vdltozok kovarianciafiigguénye

Cov (&,m) = E[(§ — E€)(n— En)].

Lemma.
Cov (§,m) = Eén — ESEN.
Ha & és n fiiggetlen valdszintiségi valtozok, akkor Cov (&,m) = 0.
Bizonyitds:
Cov (§,n) = E[(§ — E§)(n — En)] = E(§n — {En — nEE + E{E)
= E{n — BEEN — EEEN + EEEn = E{n — ESED.
Ha & és n fliggetlen valdsziniiségi valtozok, akkor E&{n = EEEn, ezért Cov (&,n) = 0.

Tétel. Legyenek &;, 1 < j < k, valdsziniségi vdltozok ugyanazon a valdsziniségi mezon,
amelyekre teljestil Efj2 < o feltétel. Ekkor

k k k k—1 k
Var Y & | =) Varg+ Y Cov(g,&) =) Varg;+2) > Cov(,4).
j=1 j=1 j=1

1<j,1<k j=11=j+1
G



Specidlisan, ha a &; valdsziniségi vdltozok figgetlenek, akkor
k k
Var ij = ZVarSj.
j=1 J=1

Bizonyitds. Vezessik be a fj = {; — E¢; valésziniiségi valtozdkat. Ekkor

2
k k k
Var | G| =B Y &) =E[> &+ > §.4
j=1 j=1 j=1 1<5,1<k
j#
k ~ o k
=Y EG+ Y BGG=) Vargi+ Y Cov(€,4).
j=1 1<4,1<k J=1 1<5,l<k
J#l J#l

Ha a §; valészintiségi valtozdk fiiggetlenek, akkor Cov (§;,&) = 0, ezért
k k
Var Zﬁj = ZVargj.
=1 =1

Legyenek &;, 7 = 1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszinliségi valtozok, és
legyen E¢? < oco. Becsiiljiik meg a Csebisev egyenlStlenség segitségével a

n

1
rPll= R
S & - Bg)| >
Jj=1
valoszinliségeket minden n = 1,2,... és ¢ > 0 szdmra. Latni fogjuk, hogy ebbdl
a becslésbol adodik a valdszintiségszamitas egyik fontos eredménye, a nagy szamok

(gyenge) torvénye.

n 2 K <_§:(§j—E§j)>
. 2| <«

_ 2 J=t
=P Zl(gj E¢) ] >ne” | < -y
J:
Var | > & > Varg;
. Jj=1 Jj=1 ar 51
N n2g? n2e? ne?



A nagy szamok (gyenge) torvényének bizonyitasa el6tt bevezetiink két definiciét.

Sztochasztikus konvergencia definicidja. Legyenek &,, n = 1,2,..., figgetlen
valosziniségi vdltozok ugyanazon a valoszinilségi mezén. Azt mondjuk, hogy a &,,
n = 1,2,..., valosziniségi valtozok sztochasztikusan konvergdlnak a & wvaldosziniségi

vdltozohoz, ha lim P(|&, —&| > ) =0 minden € > 0 szdamra.

Megjegyzés: A mértékelméletben is megjelenik ez a fogalom, de ott ezt mértékben vald
konvergencianak nevezik.

Nagy szamok gyenge torvényének a definicidja. Legyen &,, n = 1,2,..., figget-
len, egyforma eloszldsi valdszinidségi valtozok sorozata eqy valésziniiségi mezon, S, =

> &k, k=1,2,.... Azt mondjuk, hogy ezek a &,, n = 1,2,..., valdsziniségi valtozok
k=1

teljesitik a nagy szamok gyenge torvényét, ha létezik olyan E szdm, amelyre teljesiil, hogy
az %, n = 1,2,..., valosziniségi viltozok sztochasztikusan konvergdlnak az E szam-

hoz, azaz ahhoz a valdsziniségi valtozohoz, amely eqy valdosziniséggel az E konstanssal
eqyenlo.

Tétel a nagy szamok gyenge torvényérol. Legyen &,, n = 1,2,..., figgetlen,
egyforma eloszldsi valdsziniiségi vdltozok sorozata, amelyekre teljesiil az E¢? < oo tu-
lagdonsdg. Ezek a wvaldsziniségi vdltozok teljesitik a nagy szamok gyenge torvényét az
E = FE¢ konstanssal.

Bizonyitds: Lattuk, hogy az adott feltételek mellett

minden ¢ > 0 szamra. Mivel lim % = 0, innen kovetkezik a Tétel allitasa.

n—oo
1. megjegyzés. A gyenge jelzé a nagy szamok gyenge torvényében arra utal, hogy a
nagy szamok gyenge torvényében fiiggetlen valészintiségi valtozok atlagainak konver-
gencidjat egy viszonylag gyenge konvergenciafogalom szerint, a sztochasztikus konver-
gencia szerint koveteljik meg. A valdszinliségszamitasban foglalkoznak a nagy szamok
erts torvényével is, amelyben ezen atlagok konvergenciajat egy erésebb konvergenciafo-
galom szerint, az ugynevezett egy valdsziniiséggel valé konvergencia szerint kovetelik
meg. Lattuk, hogy a nagy szdmok gyenge torvénye érvényes akkor, ha a tekintett
fiiggetlen valdszintiségi valtozok négyzetének 1étezik varhatéd értéke. Felmeriilhet az a
kérdés, hogy ez a feltétel elhagyhato-e, vagy ha nem hagyhaté el, akkor lehet-e azt
gyengiteni. Ugyancsak természetes probléma annak a kérdésnek a vizsgalata, hogy a

P (}7 — E} > 5) valoszinliségek milyen gyorsan tartanak nulldhoz. Ezeknek a kérdé-

seknek a targyaldsdahoz késébb még visszatérek.

2. megjegyzés. Bar nem hangsilyoztuk, de hallgatdlagosan felhasznaltuk azt a tényt,
hogy amennyiben egy & valdszintiségi valtozo négyzetének létezik varhatéd értéke, akkor
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1étezik a € valdszinliségi valtozo varhato értéke is. Valéban, ez kovetkezik az igynevezett
Cauchy-Schwarz egyenlétlenségbdl, amely szerint (E|€])? < E&2. Ez az egyenl6tlenség
kiolvashaté a szérdsnégyzet figyelmesebb vizsgalatabol, amely szerint E£2 — (E|€[)? =
Var || > 0. Egy maésik, taldn egyszertibb érvelés: Jelolje F'(-) a £ valésziniiségi valtozo

1
eloszlasfiiggvényét. Ekkor, mivel |z| < $ (22 + 1), ezért E|¢| = [ |z|F(dz) < /5(:1:2 +

1
1)F(dz) = 5(E§2 + 1) < 00, ha FE? < oco.

A nagy szédmok (gyenge) torvényének szemléletes tartalma az, hogy ha sok egymés-
tol fliggetlen egyforma eloszlasu kisérlet torténik, akkor ezek atlaga ,,regularizalodik”,
konstans lesz. Ez magyardzza meg példaul azt a tényt, hogy minden évben kozel
ugyanannyi fia és lany sziiletik.

Filiggetlen valészintiségi valtozok Osszegének a silirtiségfiiggvénye. Striliség-
fiiggvények konvolucidja.

A kovetkezo kérdéssel foglalkozunk. Legyen £ és n két fiiggetlen valdszintiségi valtozo,
amelyeknek létezik f(-) és g(-) stirliségfiiggvénye. Ldssuk be, hogy a £ + n Osszegnek
is létezik h(-) stirtiségfiiggvénye, és adjuk meg azt a formulat, amelynek segitségével
azt kiszamolhatjuk. E vizsgélat sordn be fogjuk vezetni két (stirliség)fiiggvény kon-
volucidjanak a fogalmat. Ezutan alkalmazzuk ezt az eredményt néhany konkrét esetben.

Jelolje H(z) = P(£ +n < z) a figgetlen f(-) és g(-) slrlségfiiggvényi & és n
valoszinliségi valtozék & 4+ n Osszeg eloszlasfliiggvényét. Ekkor

H(ﬂﬁ):P(§+n<x)=//{( o T0g) dude

= //{(M): ) f(u)g(v — u) dudv

:/_3; [/_O;f(ﬂ)g(@—ﬂ)dﬂ} d@:/_;K(v)dv,

K= [ " fw)glo — ) du.

ahol

A fenti szamolasokban egy integraltranszforméciét alkalmaztunk v = u 4+ v, 4 = u
helyettesitéssel, majd felhasznaltuk a Fubini tételt. Az elvégzett szamolasban észre kell
venni, hogy a v = u + v, 4 = u transzformdcié az {(u,v): v+ v < z} tartomany a
{(,0): v < z, —00 < u < oo} tartomanyba képezi, és e (linedris) transzformécié
Jacobianja azonosan 1.

Ezutan bevezetjiik a kovetkez6 definiciot.

(Stiriiség)fiiggvények konvoluciéjanak a definicidja. Legyen f(-) és g(-) két siri-
ségfiigguény a szamegyenesen, dltaldnosabban integrdlhato fiigguények, azaz tegyiik fel,
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hogy f (u)|du < oo és f (u)|du < co. Az f(-) és g(-) figguények f * g(-)
konvolucw]a az

fxglx / fwg(r —u)du, —oo <z < o0,

fligguény.

1. megjegyzés: Egyszert (linearis) transzformaciéval kapjuk, hogy a konvoluciét més-
képp is kiszamolhatjuk. Ez mutatja, hogy a konvoluciéban résztvevé fliggvények szim-
metrikus szerepet jatszanak.

fro@ = [ " fu)ge — u) du = / " f e - w)g(u) du

:/_Oof<g—u>g(g+u) du, —oo <z < 00.

2. megjeqyzés: Erdemes megérteni azt szemléletes képet, amely egyszeriien megma-
gyarazza, hogy fiiggetlen valdszintiségi valtozok osszegének stlirtiségfiiggvényét miért az
altalunk megadott képlet fejezi ki. A kovetkezo meglehetGsen informalis magyardzat
hasznos lehet. Legyen ¢ stirliségfiiggvénye f(z), n stirliségfiiggvénye g(x). A {+n Osszeg
h(x) stirtiségfiiggvényét egy = pontban a P({+n € [z, z+dx) ~ h(z)dx relicié hatarozza
meg. A {+n € [z, x+dz]| esemény tigy kdvetkezhet be, ha & € [y, y+dy) ésn € [x—y, x—
y + dx) valamely y szédmra. Ennek valdsziniisége rogzitett y szamra f(y)g(z — y)dydz.
Ezeket a valészintiségeket ,,ésszegezve”, pontosabban integralva az y érték szerint azt
kapjuk, hogy h(z)dz = [ f(y)g(z — y)dy - dz, ahonnan dz-szel leosztva megkapjuk
a keresett formulat Ugyanez az érvelés azt sugallja, hogy & — n strtségfliiggvénye

oo 71174 2 3 . Y . ’”
ff_lcxa f t(x + y)g(y) dy. Ennek az allitdsnak a preciz indokldsét tartalmazza a kovetkezd
eladat.

Feladat:

Legyen & és n két fiiggetlen valdszintiségi véaltozé f(x) illetve g( ) stirtiségfiigg-
vénnyel. Ekkor £ —n h(x) stirliségfiiggvénye, (amelyik létezik) f flxz+
y)g(y) dy alaki.

Megoldds: Tekintsiik az 1 = —n valosziniiségi valtozot. Ekkor 7 stiriségfuggvénye
g(xr) = g(—z). Valéban, legyen G(x) az 1, és G(x) az 7 valdsziniiségi valtozd

P _ dG d(1—G(— .

eloszlasfiiggvénye. Ekkor g(x) = % = w = g(—x). Ezért £ —n

stirtiségfiiggvénye megegyezik & 4 7 stirtiségfliggvényével, és ez

| te-vawdy= [ s gty
=—/Oo f(z +9)g dy—/ FW)gly - =) dy
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Az el6bb elvégzett szamolasokbdl kovetkezik a kovetkezd eredmény.

Tétel fiiggetlen valdsziniiségi valtozok oOsszegének a sturiliségfiiggvényérol.
Legyen & és n két figgetlen valdszintiségi vdltozo f(-) és g(-) siriségfigguénnyel. Ekkor
a &+ n osszegnek is létezik sturiségfiggvénye, és az az

/ fwg(z —u)du, —oo<z<o0

fuggvény.

1. megjegyzés. Felmeriilhet a kérdés, hogy amennyiben f(-) és g(-) integralhaté fliggvény,
de nem tesziink fel semmilyen tovabbi tulajdonsagot ezekrdl a fiiggvényekrol, akkor
sziikségszertien létezik-e az f * g(-) konvolucié? Rogzitett x szédmra az f * g(z) szdmot
definidlé integral nem feltétleniil 1étezik. Viszont a mértékelméletben belatjik, hogy az
olyan kivételes pontok halmaza, amelyekre ez az integral nem létezik, kicsi, (pontosab-
ban fogalmazava nulla Lebesgue mértékii halmaz). Ez azt jelenti, hogy a szdmegyenes
majdnem minden pontjaban a konvoluciot definial6 integral 1étezik. Azokban a konkrét
esetekben, amelyekkel taldlkozni fogunk ez a probléma nem meriil fel. Ezért ezzel a
kérdéssel nem foglalkozom, csak megemlitem a bizonyitas részleteinek targyaldsa nélkiil,
hogy az altalanos eset vizsgalata a kovetkez6 észrevételen alapul.
Be lehet latni, hogy

[ il aa= [~ [ gt auas

és az altalanos eredmény ebbdl az azonossiagbdl és az integralok alapveto tulajdonsagai-
bol kovetkezik.

2. megjegyzés. Az f x g(x) = ffooo f(y)g(z — y) dy konvoluci6é kiszdmolasaban az
integralast az egész szamegyenesen el kell végezni. Viszont a konvoluciés integral
definicigja alapjan az integralasi tartomanybdl ki lehet hagyni azt a halmazt, ahol
f(y)g(x —y) = 0. Példdul abban a fontos specidlis esetben, ha az f(-) és g(-) siiri-
ségfliggvények olyanok, hogy f(x) = 0 és g(z) = 0 az & < 0 értékekre az f * g(z) =
fom f(y)g(z — y) dy képlet érvényes, mert ekkor f(y)g(z —y) # 0 csak akkor, ha y > 0
ésr—y>0,azaz 0 <y < x.

Lassunk néhény példat a fenti eredmények alkalmazdasara.

Feladatok:

1.) Legyenek &; és &, fliggetlen exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozok, azaz
legyen stirtiségfiiggvényiik f(z) = Ae ™™ ha z > 0, és f(z) = 0, ha = > 0.
Szamitsuk ki &1 4 &5 stirtiségfliggvényét.

Altalénosabban, legyenek &1, ...&,, fliiggetlen exponencidlis eloszlasu valdszinliségi
valtozok A > 0 paraméterrel. Mutassuk meg, hogy &; + - - - + &, stirliségfiiggvénye

)\mm

fm(®) = S mre ™, haw >0, és fm(x) <0, ha z <0.
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Megoldds: Ki kell szdmolnunk az f x f(z) illetve f - -- % f(z) konvolucidkat a fenti
—_—
m—szer
f(x) strtiségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha < 0, a konvoluciét meghatérozé
integralban szereplé f(y)f(x — y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy =z —y < 0.
Innen a konvoluciot definidlé integral csak x > 0 esetén lehet nulla, az z < 0
esetben f(y)f(x —y) > 0 minden y-ra nulla, és x > 0 esetén az f(y)f(x —y) >0
integrandus csak 0 < y < x esetén nem nulla. Innen a &; + & valdszintliségi valtozo

stirliségfiiggvénye fo(x) = f x f(x) x < O-ra fo(x) =0, és
fle) = 1 1(0) = [ )@=y = [ reae e dy
0
= / MNe M dy = AN2ze ™, haz > 0.
0

Hasonléan, ha f,,(z) = f*---x f(z) jeloli & + --- &, slrlségfiiggvényét, akkor
—_—

m—Sszer

fm(x) = 0 minden m > 1 szdmra, ha = < 0. Azt allitom, hogy f,,(x) =
A(’; ”1),1 e~ ha x > 0. Ezen allitds bizonyitdsdhoz elég beldtni teljes indukciéval

azt, hogy fm 1% f(x) = fiu(z) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont
T y 2
fm Lk f / fm 1 )dy :/ )\m—liAe—Aye—A(aE—y) dy

m—2 A m—1
= \"e _)‘x/ yidy:e_’\mxi ha x > 0.
o (m—2)! !
Mésrészt f,(x) =0, ha z <0.
Legyenek £1,&o, ..., fiiggetlen, exponencialis eloszlasi valdszintiségi valtozok vala-

mely A > 0 paraméterrel, definidljuk ezek S,, = ) &; részletosszegeit, és vegyiink
=1

valamely x > 0 szdmot. Lassuk be minden n J: 0,1,... szdmra, hogy annak a

valészintisége, hogy mind az S, 41 > z, mind az §5,, < x események bekovetkeznek

(AI) e . (Az Sy = 0 definiciét hasznaljuk.) Ez azt jelenti, hogy az S;(w),

Sg( ), ... (véletlen) sorozatnak a [0, x| intervallumba es6 pontjainak szama Poisson

eloszlasd Ax paraméterrel.

Megoldds: P(Sp+1 > @, Sp < @) = P(Sp < @) — P(Spg1 < @) = [ [fa(u)

frn+1(w)] du, ahol f,(u) jeloli az S,, valdsziniiségi valtozd siirliségfiiggvényét. Innen

az el6zo feladat eredménye alapjan

z yn, (n—1) T yn+l,n
P(Spy1> 2, 8, <x)= / )\u—e*A“ du —/ AT u e du.
0 0

(n—1)! n!
Parcidlis integralassal (f/(u) = Ae™** és g(u) = /\7;1!” valasztassal) kapjuk, hogy
/x A e gy = 2T + /x i e M du.
o (n)! n! o (m—1)!
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A fenti két azonossagbdl kovetkezik a feladat allitasa.

3.) Legyen & és n két fiiggetlen valdszintliségi véltoz6, mind a ketté f(x) = %e"’”‘,
—00 < x < 00, slirliségfiiggvénnyel. Lassuk be elészor, hogy f(x) valéban stiriiség-
fiiggvény. Szamitsuk ki a & + 7 valdszintiségi véltozd g(x) siriiségfiiggvényét.
Megoldds: Az f(z) figgvény minden pontban nem negativ. Annak ellenérzéséhez,
hogy f(x) slirtiségfiiggvény azt kell megmutatnunk, hogy ffooo f(z)dx = 1. Ezigaz,
mert ffooo f(z)dx = %ffoo e* dx + % fooo e Tdr = % [e‘”]g + % [—e7]) = 1.

A €+ n valészintliségi valtozo g(x) striségfiiggvényét a g(z) = ffooo fly)f(x—y)dy
formula segitségével szamithatjuk ki. Szamitsuk ki ezt az integralt. Tekintsiik
el6szor azt az esetet, amikor x > 0. Az integralt szamitsuk ki ugy, hogy nézziik
mind a négy (elvileg) lehetséges esetet, amikor a) y > 0ész —y >0, b) y > 0 és
x—y<0,c)y<0,z—y >0,d)y <0, z—y < 0. Szamitsuk ki mind a négy esetben
azt, hogy milyen tartomanyban veszi fel értékét az y valtozo, és mi az integrandus
illetve az integral értéke ebben a tartomanyban. Az a) esetben 0 < y < z, az

o0

integrandus f(y)f(x —y) = %e‘ye_(m_y) = e;w, az integral pedig %ﬂ az a)
tartomanyban. A b) esetben y > z és f(y)f(x —y) = 67y217y = ezjy az integral
pedig %f;o T W dy = e:, a c) esetben y < 0 és f(y)f(x —y) = %eye_(‘”_y) =
eZy—x e—ac

17— az integrél pedig i fi)oo eV dy = 5 a d) eset nem lehetséges, mert ekkor
egyrészt az y < 0 masrészt az y > x > 0 feltételeknek kellene teljesiilniiik. Innen
_ (z+1)e™ "
= 4

, ha z > 0. Mivel f szimmetrikus fliggvény, ezért
_ (z[+1)e !
= ; )

azt kapjuk, hogy g(z)

mint nem nehéz megmutatni, f(z) is az. Tehat g(—x) = g(x), és g(x)

Megjegyzem, hogy az el6z6 feladatokban tekintett konvoluciét csak akkor hasznél-
hatjuk, ha olyan valdszintiségi valtozok Gsszegének a strtiségfiiggvényét akarjuk kisza-
molni, amelyek fiiggetlenek. Ez az oka annak, hogy a koévetkezo feladat megoldasaban
nem hasznalhatjuk a konvoluciét, hanem mas mddszert kell alkalmaznunk.

4.) Legyen & exponencidlis eloszlasu valdsziniiségi valtozo A = 1 paraméterrel, azaz
Fz)=P¢<x)=1—e " hazx >0, F(z)=P({ <z)=0, ha z <0. Szdmitsuk
ki a & + &2 valdszintiségi valtozoé eloszlds és stirtiségfiiggvényét.

Megoldds: Jelolje G(x) a & + &2 valészinfiségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Ekkor
a G(r) = Pw: &(w) + €2(w) < x}) eloszlasfiiggvényt kell kiszdmolni az F(x)
eloszlasfiiggvény ismeretében. Viszont, ha ismerjik egy & valdszintiségi valtozd
eloszlasfiiggvényét, akkor az meghatdrozza a P(w: {(w) € B) halmazok valdszinti-
ségét minden ,,szép”, azaz Borel mérhet6 B halmazra. Vegyiik észre, hogy jelen
feladatban is ilyen jellegli problémat kell megoldani. Az ebben a feladatban megje-
len6 B halmaz egyszerl szerkezetii, és ezért ez a feladat konnyebben megoldhaté.
Tekintsiik az A(w,z) = {w: £(w) + £(w)? < 2} halmazokat. Ezek valésziniiségét
kell kiszdm{tanunk. Ennek érdekében tekintsiik az B(z) = {y: y+y? < x} hamazt.
Vegyiik észre, hogy B(z) = {y: y1(z) < y < y2(z)}, ahol y;(z) = 1=+ Vlem és

yo(x) = —1H/1tdr éle az y? +y = x egyenlet kisebb és nagyobb megoldasa, (feltéve,
hogy a fenti megoldasok léteznek, mint valds szdmok), és A(w,z) = {w: y1(z) <
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¢(w) < y2(x)}. Innen
G(z) = P ({w: y1(z) < &(w) <wa(@)}) = Fy2(2)) — Fy1(x)), haw> —i,

azaz, ha a fenti yi(x) és y2(z) megoldasok léteznek, és az G(z) = 0, ha ezek a
megolddsok nem léteznek, és az A(w,z) halmaz iires. Igy G(z) = 0, ha z < —1.
Mivel P(£ <0) =0, ezért G(z) = P(£+¢&? < x) =0, ha ya(z) <0, azaz, ha z < 0.
Masrészt y1(x) < 0 < yo(x) minden z > 0 szdmra, ezért a & + &2 valdszinfiségi
valtozé eloszlasfiiggvénye a G(z) = P (y1(x) < { <y2(z)) = P(£ <ya(x)) =1 —
e v2(®) = ] —exp{l_; V21+4m}, ha x > 0, és G(z) = 0, ha x < 0. A £+ &2
valésziniiségi valtozo g(-) stlirtiségfiiggvénye ennek derivéltja, ezért g(x) = 0, ha
x<0,ésg(r)= \/ﬁ_Tmexp{l_i V21+4w}, ha x > 0.

5.) Legyenek ¢ és n fiiggetlen, standard normaélis eloszlast valésziniiségi valtozok.
Lassuk be, hogy &2 + n? exponencislis eloszldsi valészintiségi valtozé \ = % para-
méterrel.

Megoldds: P(£2 < x) = ®(\/z) — D(—/z) = 20(\/z) — 1, ha 2 > 0. Irjuk fel
€2 stirliségfiiggvényét és konvolicié segitségével a kivant stirliségfiiggvényt. A &2

val6szintliségi véltozo stiriiségfiiggvénye g(z) = <p(\>/g) = \/217r—$e_m/ 2 hax >0, és
g(x) =0, hax <0, és &2 + n? stirliségfiiggvénye

1

f(flf)zg*g(@”)z/omm

e—u/2e—(x—u)/2 du

1
1 1
—w/2/ e dv==e"%2 har>0
e v e , hax>0,
0o 2my/v(l —v) 2
és f(z) =0, hax <0.

Megjegyzés: Az x paramétertol nem fiigg6d fol \/% dv integral értékét meghatarozza
v —v

az a tény, hogy a végeredményként kapott fliggvény stirtiségfliiggvény, ezért integralja
a szamegyenesen eggyel egyenld. De ki is tudjuk szamolni ezt az integralt. Valéban,
vegyiik észre, hogy

1 1 2

Vol —w) \/1_(1}_%)2:\/1—(211—1)2’

4

ezért u = 2v — 1 helyettesitéssel

2z—1 . -
1 1 _ arcsin(2x — 1) + 5
dv = —du= — [arcsinz]” " = ( )3 :

¥ 1
/o 2my/v(1 — v) 1 2mV1—w? 27 27

Innen kovetkezik, hogy a tekintett integral értéke x = 1 esetén % Ugyanis arcsin1 = 7.
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6.)

Legyen £ és n két fiiggetlen, a [—%, %} intervallumban egyenletes eloszlasu valdszi-

niliségi valtozd, azaz legyen £ és n stlirtiségfiiggvénye f(z) = 1, ha —% <z< %, és
f(x) = 0 egyébként. Szamoljuk ki £ 4 n siirliségfliggvényét.

Megoldds: A £+ valészintiségi valtozo stirliségfiiggvénye a g(z) = [ f(y)f(z—y) dy
fiiggvény, ahol f(z) a [ ;, 21 mtervallumban egyenletes eloszlas surusegfuggvenye

Ezért f(y)f(z—y) =1, ha—3 <y < $,és—1 <az—y<Llazaz—Li+2 <y < itz
és nulla egyébként. Ez azt jelenti, hogy a f + 1 Osszeg g(a:) strlségfiiggvénye az
x pontban megegyezik a [—%, %} N [—% +x,< %4— x] intervallum hosszaval. Ha
|z| > 1, akkor a fenti metszet iires, ezért ebben az esetben g(z) =0. Ha 0 <z <1,
akkor ez a metszet a [—% + x, %} intervallum, és ennek hossza 1 — x, azaz ebben az
esetben g(z) = 1—z. Ha —1 < 2 <0, akkor ez a metszet a [—3, 3 + ] intervallum
amelynek hossza 1 +x =1 — |z|, azaz g(z) = 1+ 2z = 1 — |z| ebben az esetben. Ez

azt jelenti, hogy g(z) =1 — |z|, ha |z| < 1, és g(z) = 0, ha |z| > 1.

Megadok egy masik megoldast is, amely a korabban targyalt geometriai érvelésen
alapul.

Szamitsuk ki el6szor a & + n valészintiségi valtozé G(x) eloszlasfiiggvényét. De-
finidljuk a K = [—%, %] X [—%, %] négyzetet, és jelolje A a Lebesgue mértéket,
azaz a teriiletet a sikon. Ekkor a sik tetszdleges A C R? mérhetd részhalmazdra
igaz az, hogy P(({,n) € A) = A(AN K). Specidlisan, G(z) = P({ +n < z) =
MK N A{(u,v): u+v < z}). Haz < —1, akkor G(z) = 0, ha -1 < z < 0,
akkor G(x) a (—l —%), (—%, % + 93) és (% + x, ——) pontok altal meghatdrozott
héromszog teriilete 1(1+x)?. Hasonléan, ha x > 1, akkor G(z) = 1. Ha0 <z < 1,
akkor a G(x) eloszlasfuggveny megegyezik annak a poligonnak teriiletével, amelyet
ugy kapunk, hogy a K négyzetbdl kihagyjuk a (;, ;) (%, -1+ x) és (—— + x, 2)
pontok altal meghatarozott haromszoget. Ezért G(z) = 1— —( 1—x)? ebben az eset-
ben. A G(x) fiiggvényt derivalva kapjuk, hogy g(z) =0, ha |z| <1, g(x) =1+ =z,
ha -1 <2 <0,ésg(r)=1—=x,ha0<z<1.

Tekintsiink két a masodik el6adason targyalt feladatot, amelyet annak idején geo-

metriai meggondolasok alapjan oldottunk meg. Megmutatom, hogy ezek a feladatok
megoldhatoak a most targyalt konvolucié segitségével is.

7)

8.)

Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egymastol fliggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a ketto félérat var a masikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valészinlisége annak, hogy talalkoznak?

Két botot véletlenszeriien, egyenletes eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot
Osszeragasztjuk. Mi az igy kapott 4j bot hosszanak az F'(u) eloszlasfiiggvénye?

A 7.) feladat megolddsa. Jelolje &;, j = 1,2, azt a valdsziniiségi valtozdt, amely azt
adja meg, hogy hany (0 és 1 kozotti szdmmal kifejezhetd) éraval 8 6ra utan jelent
meg a j-ik ember a helyszinen. Ekkor & és & fiiggetlen a [0, 1] intervallumban

egyenletes eloszlasu valészinliségi valtozok. Minket a —% <& &< 5 események
val6szintisége érdekel. Mivel §; — & = &1 + (=&2) = &1 + £>-t is frhatunk, ahol
& = —&9, és & slirliségfiiggvényét konnyen kiszamolhatjuk, ezért a konvoluciorol

tanultak alapjan ezt a feladatot meg tudjuk oldani. Az F(u) = P(§1 — &2 < u)
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eloszlas strtiségfiiggvénye a g(u) = f1 * fa(u) konvolucid, ahol f1(u) = 1, ha 0 <
u <1, fi(u) =0, kiilénben, fa(u) =1, ha —1 <u <0, fo(u) = 0 kiilénben. Ekkor

a minket érdekld mennyiség az F (5) — F (—3) = f_152 g(u) du integral. Tovabb4,

g(x):fl*fz(x)Z/_oo f1(u)f2(:13—u)du:/_Oo fu)f(x —u)du, —oo <z < o0,

ahol f(u) =1,ha i <u <1l f(u)=0,hau>1.

Az eléz6 feladat megoldasdaban lattuk, hogy g(u) = 1—wu, ha 0 < u < 1 g(u) = 1+u,

ha —1 <u < 0. Innen F (3) — F (=3) = [117,(1 — Jul) du = 2.

A 8.) feladat megolddsa. Jeldlje &;, j = 1,2, azt a valdszinliségi valtozét, amely
azt adja meg, hogy a j-ik bot rovidebb végének mi a hossza. Ekkor &1, és &
fiiggetlen valdszintliségi véltozok, amelyek stirtiségfiiggvénye az az f(-) fliggvény,
amelyre f(z) = 2, ha 0 < z < %, és f(xz) = 0 egyébként. Minket a & + &
val6szintliségi valtozo eloszlasa érdekel. Viszont &1 + &5 stirtiségfiiggvénye g(x) = f*
f(x), ahonnan g(z) = 2—[2—4z|, ha0 < z < 1, g(x) = 0 kiilonben. Ezt kiintegralva
megkapjuk az eredményt, amelyet a a kovetkezd képletek adnak meg: F(u) = 0,
haw <0, Flu)=1-2u? ha0<u <3, Flu)=1-2(1—u)? =4u—2u? -1, ha
%gugl. Ha u > 1, akkor F'(u) = 1.

Tovabbi feladatok. Poisson folyamatok jellemzése.

9.) Legyenek &1,&o,. .., fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozok vala-

k
mely A > 0 paraméterrel, és tekintsitk az Sy, = ) &, k =1,2,..., részletosszege-
j=1
ket. Mutassuk meg, hogy az (S1,...,Sn+1) véletlen vektornak van g(uq, ..., un11)
stirliségfiiggvénye, és az a g(uy,...,upr1) = A" Tle ™ Mn+1 fiiggvény, ha 0 < uy <
v < Upt1, 68 g(u, ..., upt1) = 0 egyébként.
Megoldds: Ez levezetheté abbdl a ténybdl, hogy a (£1,...,&,4+1) véletlen vektor
n+1
stiriségfiiggvénye a h(vy,...,vat1) = [ k(v;) fiiggvény, ahol k(v) = Ae *Y, ha
j=1
v >0, és k(v) =0, hav <0. A feladat allitasdnak bizonyitdsa érdekében irjuk fel
a

P(S1 <1, Sngr < @ng) = P61, €nt1) € Angr)

:/ h(Ul,...,U»,H_l)dUl... dUn_|_1
An+1

azonossagot, ahol A, 11 = Apy1(x1, ..., Tpg1) = {(v1, ..., Upt1): V1 < X1,01402 <
Z2,..., U1+ +Vpt1 < Tpi1}. Ezutdn alkalmazzuk az u; = vy +---4v;, 1 < j <
n + 1, transzforméciét. E transzformacié Jacobianja 1, mésrészt h(vy,...,vp41) =
n+1

IT A(uj —uj—1), up = 0 valasztassal, ahonnan h(vi,...,vn41) = g(u1, ..., Unt1),
j=1

azaz h(vy,...,vpe1) = A"Tle ¥+ ha 0 < uy < -+ < Upyq mert ez felel meg
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10.)

av; > 0,1 < j <n+1 feltételnek, és h(vi,...,vp41) = g(u1,...,Uny1) = 0,
egyébként. Innen azt kapjuk, hogy

P(S1 <z1,...,5 41 < Tpt1) = / g(ut, .« Upt1) dug ... dug,

Bri1

Brni1 = {(u1, ... upy1): U1 < Z1,...,Upp1 < Tpi1) valasztdssal, és ez volt a
bizonyitandé allitas.
Legyenek &7, &, ..., fiiggetlen exponencidlis eloszldsi valdszintiségi valtozok vala-
k
mely A > 0 paraméterrel, és tekintsiik az S, = > &, k = 1,2,..., részletssze-
j=1
geket. Rogzitsiink egy A > 0 valamint egy n pozitiv egész szamot, és definialjuk
segitségiikkel a kovetkez$ C = C'(A,n) eseményt. C' = {w: Sp(w) < A < Spq1(w)}.

Mutassuk meg, hogy az (Si,...,S,) véletlen vektor feltételes eloszlasanak feltéve
a C eseményt van f(uq,...,u,) strtségfiiggvénye, és f(uy,...,uy) = A”—T!L, ha 0 <

up < ug < - < up <A f(ug,...,u,) = 0 egyébként. Ez azt jelenti, hogy
P(S1 < x1,5 < x9,...,8, < x,|C) = fu1<m1,.v.,un<wn flug,...,up)duy ... duy,
minden z1, ..., x, valés szdm-n-esre ezzel az f(uy,...,u,) fiiggvénnyel.

Megoldas: Rogzitsiink bizonyos 0 < x1,...,x, < A szamokat, definidljuk a D =
D(z1,...,25) = {w: S1(w) < x1,...,5(w) < x,} eseményt. Vegyiik észre, hogy
az el6zo feladat eredménye alapjan

P(DNC) = / foluq,... ,un))\"e_M duy ... du, dv
B

o0
— folu, ... un)duy ... dun/ A Le =2 do,
Bo A

ahol fo(u1,...,uyn) =1, ha0<u; <us <- <up, foluy,...,u,) =0 egyébként,
B = B(x1,...,2n,0) = {(u1,...,Un,0): uy < T1,...,U, < Tp,v > A)}, és By =
Bo(z1,...,xn) = {(u1,...,up): w1 < x1,...,u, < x,)}. Ugyanis a P(D N C)
valésziniiség kiszdmitdsdhoz az (Si,...,Sn,41) véletlen vektor siiriiségfliggvényét
kell integralni az U = {(u1,...,Un, Unpt1): U1 < T1y.eeo Uy < Tpy A < Uppp < 00}
halmazon, és ez a stirliségfiiggvény fo(ui, ..., u,) A" Tle  n+i_gyel egyenld az U
halmazon az el6z6 feladat eredménye alapjan.
Specidlisan z; = xz9 = --- = x, = A vélasztdssal P(C) = % jo)\”“e_m dv,
mert

An
Tl

/ fo(ul,...,un)dul...dun
Bo(A,...,A)

_ A

- e~ formulét, azaz a 2. fel-

(Az integralast elvégezve megkapjuk a P(C')
adat egy mésik megoldését.) Innen

P(DNC)

P(S1 < 1,82 < xa,...,8, <z,|C) = P(D|C) = )

=/ flur, .o up)duy ... duy,
UL <Ly, U, <Tpy
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11.)

12.)

és ezt kellett beldtnunk.

Legyenek &q,...,¢&, figgetlen, egyforma eloszlasi valdszinliségi valtozdk a szam-
egyenesen valamely g(z) slirliségfiiggvénnyel. Vegyiik e valésziniiségi valtozok

;1) <€§1) <<£7(Ln)

nagysag szerinti sorbarendezését. (Az eredeti &q,...,&, valdsziniiségi valtozdkat
egy g(z) slirtiségfiiggvényii mintanak, a fil) < 551) < e < 57(1”) sorozatot pedig
g(x) stirtiségfiiggvényi rendezett mintdnak nevezik a matematikai statisztikdban.)

Léassuk be, hogy a (59), él), ey T(Ln)) véletlen vektornak van stirtiségfliggvénye, és
n

az g(x1,...,x,) = n! ng(a:j) alaki, ha x1 < @9, -+ < x,, és g(z1,...,2,) = 0,
ha az 1 < zg,--- < jxn egyenlotlenségrendszer nem teljesiil. Specidlisan, ha a &
val6szintliségi valtozok egyenletes eloszlasuak a szamegyenes valamely B, < A\(B) <
oo mérhet6 halmazan, ahol A(-) a Lebesgue mértéket jeloli, akkor g(z1,...,x,) =
%]!3), ha x; < 2, -+ < &y, és x; € B minden 1 < j < n indexre, és g(z1,...,2,) =
0 egyébként.

Megoldas: Azt kell beldtni, hogy az n-dimenzids tér tetszéleges C' C R™ (mérhtetd)
részhalmazara

P((él),ff),...,f,(l")) eC)= / g(z1,...,zp)dxy ... dzy,.

c
Elég ezt az azonossdgot a C C A, A = {(x1,...,2n): 1 < Za, -+ < x,} alakd
halmazokra belatni, mert C' € R"™ \ A esetén mind P(( 51) §2), e fzn)) €eC) =
0, mind [, g(z1,...,2,)dzy ... dv, = 0. Adva egy C C A (mérhetd) halmaz
vezessiik be az {1,...,n} halmaz © € II,, permutdciéinak a halmazdt, és legyen
Cr = {(z(1), -, Za@)): (#1,...,2,) € C,} minden 7 € II, permutéciéra, és
C= |J C. Ekkor
well,

{w (), &2 W), ..., €M (W) € C} = {w: ((E1(w), &2W),. .., &) (W) € C},

a C; halmazok diszjunktak kiillonboz6é m permutécidkra, és

/g(xl,...,xn)dzcl...dxn:/_g(acl)---g(xn)dacl...dxn
C C B
= P((&1,...,&) € O).

Innen kovetkezik a feladat allitasa az altalanos esetben. Mivel egy a B halmazon
egyenletes eloszlasu valészintliségi valtozo stirtiségfiiggvénye g(x) = ﬁ, ha x € B,
g(z) = 0 egyébként, innen kovetkezik a feladat mésodik allitdsa is.

Tekintsiik a kovetkez6 két véletlen ponthalmazt:

a.) Vesziink fiiggetlen A paraméterii exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozo-

kat, vessziik ezek Si1,S5, ... részletosszegeit. Valasztunk egy A > 0 szamot, és
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az 51,99, ... szamok koziil azokat Orizziik meg, amelyek kisebbek, mint ez az
A szam.
b.) Vesziink véletlen szamu pontot AA paraméterii Poisson eloszldssal. E pontokat
egymastdl fiiggetleniil ledobjuk a [0, A] intervallumra egyenletes eloszldssal.
Léssuk be, hogy e két pontrendszer eloszlasa egyforma eloszlasu, azaz ugyanolyan
valoszinliséggel tartalmaznak n pontot minden n = 0,1,2 ... szamra, és ha n
pontot tartalmaznak, akkor ezt az n pontot nagysag szerint rendezve ugyanazt az
eloszlast kapjuk mind a két esetben.

Megoldds: A 2.) feladat eredménye alapjan annak a valdsziniisége, hogy az a)
rendszer pontosan n pontot tartalmaz Poisson eloszlasi AA paraméterrel, tehat
ugyanannyi, mint a b) esetben. Tovabba mind a két esetben, ha a rendszer n pontot
tartalmaz, akkor ezek nagysag szerint rendezve egy n elemii egyenletes eloszlasu
mintdt alkotnak a [0, A] intervallumban. Ez az utolsé két feladat allitasabol kovet-
kezik.

Megjegyzés: Az elézo feladat az igynevezett Poisson folyamatok egy fontos jellemzését
adja meg. Egy valamely [0, A] intervallumon definidlt Poisson folyamat olyan a ¢ €
[0, A] intervallum pontjaival indexelt X;(w), 0 < ¢t < A, valdszintiségi valtozok rend-

szere, amelyre az igaz, hogy pozitiv szamok novekvo 0 < t7 < to < --- < t, <
A sorozatéra az X(t1), X(t2) — X(t1), ..., X(tn) — X(t,—1) valdszintiségi véltozok
fiiggetlenek és Poisson eloszldstak Aty, A(ta — t1), ..., A(t, — t,—1) paraméterekkel

egy A > 0 konstanssal. Ezenkiviil azt is feltehetjiik, hogy minden rogzitett w-ra a
Xi(w) fiiggvény, mint a ¢ paraméter fiiggvénye, (ezt a fiiggvényt az irodalomban tra-
jektéridnak szokds nevezni) szép fiiggvény. Ez egy egész értékeket felvevé monoton
fiiggvény, amely véges sok helyen 1-et ugrik, két ugrashely kozott az értéke konstans.
Az, hogy létezik Poisson folyamat konnyen levezetheté a 6. eléadas 15. és 16. fel-
adataibol. Az el6z6 feladat és a Poisson folyamatoknak a hatodik el6adas feladatai-
nak segitségével megadott konstrukciéja a Poisson folyamatok egy fontos tulajdon-
sagara mutat ra. Ezt a tulajdonsagot szemléletesen ugy fogalmazhatjuk meg, hogy
egy Poisson folyamat ugrasai kozott eltelt idoszakok egymastdl fiiggetlen exponencidlis
eloszlasu valdszintiségi valtozék. Ez az eredmény Osszhangban van a szemléletiinkkel.
Az a heurisztikus magyarazat, amely megmagyarazta, hogy egy adott idéintervallumban
lehullt csillagok szama Poisson eloszlasi egyben azt is magyarazza, hogy ha egyszerre
tekintjiik minden ¢t idépontra a megfigyelés kezdetétol mért ¢ idopontig lehullt csillagok
(véletlen) X (t) szdmaét, akkor ezek a val6szintiségi valtozok Poisson folyamatot alkotnak.
Masrészt természetes azt varni, hogy az egyes csillaghullasok koézotti idéintervallumok
egymastél fliggetlenek és exponencidlis eloszlasiak, az exponencialis eloszlas orokifja
tulajdonsaga miatt. A fenti eredmény e heurisztikus kép pontos megfogalmazasat és
bizonyitasat tartalmazza.

A konvolucié operdatornak még egy tulajdonsagardl fogok beszélni. Lattuk, hogy
ha az f(z) =1, ha —% <zx< %, f(x) =0, ha |z| < % fliggvénynek, azaz az egyenletes
eloszlas stirtiségfiiggvénynek a konvolucidjat tekintjiik onmagéaval, akkor a konvolucié
az fx f(r) =1—|z|, ha |z| < 1,és f* f(x) = 0, ha |x| > 1. Ez azt jelenti, hogy
ebben a példaban az eredeti stirtiségfiiggvény két pontban, az x = j:% pontban nem
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folytonos, viszont ennek konvolucidja 6nmagaval mar mindeniitt folytonos. Hasonléan
egy exponencialis eloszlasi valészintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye az f(x) = Ae~** ha
x >0,és f(x) =0, hax > 0 siirliségfliggvény. Ez a fiiggvény nem folytonos az origéban,
viszont ennek konvoluciéja énmagaval mar mindeniittt folytonos. So6t, amennyiben e
strtiségfiiggvény m-szeres konvoluciéjat alkalmazzuk m alkalommal, akkor az igy kapott
fliggvény még simabb, m — 1-szer differencialhaté. Ezek a példédk azt sugalljak, hogy a
konvolucié operator folytonosabbd teszi a fiiggvényeket. Ez az elképzelés helyes. Nem
fogom ezt a kérdést részletesebben targyalni, de a kovetkezo feladatban megfogalmazok
egy olyan allitast, amelyik ilyen jellegli eredményt mond ki.

13.) Legyen f(-) és g(-) két fiiggvény, amelyek k-szor illetve [-szer differencidlhato, és
ezek a differenidlhdnyadosok szintén integrélhaté fliggvények. Ekkor az f * g(-)
konvolucio k + [-szer differenciélhaté fﬁggvény.

Megoldas: Az f f fw)g(x — u) du fiiggvényt [-szer differencidlva, és
felhasznalva, hogy (legalabbls SzEp esetekben) a differencialds és integralds sorrendje

felcserélhetd, kapjuk hogy & d:cl fxg(x f f(w)gi(x—u) du, ahol g;(z) = ;lg(a:).
Irjuk &t ezt az azonossagot - f xg(x f f x— u) gr(u ) du alakba. Ekkor tovabbi
k differencialds segltsegevel azt kap Juk hogy -4 dxk — f xg(x f fe(x—u)gi(u) du,

ahol fi(z) = dx—k f(x). Innen kovetkezik a feladat alhtasa.
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