A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat hetedik el6adasa.
2007. madrcius 20.

Els6 témank a Poisson eloszlas tulajdonsidgainak tovabbi vizsgalata.

Lattuk az el6z6 eléadason, hogy ha binomialis eloszlasu S,,, n = 1,2, ..., valdszi-
niiségi valtozokat tekintiink n és p,, paraméterekkel, azaz S, eloszldsa megegyezik egy

n
> fj(-n) Osszeg eloszlaséval, ahol a 5;") valészintiségi valtozok fiiggetlenek, és
j=1

P<£§"):1>:1—P<§§n): )zpn, L<i<n

tovabba teljesiill a lim np,, = A feltétel valamely A > 0 szdmmal, akkor lim P(S, =

k . 7’ 7z
k) = 2re~* minden k egész szamra.

k!
n
Az eléz6 elbadéas eredményeibdl az is kovetkezik, hogy olyan T,, = > 77](.n) alaku
j=1
n =1,2,..., véletlen 0sszegekre, amelyekben rogzitett n szamra az nj(-n) valoszintliségi

valtozok fliggetlenek és Poisson eloszlasuak ’\7” paraméterrel, és lim A, = A > 0 szintén

n—oo
teljestl a nh_)rréo P(T, =k) = ’,\C—Te_A relacio minden k egész szamra. Ekkor ugyanis Tj,
Poisson eloszlasu \,, paraméterrel.

Belatok egy olyan eredményt, amelynek a fent tekintett két példa specialis esete.
Azutdn megtargyalom ennek az eredménynek az alapjan azt, hogy miért fontos a Pois-
son eloszlas, miért természetes feltenni, bizonyos véletlen jelenségeket Poisson eloszlasi
valoszinliségi valtozok irnak le.

Hatareloszlastétel Poisson hatareloszlassal. Legyen adva minden rogzitett n =
1,2,... szamra §§n), e fﬁbn) fiuggetlen egyforma eloszldsi, nem negativ egész értékeket
felvevd valosziniiségi vdltozok olyan sorozata, mely sorozatok teljesitik a kovetkezd felté-
teleket:

a) lim nP< %n):1> =A>0.
b) lim nP (§§”) > 2) = 0.

n
Ekkor az S, = > {'J(-n), n=1,2,..., véletlen osszegekre teljesiil a
j=1

: Ay
lim P(S, =k)=

= —e
reldcio minden k nem negativ egész szamra.

Megjeqyzés: Ervényes e tétel allitasanak megfelel¢ altalanositasa. Alkalmas feltételek
mellett fliggetlen nem negativ egész értékii, de nem feltétleniil azonos eloszlasi valdszi-
niiségi valtozok Osszegének az eloszlasa konvergdl egy Poisson eloszlashoz. Egy ilyen a
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fenti tételhez hasonléan bizonyithaté allitast megfogalmazok nem kotelezd hézi feladat
formdjaban.

Ennek az eredménynek tobb kiilonbozé bizonyitasa ismeretes. Az egyik tanulsdgos
bizonyitas a generatorfiiggvények modszerén alapul. Itt ezt a bizonyitast fogom is-
mertetni.

A tétel bizonyitdsinak gondolata: Tekintsiik az S, valdszinliségi valtozok

:ZP(Sn:j)xjv n:1,2,...,

=0

generatorfiiggvényeit. A generdtorfiiggvény modszer azt sugallja, hogy lassuk be a
lim G, (z) = G(x) relaciét valamilyen —A < =z < A, A > 0, intervallumban, ahol
n—oo

G(z) = eM==1 a )\ paraméterii Poisson eloszlds generatorfiiggvénye. Ugyanis, mivel

hatvanysorok konvergencidjabol kovetkezik a hatvanysorok derivaltjainak a konver-

gencidja is, és hatvanysorokat szabad tagonként derivalni, e relaciébdl kovetkezik a

lim d*"G, (z) _ dGF(x) — e~

n—oo da* T= B da* =0

Ebben a lépésben felhasznaltam az anahzls néhany alapvetd, de nem trivialis eredmé-
Yy

nyét.) Azaz k! lim P(S, = k) = k!% X minden k = 0,1,... szdmra. A bizonyftandé

Osszefiiggés minden k = 0,1,2,... szamra.

reldcié igazoldsdnak érdekében vegyiik észre, hogy a G, (z) fiiggvényt felirhatjuk (a
generatorfiiggvények tulajdonsigai miatt) a kovetkez6 alakban' Gn(z) = g)'(z) min-

den —1 < z < 1 szamra, ahol g, (z) = Z PEM™ = Hai, a €™ valészintiségi valtozé
generatorfiiggvénye.

A fenti azonossdgot felhasznalva, majd a bizonyitandé reldciéban logaritmust véve
elég megmutatni azt, hogy lim nlog g, (x) = A(x —1). Tovdbba, mivel P ( (n) — 0) =

1—P<§n):1> ZP<(n) >ezért

gn(:c):1+P<£n) > +ZP<(H) )(7 1).

Ezért az a) és b) feltételek miatt azt varjuk, hogy a gn(z) ~ 1+ 2 (2 — 1) formula

jé kozelités. Mivel log(1 + u) ~ wu kis u szdmokra, ezért természetes azt varni, hogy

log gn(z) ~ 2 (z — 1) j6 kdzelités, és lim log g,(z) = A(z — 1), ahonnan kdvetkezik a
n—oo

Tétel allitasa. A Tétel bizonyitasat befejezziik, ha igazoljuk a fenti kozelitések jogossa-

gat.

A Tétel bizonyitasinak befejezése. Vegyiik észre, hogy minden € > 0 szamra létezik olyan
no = no(e) kiiszébindex, amelyre |g,(z) — (1 + %(1’— 1)) < £, han > ng és |z| <

1. Valéban a g,(x) = 1+ P< YL) = 1) (x—=1)4+ > P <§1n) = j> (27 — 1) azonossig
j=2



teljesiil. Ezenkiviil a b) reldciébdl kovetkezik, hogy

gp(@:j) -] <230 P (7 =) —op (6 2 2) < 2

Jj=2

és az a) relaciébdl pedig az, hogy ‘P ( §n) = 1) (x—1)— %(a: — 1)) < 5-,han>ngés
|x| < 1. Ezért igaz a fenti azonosség.

Tovabba, mivel mint azt példaul a log(1l + =) fiiggvény Taylor sorfejtésébdl lehet
latni, |log(1 + u) — u| < u?, ha |u| < %, ezért a fenti egyenlStlenségbél u = g, (z) — 1

29
vélasztassal kapjuk, hogy |log gn(z) — (gn(z) — 1)| < 2, és ‘log gn(x) — w < 3

ha n > nq, és |z|] < 1 alkalmas n; = ny(e) kiiszébindexre. Mivel ez az &llitas igaz
minden € > 0 szdmra, ezért lim nlogg,(z) = Xz — 1), lim g,(2)" = e**= 1 ha
n—oo n—oo

x < 1. Viszont lattuk, hogy innen kovetkezik a Tétel allitasa.
Nem kotelezé hazi feladat.

Legyen

51,1 R 751,711

§k71 T 7€k7nk

szériasorozat, azaz tegylk fel, hogy az egy sorban allé valdszintiségi valtozok fiig-
getlenek. Tegyiik fel tovabba, hogy e valdszintiségi valtozok teljesitik a kovetkezd
feltételeket:

1.) A & ; valészintiségi valtozok nem negativ egész értékeket vesznek fel.
Nk

2) P(fk,j = 1) = Ak,j, lim Z )\k,j =>0.

k—oo j=1

n

k
3.) sup Ap; —0,hak —o00,és > P(&,; >2)—0, hak— oo.
1<j<ng Jj=1

ng
Ekkor az S, = ) &, ; valészinlségi véltozok eloszlasban konvergalnak a A para-

Jj=1
o D . . Loy
méteri Poisson eloszlashoz, ha k — oo, azaz lim P(S; = [) = ’l\—,e A minden
k—oo :
[=0,1,2,... szamra.

A Hatareloszldstétel szemléletes tartalma: Tekintsiik példaul a csillaghullast. Hany
hulléesillagot latunk egy adott idéintervallumban, (mondjuk egy o6ra alatt) egy nyar
éjszakai megfigyelésen? Szeretnénk tudni, hogy a lehullott csillagok (véletlen szdma)
milyen valdsziniiségi torvényeknek tesz eleget. Ezt megértendd, osszuk fel az egy dra
idéintervallumot révid AT hosszisagu iddintervallumokra. A lehullott csillagok szama
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e rovid AT idéintervallumokban lehullott csillagok szaménak az Osszege. Feltehetjiik,
hogy diszjunkt id6intervallumokban lehullott csillagok szama egymastol fiiggetlen, és
a kiilonboz6 rovid intervallumokban lehullé csillagok szama hasonlé valdszintiségi tor-
vényeket teljesit. Annak a valdszinlisége, hogy egy révid idéintervallumban lehull egy
csillag nagyon kicsi, és ardnyos az iddintervallum hosszaval. Annak a valdésziniisége,
hogy egy kis iddintervallumban ketté vagy még tobb csillag is lehull, még ehhez képest
is elhanyagolhaté. Ez azt jelenti, hogy természetes feltenni, hogy teljesiilnek az elobb
megfogalmazott tétel feltételei. Ezért az alkalmazhato, és innen kovetkezik, hogy egy
adott idointervallumban lehullott csillagok szama Poisson eloszlasi. Hasonlé érvelés al-
kalmazhaté sok més hasonld esetben. Ez magyardzza meg, hogy miért kiilonosen fontos
a Poisson eloszlas.

A diszkrét eloszlasu valdszintliségi valtozokrol szolo ismertetést egy a hipergeomet-
rikus eloszlassal kapcsolatos statisztikai problémaval zarom. Ez a példa azért is érdekes
lehet, mert természetes modon megismertet minket a matematikai statisztika néhany
olyan fontos fogalmaval, mint a becslés vagy a konfidenciaintervallum.

Egy a hipergeometrikus eloszldssal kapcsolatos statisztikai problémdrol.
Tekintsiik el6szor a kovetkezo problémat:
Feladat:

Egy toban 3000 hal van. Véletleniil kihalasznak beldle 1000 darabot, és ezekre
piros pottyot festenek és visszaengedik 6ket. Ezutan ismét kifognak véletleniil 1000
halat. Mi annak a valészintisége, hogy a kifogott halak kozott 100 megfestett van?

1000

esetén az 1000 megfestett halbol 100-at a 2000 meg nem festett halbdl pedig 900
halat vélasztunk.

1000Y) (2000
Megoldas: (“'(032)#, mert ennyi annak a valészintisége, hogy 1000 hal kivalasztasa

Megjegyzés: A gyakorlatban el6fordulé kérdés ennek a forditottja. Elvégezziik a fenti
kisérletet, megszamoljuk a masodik fogasban kifogott megfestett halak szamat, és ebbdl
préobalunk a toban levé halak ismeretlen szamara kovetkeztetni. Milyen eljaras segitsé-
gével tudjuk ezt jél megtenni?

Erdemes ezt a problémat részletesebben megtargyalni. Nem tudjuk, hogy hany hal
van a téoban. De ennek megbecslése érdekében a kovetkezo eljarast alkalmazhatjuk:

Végezziink két fogast, az elsé fogasban kifogott halakat jeloljuk meg, és szamoljuk
meg, hogy a masodik fogasban hany megjelolt és megjelletlen halat fogtunk. Ennek
alapjan meg akarjuk allapitani, hogy hany hal lehet 6sszesen a toban. Ezt természetesen
csak bizonyos (véletlentél fliggs) pontossaggal tudjuk meghatarozni. Az ilyen tipusu fel-
adatok tipikusak a matematikai statisztikdban, az ilyen problémak vizsgalatat nevezik
becsléselméletnek. Vildgos, hogy a feladatban szereplé adatok esetén nem valdszinti,
hogy 1000-nél alig tobb hal van a téban, mert akkor sokkal tobb megjelolt hal lenne
a masodik fogasban. Az hogy rengeteg, mondjuk 1 000 000 hal lenne a téban szintén
nem tul valészinii, mert akkor sokkal kevesebb megjelolt hal lenne a méasodik fogasban.
A matematikai statisztikdban kidolgoztak egy altalanos elvet, egy maximum likelihood
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modszernek nevezett eljarast, amely nagyon altalanos feltételek mellett j6 modszert ad
a minket érdekl6 mennyiség becslésére. Megtargyaljuk, hogy milyen eredményt ad ez
a jelen esetben is alkalmazhaté mddszer. Tekintstink egy kissé altalanosabb problémét.
Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

x jeloli a téban 1év6 halak (ismeretlen) szamaét.

n jeloli az els6 fogasban kifogott (és megjelolt) halak szamét.

r jeloli a masodik fogasban kifogott halak szamat.

k jeloli a masodik fogasban kifogott, elozoleg megjelolt halak szamat.

Annak valdszintiisége, hogy adott (ismeretlen)  és n, r szdmok esetén pontosan k meg-
jelolt halat fogunk ki

n r—mn

() (%)

(+)
Tekintsiik az ismeretlen = szdm (maximum likelihood) becslésének azt az = szamot,
amelyre a g (x,n,r) mennyiség (rogzitett n, k és r szdmok mellett) maximalis.

qk(ma n, T) =

Hatéarozzuk meg a fenti feladatban a maximum likelihood becslést.
Némi szamolds mutatja, hogy

qr(z,n,r) rT—n r—r x—rr—nzx+rn

qk(x —1,n,7) T rz-n—-r+k =z  22—rz—nz+ka

Ez a tort kisebb mint egy, ha rn < kx, nagyobb mint egy, ha rn > kx. Ezért a
becslés rn = kx, azaz x = T*, pontosabban az e szdmot kozrefogd egész szamok

valamelyike. Valéban z < % esetében a qx(x,n,r) fliggvény (mint az x véltozo

k
fiiggvénye rogzitett k, n és r paraméterekkel) monoton né, x > 7 esetében pedig

a qi(x,n,r) fliggvény monoton csokken.

Természetes kérdés az, hogy az igy kapott becslés valoban jé-e. Azt nem varhatjuk,
hogy az adott becslés teljesen pontos. A természetes elvaras az, hogy meg tudjuk adni az
x pontnak viszonylag egy kis kdrnyezetét, egy olyan [x — a, z + a| intervallumot, amely-
re igaz, hogy annak valdszinlisége, hogy a halak valédi szdma ebbe az intervallumba
esik nagyobb, mint egy elbirt egyhez kozeli szam. A matematikai statisztikaban az
adott tulajdonsiggal rendelkezé (véletlen) intervallumot konfidencia (megbizhatdsagi)
intervallumnak hivjak.

Ahhoz, hogy ilyen konfidenciaintervallumot tudjunk szerkeszteni sziikség van bi-
zonyos valészintliségi valtozok eloszlasanak jobb ismeretére, és ez a valdszintliségszamitas
egyik alapvet6 feladata. Jegyezziik meg, hogy a most vizsgdlt feladatban, ha a téban x
szamu hal van, és az els6 fogasban n, a masodik fogasban pedig r halat fogunk ki, akkor
a masodik fogasban kifogott véletlen k szamu megjelolt hal szamanak a varhato értéke
Ek = Z*. Ahhoz, hogy vizsgélni tudjuk mennyire j6 a becslés, hogyan lehet j6 konfi-
denciaintervallumot konstrudlni, azt kell megértentiink, hogy mekkora az ingadozasa a
k valészintiségi valtozénak a varhato értéke koriil. Ezért érdemes egy hipergeometrikus
eloszlas szorasnégyzetét kiszamolni. Tovabbi értékes informacidkat nyerhetiink, ha
tételeket bizonyitunk hipergeometrikus eloszlasok aszimptotikus eloszlasara, ha a benne
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szereplé paraméterek nagyok. Bar ezzel a kérdéssel nem fogunk foglalkozni, hasonlé
problémékat fogunk targyalni, amelyek vizsgalataban ilyen jellegti kérdések megoldasa
hasznos.

Altalanos valészintiségi valtozdk, és veliikk kapcsolatos alapveto fogalmak.
Megbeszéltiik, hogy egy & (valds értékii) valdszintiségi valtozo egy (€2, A, P) valdsziniiségi
mezén értelmezett (mérhetd) fliggvény. Altaldban, nem a valészintiségi valtozdkat adjuk
meg, hanem azoknak alabb definialt eloszlasfiiggvényét.

Valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvényének a definicidja. Legyen adva egy &(w)
(valés értékid) valdsziniségi vdltozo egy (2, A, P) valésziniségi mezén. Ennek F(z) el-
oszldsfiiggvényén az F(x) = P ({w: {(w) < x}), —00 <z < 00, fiigguényt értjiik.

E fogalmak jobb megértésének érdekében tekintsiik a kovetkezo példakat.
Feladatok:

1.) Tekintsiik egy szabélyos dobdkocka feldobdsat, illetve azt a & valészintiségi valtozdt,
amely megadja, hogy mi a dobds eredménye. Mi a £ valésziniiségi véltozé F(x)
eloszlasfiiggvénye?

Megoldas: A & valészintiségi valtozé az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 értékek valamelyikét veszi
fel, mindegyiket % valészintiséggel. Ezért annak a valdszintisége, hogy ¢(w) < x
nullaval egyenlé, ha z < 1. S6t x = 1 esetében is teljesiil a P(§ < 1) = 0 azonossag,
mert annak valoszinliségét nézziik, hogy a & valdszintliségi valtozé szigorian kisebb
mint az x szdm. Ezért F(z) = 0, ha —oo < 2z < 1. Ha 1 < 2 < 2, akkor az
{w: {(w) < z} esemény azt jelenti, hogy a dobas eredménye 1. Ez az illitas igaz

= 2 esetében is. Ezért F(z) = ¢, hal <z < 2. Ha 2 < z < 3, akkor az
{w:: {(w) < z} esemény azt jelenti, hogy a dobds eredménye 1 vagy 2. FEzért
F(z) = 2,ha2 <z < 3. Ezt a gondolatot végigkovetve kapjuk, hogy F(z) = 0, ha
—oo<m§1,F(x):%,haj<x§j+1,1§j§5,ésF(m):1,ha6<x<oo,

2.) Feldobunk egy pénzdarabot, amely p val6szintiséggel esik a fej, 1 —p valészintiséggel

az iras oldalra kétszer egymastdl fliggetleniil. Jelolje £ azt a valdsziniliségi véaltozot,
amely a fejdobdsok szdmét adja meg. Adjuk meg a { valdszintiségi valtozé F(x)
eloszlasfiiggvényét.
Megoldds: A & valészintiségi valtozé eloszldsat a P(€ =0) = (1 —p)?, P(E=1) =
2p(1—p) és P(€ = 2) = p? képletek adjak meg. Ez azt jelenti, hogy a ¢ valészintiségi
valtozé F(z) = P(€ < x) eloszlasfiiggvényére F(x) =0, ha z <0, F(z) = (1 —p)?,
haO0 <z <1, F(z)=PEl=0)+PEl=1)=(1-p)?+2p(1—p)=1-p? ha
l<x<2és F(x)=1,haz>2.

3.) Ledobunk egy pontot véletleniil az egységintervallumra, azaz annak a valdsziniisége,
hogy a ledobott pont valamely [a, b] C [0, 1] intervallumba esik legyen b — a. Jellje
¢ a ledobott pont helyének a nagysagat. Adjuk meg a & valdsziniiségi valtozd
eloszlasfiiggvényét.

Megoldas: Mivel P(§¢ < z) = 0, hax <0, P(( < z) = P(§ € [0,2)) = z, ha
0<z<1,68 P <x)=1hax>1,ezért az F(z) = P(§ < x) eloszlasfliggvényre
F(z)=0,haxz <0, F(z)=z,ha0<x<1,és F(z)=1,haxz > 1.
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4.) Ledobunk egy pontot véletleniil a [0, 2] intervallumra, azaz annak a valészintiisége,
hogy a ledobott pont valamely [a,b] C [0,2] intervallumba esik legyen b_T“. Valaki
felirja a ledobott pont helyét egy jegyzékonyvbe, ha a ledobott pont a [0,1] in-
tervallumba esik, és a 0 értéket irja be, ha ez a pont az [1,2] intervallumba esik.
Jelolje n a jegyzokonyvbe irt szam értékét. Adjuk meg az n valdszintliségi valtozd
eloszlasfiiggvényét.

Megoldas: Jeldlje € a ledobott pont helyének az értékét. Ekkor P(n < 0) = 0),

Pin=0)=PEe(L,2) =3 Phh<z)=PE¢<z)+PEec[l2) =3+3,
ha0 <z <1,és P(n <z)=1, hax > 1. Innen az n valésziniliségi véltoz6 F(x)
eloszlasfiiggvénye a kovetkezé: F(x) =0, ha x <0, F(x) = % +5,ha0 <2<,

és F(x) =1, haz > 1.

Az els6 két példaban egy diszkrét eloszlasu valdszintliségi valtozé eloszlasfiiggvényét
adtuk meg. A harmadik példdban szerepld eloszlasfiiggvény folytonos fliggvény volt.
Az ilyen eloszlasokat folytonos eloszlasnak hivjak az irodalomban. A negyedik példaban
szereplo eloszlasfiiggvény nem volt folytonos, mert a nulla pontban ugrasa van, és ugyan-
csak nem volt egy diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye.

Miért fontos az eloszlasfiiggvény fogalma? Altaldban nem tudjuk, hogy milyen
véletlen hatdsok eredményeként jelenik meg egy £(w) valésziniiségi valtozd értéke, csak
azt, hogy milyen valdszintiséggel vesz fel ez a valdszintiségi valtozo bizonyos értékeket.
Ezért természetes, hogy csak ezeket a valdszintiségeket adjuk meg. A &(w) valdszintiségi
véltozé F(x) eloszlasfiiggvénye csak az {w: {(w) < x} alaki események valdsziniiségét
adja meg. A kovetkezo kérdés az, hogy nem jelent-e ez megszoritast, hiszen minket az
osszes {w: {(w) € B} alaku esemény valésziniisége érdekel, ahol B ,;szép” halmaz. Vi-
szont bizonyos mértékelméleti eredményekbdl kdvetkezik, hogy az F'(x) eloszlasfliggvény
meghatarozza az Osszes ilyen esemény valdszintségét. Az, hogy egy halmaz ,,szép”
pontosan azt jelenti, hogy ez a halmaz Borel mérhet6. Lassuk, hogyan lehet néhany
ilyen esemény valdszinliségét meghatarozni.

Mivel {w: a < {(w) < b} ={w: £(w) < b} \ {w: &(w) < a}, ezért
P({w:a<(w)<b})=P{Hw: a <{(w) <b}) — P ({{w: {(w) <a}) =F(b) — F(a).

Mivel {w: a < &(w) < b} = N {w: a <&w) <b+ L}, és a valdszinliség o-additivitd-
=1

n=
sabodl kovetkeznek annak folytonossagi tulajdonsigai, ezért

P({w: a <€) <b}) = lim P({w: # =) <b+%})

n—oo

~ Jim {F <b + %) _ F(a)] |

Hasonléan, ha adva van diszjunkt zart [ag, bx], 1 < k < n, intervallumok halmaza, akkor

P (O {w: ap < &) < bk}> = zn:Nhinoo [F (bk + %) - F(ak)] .

k=1 k=1
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Feladat:

Legyen adva egy &(w) valésziniiségi valtozé F(x) eloszlasfiiggvénye. Hatérozzuk
meg ennek segitségével az {w: a < {(w) < b} alaku események, —oo < a < b < o0,
valésziniiségét, valamint annak valdszintliségét, hogy £(w) valamilyen paros egész
értéket vesz fel.

Megoldds:

P ({w: a < {(w) <b}) = lim P({w: a—i—%Z&(w) <b})

n—oo

i [rw-r(as )]

Egy tetsz8leges u pontra P(§ = u) = lim [F(u+ ) — F(u)]. Ezért annak
n—oo
valoszinlisége, hogy a & valdszinliségi valtozo valamely péaros egész értéket vesz
oo
fel > lim [F(2k+ 1) — F(2k)].
k:_oon—>oo
Megfogalmazom azokat eredményeket, amelyek segitségével jellemezni tudjuk az

eloszlasfiiggvényeket, illetve, amelyek kimondjdk, hogy az eloszasfliiggvények meghata-
rozzak a minket érdeklo valészintiségeket.

Lemma eloszlasfiiggvények tulajdonsdgairdl. Legyen £(w) waldsziniségi valtozo
eqy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn, és legyen F(x) = P({w: {(w) < 2}), —00 < z < 00,
e valdsziniségi vdltozo eloszlasfigguénye. Az F(x) eloszlasfigguény teljesiti a kivetkezd
tulajdonsdgokat.

a) F(x) monoton névekvd figgvény.

b) F(x) balrél folytonos figgvény, azaz , 1(i)n}1l OF(x —h) = F(z) minden —oc0 < x <
—0, h>

00 szdmra.
¢) lim F(x)=1.
d) lim F(x)=0.

Tétel valdsziniliségi valtozdk eloszlasdnak jellemzésérdl. Ha egy F(x) fiigguény
teljesiti az el6zé lemmdban megfogalmazott a)—d) tulajdonsdgokat, akkor az eloszlds-
fiigguény. Részletesebben megfogalmazva ez azt jelenti, hogy ha az F(x) fiiggvény teljesiti
az a)—d) feltételeket, akkor létezik egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd, és azon olyan &(w)
valdszinidségi vdltozo, amelynek az eloszldsfigguénye ez az F(x) figguény.

A fent megfogalmazott Tétel felhasznal egy fontos mértékelméleti eredményt, ame-
lyet megfogalmazok. De e tétel bizonyitasa a mértékelmélet anyaga, ezért azt itt nem
targyaljuk.

Tétel B. Ha egy F(x) fiigguény teljesiti az el6z6 lemmdban megfogalmazott a)—d) tula-
jdonsagokat akkor létezik eqy olyan tigynevezett pp(-) az F figgvény dltal meghatdrozott
Stieltjes mérték, amely teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat.
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a) A szamegyenes minden B Borel halmazdnak létezik pp(B) Stieltjes mértéke.

b) A pp(-) halmazfigguény o-additiv a szamegyenes Borel-halmazaibol dllé (Borel)
o-algebrdn, és prp(RY) = 1.

¢) ur(la,b)) = F(b) — F(a) minden —oo < a < b < oo szdmra. Specidlisan,
pr((—o00,b)) = F(b) minden —oo < b < 0o szamra.

Egy az el6z6 lemma a)—d) tulajdonsdgait teljesité F(x) fiigguény egyértelmien
meghatdrozza azokat az pp(B) szdmokat minden Borel mérhetd B halmazra, amelyekre
teljesiil, hogy pp((—o00,b)) = F(b) minden —oo < b < oo szamra, és pp(-) o-additiv
halmazfiggvény a szamegyenes Borel o-algebrdjdan.

Az el6bb megfogalmazott Tétel B-bdl és a mértékelmélet egy fontos eredményébol, a
masodik eléadas kiegészitésében ismertetett Carathéodory-féle kiterjesztési tételbol az is
kévetkezik, hogy az F(x) eloszlasfiiggvény meghatarozza a P({w: {(w) € B}) = F,,(B)
valoszinliségeket minden Borel-mérhet6 B halmazra.

A Lemma bizonyitdsa: Mivel {w: {(w) < a} C {w: &w) < b}, ha a < b, ezért
P{w: £(w) <a}) < P({w: £(w) < b}) ebben az esetben, és ez az a) tulajdonsag.
Az a) tulajdonsdg érvényessége miatt a b) tulajdonsdg bizonyitdsa érdekében elég

megmutatni azt, hogy ha h,, n = 1,2,..., olyan monoton csokkeno sorozat, ame-
lyre lim h,, = 0, akkor lim F(z — h,) = lim P ({w: {(w) <z —h,}) = F(z) =

P ({w: &(w) < x}). Ez viszont kovetkezik az ntzjl{w: E(w) <x—hy} ={w: {(w) < x}

relaciébdl és a valészintliségi mérték folytonossagabdl. A c) és d) tulajdonsag bizonyitasa
hasonlo.

A waldsziniségi valtozok eloszldsinak jellemzésérdl szolo tétel bizonyitasa a Tétel B
segitségével: Tekintsiik a kovetkezd (€, A, P) valészintiségi mezét, Q = R!, a szdm-
egyenes, A = B, a szamegyenes Borel mérheté halmazainak o-algebrdja, P = up, a
Borel mérheté halmazok o-algebrajan az F' fliggvény altal definidlt Stieltjes mérték,
amelynek 1étezését a Tétel B allitdasa fogalmazza meg. Legyen &(x) = x, azaz jelen
példédban az w elemi események az = valés szamok, és a £(x) valdszintiségi valtozo az x
helyen az x szdmmal egyenlé. Ekkor P({w: &(w) < x}) = pp(u: u < ) = F(x) minden
x szédmra. Ez azt jelenti, hogy a definidlt {(w) valésziniiségi valtozé eloszlasa az F(z)
eloszlasfiiggvény.

1. megjegyzés. Az el6zd bizonyitas egyetlen nehezebb lépése annak igazoldsa, hogy a
konstrudlt pp halmazfliiggvény (valdszintliségi) mérték, azaz o-additiv. Megjegyzem,
hogy ennek az allitdsnak a bizonyitasa elkeriilhetetlen. Ugyanis a Tétel B allitasa
konnyen levezethet6 a bizonyitott eredménybol.

2. megjeqyzés. Felmeriilhet a kérdés, hogy mi a jelentdsége szamunkra a valdszinliségi
valtozék eloszlasanak jellemzésérol szolé tételnek. Ezen eredmény fontossaganak oka a
kovetkez6. Gyakran megfogalmazunk olyan feladatot, amelyben egy olyan valészintiségi
valtozordl akarunk tudni valamit, amelyiknek az eloszlasfiiggvényét egy képlettel megad-
tuk. Felmeriilhet a kérdés, hogy értelmes feladatot fogalmaztunk-e meg, azaz létezik-e
ilyen eloszlasu valdszintiségi valtozo. A valdszintliségi valtozdk eloszlasanak jellemzésérol
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sz016 tétel azt allitja, hogy amennyiben az altalunk megadott képlet teljesit néhany olyan
feltételt, amelyet minden eloszlasfiiggvénynek teljesitenie kell, akkor ilyen valdszinliségi
valtozé létezik.

Feladat:

Lassuk be, hogy 1étezik olyan diszkrét eloszlasu & valészintiségi valtozo, amelynek
F(x) = P(§ < ) eloszlasfiiggvényére igaz, hogy minden —oco < a < b < o0
szamparra F'(a) < F(b) szigoru egyenlétlenséggel.

Megoldas: Egy lehetséges konstrukcié a kovetkezo. Legyen rq,79,..., a raciondlis
szamok sorozata valamilyen sorrendben felsorolva. Definidljunk olyan £ valészini-
ségi valtozot, amelyre P({ = r;) = 277, j = 1,2,.... Ekkor ¢ diszkrét eloszlasi

valésziniiségi valtozo, és ennek F(x) eloszlasara F(b) — F(a) = P(a < £ < b) > 0,
mert Pla < £ < b) > P(§ =rj) > 0, ahol r; egy az [a,b] intervallum belsejében
1évé raciondlis szam.

A kovetkez6 témank valdszintiségi valtozok varhato értékének a definicidja és leg-
fontosabb tulajdonsagai az altalanos esetben.

Valo6szintiségi valtozok varhaté értéke.

A valdszinliségszamitas egy nagyon fontos fogalma a valdszinliségi valtozok varhatéd
értéke. Ezt a fogalmat részletesen targyaltuk diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozok
esetében. Az altalanos eset targyaldsa visszavezethetd erre a specidlis esetre alkalmas
hataratmenet segitségével. Ezt a hatardtmenet eljarast kissé altalanosabb formaban
elvégezték a mértékelméletben az tigynevezett Lebesgue integral bevezetésénél. A va-
l16szintliségszamitas targyalasaban a varhaté érték vizsgalatat egyszertien és gyorsan el
tudjak végezni, ha szabad hasznélni a Lebesgue integral fogalmat.

Ebben az eléadadsban a kovetkezo koztes megoldast vélasztom. Elmagyarazom azt
a képet, amely természetessé teszi a hasznalt Lebesgue mérték definiciéjat, és szem-
léletesen megmutatom, hogy miért érvényesek a legfontosabb eredmények. A formaélis
részletek kidolgozasa viszont nem ennek az eldadasnak a témaja.

Valészintiségi valtozé varhaté értékének formdalis definiciéja. Legyen &(w) va-
[6szindiségi valtozo egy (2, A, P) valdszintiségi mezén. E valdszinidségi vdltozo varhato
értékét ugy definidljuk, mint a {(w) fligguénynek az

Eé(w) = / £(w)dP(w)

Lebesgue integrdljdt a P valdsziniségi mérték szerint, feltéve, hogy [ |(w)|dP(w) < oo.
Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor nem definialjuk a & valdsziniségi vdltozo vdarhato
értékeét.

A kovetkezo Fontos Tétel-nek nevezett eredmény lehet6vé teszi egy valdszintiségi valtozd
varhaté értékének kiszamitdasat csak a valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényének az
ismeretében.
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Fontos Tétel. Legyen &(w) waldszinidségi vdltozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén,
amelynek F(x) az F(x) = P(§ < z), —00 < x < 00, eloszldsfiggvénye. Ekkor

pew) = [ ar(an)

— o0

ahol a fenti integral Lebesque—Stieltjes integrdlt jelol az F' mérték szerint. Ez a formula
akkor érvényes, ha [ |x|F(dx) < oo. Ellenkezd esetben az EE vdrhatd értéket nem
definidltuk.

Sot, igaz a Fontos Tétel kovetkezo altaldnositéasa.

A Fontos Tétel altaldnositdsa. Legyen £(w) wvaldsziniségi vdltozé egy (2,.A, P)
valdszindiségi mezdn, amelynek F(z) az F(z) = P(§ < x), —00 < © < 00, eloszlds-
fliggvénye. Legyen g(x) tetszéleges (mérhetd) figguény a szamegyenesen, és definidljuk
az nN(w) = g(§(w)) valdszintiségi vdltozdt. Ekkor

Bofw) = Bo(e) = [ " g(@)F(de),

— o0

ahol a fenti integrdl Lebesque—Stieltjes integrdlt jelol az F' mérték szerint. Ez a formula
akkor érvényes, ha [ |g(z)|F(dz) < co. Ellenkezd esetben az En vdrhatd értéket nem
definidltuk.

Megjegyzés: Az elébb megfogalmazott eredményekben szerepelt az fix;o |z|F(dz) <

o0, illetve [*_|g(z)|F(dz) < oo feltétel. E feltételek természetes megfeleldi annak a
diszkrét valdszintiségi valtozok esetében szereplo feltételnek, hogy egy diszkrét valdszi-
niiségi valtozd varhatd értékét definidld Osszeg legyen abszolut konvergens.

A varhaté érték definicigjaban szerepelt a Lebesgue integral fogalma. Ennek a foga-
lomnak a jelentése némi magyarazatra szorul. Szamunkra elég lesz egy olyan kép magya-
razatként, amelyik szemléletesen megmutatja ennek értelmét. Ilyen magyarazatot adok
az aldbbiakban egy rovid kiegészitésben, amelyben nem torekszem teljességre. Kiilon
érdemes megjegyezni, hogy maga az [ {(w) P(dw) integral azon a valésziniiségi mezén
van definidlva, ahol a &(w) valészintiségi valtozd, (emlékezziink, hogy egy valdszintiségi
valtozé egy valészinliségi mezén értelmezett (mérhetd) fliggvény) és maga az integralds
is az ezen a mezOn értelmezett téren létezik. Mégis a Fontos tételben, illetve annak
altalanositdsaban olyan eredményt fogalmaztam meg, amely lehet6vé teszi egy ilyen in-
tegrdl kiszamolasat anélkiil, hogy explicite megadnank azt a valdszintiségi mezot, ahol
dolgozunk. A tétel talan legfontosabb &llitdsa az, hogy elég tudnunk a valdsziniiségi
valtozé eloszlastiiggvényét, és akkor ki tudjuk szamolni mind a valdszintiségi valtozo,
mind a valdsziniiségi valtozo egy tetszoleges fliggvényének a varhaté értékét.

Az itt szerepld integral altaldanosabb, mint az analizisben tanult Riemann illetve
Riemann—Stieltjes integral. Viszont, ha az utébbiak léteznek, akkor azok megegyeznek
a minket érdekld integrallal. Végiil megjegyzem, hogy tanultuk kordbban, hogyan lehet
kiszamolni diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozok, illetve azok fliggvényeinek varhatd
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értékét. Ezt érdemes ideirni, hogy lassuk hasonlésagukat a Fontos Tétellel, illetve
annak altalanositdsaval. Valdjaban a korabban megfogalmazott allitasok ezeknek az
eredményeknek az altaldnositasai.

Legyen £ diszkrét értékli valdszintiségi valtozd, amely valamely xq,xo,..., valos
értékeket vesznek fel. Ekkor

Eg(¢) = Zg(xi)P(f = 1),

feltéve, hogy a jobboldalon szerepl6 osszegek abszolut konvergensek.
A Lebesgue integral teljesiti a Riemann integralra érvényes additivitdsi tulajdonsag
kovetkez6 természetes altalanositasat:

/ (160(w) + e26a(w)) dP(w) = ¢ / £1(w)dP(w) + ez / £2(w)dP(w)

minden (integralhatd) & és & valdsziniiségi valtozora és valds ¢y, co szdmra. Ennek az
azonossagnak a kovetkezménye (valgjaban atfogalmazisa) a kovetkezd

Tétel. Ha két &y, & valdsziniiségi valtozénak (amelyek ugyanazon a valdsziniiségi mezén
vannak definidlva) létezik varhato értéke, c1 és co két valds szam, akkor a c1&1 + co&o
kifejezésnek is létezik vdrhato értéke, és

E (c1&1 + o) = c1 E&y + o B,

Megjegyzés: Ez az eredmény azt allitja, hogy az altalanos esetben is érvényes a diszkrét
valoszinliségi valtozokrdl szoloé eredmény, amely véletlen 0sszegek varhatéd értékének ad-
ditivitasat fejezi ki. Ebben az esetben sem kell megkovetelni a valdszintiségi valtozdk
(4ltaldnos esetben még nem targyalt) fliggetlenségét. A fenti eredmény a vérhaté
értéknek eredeti definiciéjabol adédott, amely a varhato értéket mint egy “absztrakt”
Lebesgue integralt adta meg. Sokszor hasznosabb a varhato érték eredeti definicéja
helyett azt a Fontos Tételnek nevezett eredményt, illetve annak altalanositasat alkal-
mazni, amely lehetové teszi egy valdszinliségi valtozd varhato értékének kiszamitasat
akkor is, ha csak a valdsziniiségi valtozd eloszlasfiiggvényét ismerjiik. Mégis, mint a
fenti eredmény mutatja, néha érdemes az eredeti definiciéra hivatkozni.

A vérhaté érték (Lebesgue integral forméjdban megadott definicigjabdl) kénnyen
lathatd, hogy ha egy {(w) valdszinliségi valtozora teljesiil a P({(w) > 0) = 1 feltétel,
akkor F¢(w) > 0. Innen kovetkezik, hogy amennyiben két &(w) és n(w) valdszintiségi
valtozora teljesiil, hogy P({(w) > n(w)) > 0, akkor E¢(w) > En(w). Valéban, ekkor
E¢(w) — En(w) = FE ({(w) — n(w)) > 0. Ennek az észrevételnek egyik kovetkezménye az
alabbi Markov egyenlotlenségnek nevezett allitas.
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Markov egyenlStlenség. Ha &(w) nem negativ valdsziniségi vdaltozd, azaz ha
P(&(w) > 0) =1, akkor

minden x > 0 szamra.

Bizonyitds: Definidljuk a £ valésziniiségi valtozo aldbbi n(w) transzformaltjat:

x haé(w)>x
n(w) = {o ha 0 < £(w) <

Ekkor P(§(w) > n(w)) = 1, ezért BE(w) > Bn(w) = 2P(n(w) > o) = 2P(¢(w) > o),
ahonnan kovetkezik az allitds.

Definialjuk altalanos esetben is valészinliségi véaltozok szérasnégyzetét.

Szérasnégyzet definiciéja. Legyen & olyan valdsziniségi vdltozd, amelyre EE? < co.
Ekkor e valosziniiségi vdltozo szordsnégyzete

Varé = E (€ — E¢)”

(Ha E€% = oo, akkor vagy nem definidljuk a & valdszintiségi vdltozd szérdsnégyzetét,
vagy azt mondjuk, hogy Var §(w) = co.

Lemma.
Var ¢ = B¢? — (E€)?.

Bizonyitds:

Varé = E (€ - B¢)’ = B (£ — 26B + (BS)” ) = B¢ —2B¢Be+(EE)” = B — (B¢)’.

Megjegyzés: Az €l6zé lemmébdl és a Varé > 0 egyenltlenségbdl kovetkezik, hogy
(E€)? < E€2. Ennek az allitasnak igaz a kovetkezd Cauchy—Schwarz egyenlétlenség-
nek nevezett egyenlétlenség: (FEén)? < E¢2En?. S6t, ez az allitds érvényesebb az
alabbi élesebb formaban is: Adva egy (X, A, u) mértéktér, azon két (mérheté) f(x) és
g(z) figgvény, = € X, akkor ([ f(z)g(z)p(dx )2 < [ f(z)*u(dx) fg p(dzr). Ez
azt jelenti, hogy a fenti egyenlotlenség érvényes tetszoleges (a veges) és nemcsak egyre
normaélt, azaz valészintiségi mérték szerinti integralra.

Bar a fenti egyenlGtlenségre nem lesz sziikségilink kés6bb, és annak bizonyitdsat nem
kell tudni a valdszinliségszamitas vizsgan, mégis ismertetem annak bizonyitasat, mivel
az tanulsagos. Ezt a bizonyitast megkaphatjuk az el6z6 egyenlétlenség bizonyitasanak
a finomitdsaval. Nevezetesen tetszéleges A Valés szdmra felirhatjuk, hogy 0 < [(f(z)+

Ag(2))?p(dx) = A2 [ g(x)?u(dz) + 2\ [ f(x)g(@)p(dz) + [ f(x)?u(dz). Valasszuk a A
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[ i@g(@)u(de)

[ 9(@)2u(dx)
dltaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy [ g(z)?u(dz) > 0. Ellenkezd esetben
ugyanis [ g(z)?u(dz) = 0, ahonnan g(x) = 0 (majdnem) minden = € X szdmra (a p
mérték szerint). A A szadm fenti valasztdsa nagyon természetes, mivel egy minden A
paraméterre érvényes, és mi azt a paramétert valasztottuk, ahol a tekintett masodfoku
polinom felveszi a minimumat.) Ezzel a vélasztdssal azt kapjuk, hogy

szamot a fenti egyenlGtlenségben, mint A = . (Jegyezziik meg, hogy az

TNy 0,

ami ekvivalens a Cauchy—Schwarz egyenlotlenséggel.

Altaléban, a szorasnégyzet tulajdonsagainak a bizonyitasa csak a varhatd érték
tulajdonsagait hasznalja. Ezért a diszkrét valészintliségi valtozdk esetében érvényes

Var (a€ + b) = a*Var ¢

azonossagot hasonléan lehet bizonyitani az altalanos esetben.
Feladat:

Altalanos valdszintiségi valtozok esetében is érvényes a

inf  E(¢— M)* = Var¢

—oco< M < oo

azonossag.

Megoldas: Az 6todik el6adas 2. feladataban bebizonyitottuk ezt az allitast diszkrét
eloszlasu valdsziniiségi valtozékra. Az ott ismertetett megoldas valtozatas nélkiil
alkalmazhaté a most targyalt altalanos esetben is.

Megfogalmazom és bebizonyitom az alabbi Csebisev egyenl6tlenségnek nevezett allitast.

Csebisev egyenlStlenség. Minden & valdszintiségi viltozéra, amelyre EE? < oo

Var &

P~ BEl 2 2) <

minden x > 0 szdmra.

Bizonyitds:

P(l¢ - E¢| > z) = P((§ - E€)* > 2?)

a Markov egyenlotlenség alapjan.

Megjegyzés: A Csebisev egyenlGtlenség azért hasznos, mert a benne szerepld szoras-
négyzet sok érdekes esetben konnyen kiszamolhaté. Felmeriilhet az a kérdés, hogy a
Csebisev egyenlotlenség mennyire éles. Erre a kérdésre késObb még visszatérek.
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A Fontos Tételnek nevezett eredménybdl, illetve annak altalanositasabdl kovetke-
zik, hogy egy valdszintiségi valtozonak, illetve egy valdoszintliségi valtozo fliggvényének a
varhaté értékét ki lehet szamitani csak a valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének az
ismeretében.

Gyakorlati szempontbdl, annak érdekében, hogy a leggyakrabban eléfordulé esetek-
ben jobban tudjunk szamolni, érdemes bevezetni egy eloszlasfiiggvény stirtiségfiiggvé-
nyének a definicigjat. Ez lehet6vé teszi, hogy a problémakban felmerilo és sokszor
kényelmetleniil kezelheté Lebesgue integralokat atirjuk mint (k6zonséges) Riemann in-
tegralokat. Fz lesz a kovetkezo eloadas els6 témaja. Ennek megértése érdekében érdemes
feleleveniteni az analizisben targyalt Newton—Leibniz formulardl tanultakat.

Kiegészités: A Lebesgue integral fogalmaral

A Lebesgue integral természetes definiciéjaban ezt az integralt elOszor a legegysze-
riibb fliggvények esetében definidljuk természetes médon, majd ezt a definiciét kiter-
jesztjik altalanos fliggvényekre folytonossagi meggondolasok alapjan. Ezt a kovet-
kezOképp tehetjiik. Legyen adva egy (X,A,u) mértéktér, azaz egy X alaphalmaz,
kijeloljiik annak bizonyos részhalmazait, amelyek o-algebrat alkotnak, és u o-véges
mérték az A o-algebran. (Egy mérték, azaz o-additiv halmazfliggvény akkor o-véges,

o
ha létezik az X alaphalmaz X = |J Bj, felbontdsa megszdmldlhatéan sok olyan B, hal-
j=1
mazra unidjara, amelyekre p(B;) < 00.) Az (X, A, ) téren értelmezett (mérhetd) f(-)
fiiggvényeknek akkor definidljuk a p mérték szerinti integraljat, ha azok teljesitenek
bizonyos feltételeket, és ezeket az integrélokat [ f(x)u(dz) forméban jeldljik. Je-
gyezzilk meg, hogy egy valészinliségi mez6 specialis (X, A, u) mértéktér. Bizonyos
vizsgalatokban hasznos, ha figyelmiinket nem korlatozzuk a valdsziniiségi mezokon de-
finidlt fliggvények (azaz valésziniiségi valtozdk) integraljara.
Egy f(-) fliggvényt elemi fliggvénynek neveziink, ha csak véges sok kiilénbozé
k
értéket vesz fel, azaz 1étezik véges sok olyan z1, zo, . . ., zi szam gy, hogy |J {z: f(z) =
j=1
z} = Q. Ennek az elemi fiiggvénynek az integréljit az

[ f@utdn) = 3 zn (e f@) =)

Osszeg definidlja. (Ez hasonlé a diszkrét eloszldsu fiiggvények integraljanak definiciéja-
hoz. Az egyetlen kiilonbség az, hogy itt csak véges sok értékeket felvevo fliggvényeket te-
kintiink, mig ott megengedtiik azt is, hogy egy fliggvény megszamlalhatéan sok értéket
vegyen fel. Definidlhattuk volna az elemi fiiggvényeket is altalanosbban, megenged-
hettiik volna, hogy azok megszamlalhaté sok értéket vegyenek fel, de az itt tekintett
definicié technikailag kényelmesebb, és ennek hasznilatdval semmit sem veszitiink.)
Ha adva van egy nem-negativ f(z) fiiggvény az az (X, A, n) mértéktéren, akkor azt
kozelithetjik elemi f,(x) elemi fiiggvényekkel példdul a kovetkez6 mddon. Legyen
fo(z) = k27" ha k27" < 2 < (k+1)27", k = 0,1,...,22", és definidljuk az f(x)
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fliggvény integraljat, az [ f(z)u(dx) = nh—{go [ fn(z)p(dz) képlet segitségével. Egy
altaldnos (mérhetd) f(z) fuggveny esetében deﬁniéljuk annak pozitl’v és negativ részét,
mint £ () = max(0, f(z)), f_(z) = min(0, f(x)), és [ f@)u(da) = [ f+(2)p(dz) —
J(=f=(z))u(dx). Be lehet latni, hogy az elobb definialt mtegral értelmes (példdul a
felirt limesz valéban létezik, ha [ |f(z)|p(dx) < o).

Felmeriilhet a kérdés, mi a kapcsolat az igy definialt integral és az analizisben tanult
Riemann és Riemann—Stieltjes integral kozott, mik a Lebesgue integral legfontosabb
tulajdonségai.

A hagyoményos analizis oktatdsban az tgynevezett Riemann integralt vezetik be
eloszor. Egy [a,b] intervallumon értelmezett f(u) fiiggvény fab f(u) du integraljat gy
definialjak, hogy eloszor alkalmas kozelité Osszegeket vezetnek be a kovetkezd mddon.

Felosztjak az [a,b] intervallumot a = zg < z1 < -+ < x,, = b osztépontok segitségével,
amelyekre sup (zp — xp—1) kicsi, mindegyik [zy_1,zy] intervallumban kijelélnek egy
1<k<n

n
&k € |[xk—1,xk] pontot, és a > f(&k)(zk — zk—1) kOzelité Osszegeket tekintik. Az
k=1

f; f(u) du integralt gy definidljadk mint ezen integralkozelité Gsszegek hatérértékét,

ha sup (zp — zr—_1) nulldhoz tart.
1<k<n

Egy f fliggvénynek valamely az [a, b] intervallumon megadott F(u) fliggvény sze-
rinti f: f(u)F(du) Riemann—Stieltjes intergréljat hasonléan definialjdk. A kiilonbség
az, hogy most a kozelit$ osszegekben az xj — xp_1 megvéltozésokat az F(-) fliggvény
F(xp) — F(zp—1) megvéltozasaival helyettesitik, azaz a E f&k) (F(xk) — F(xg—1))

kozelitoosszegeket, illetve azok hatarértékét tekintik. Kenyelml okok miatt egyszeriibb
csak olyan felosztdsokat tekinteni, amelyekben minden zj osztépont az F(-) fiiggvény
folytonossagi pontja.

A fenti definiciét a kovetkezé médon is interpretdlhatjuk. Nevezziink egy az [a, b]
intervallumon értelmezett f(x) fliggvényt egyszerii vagy 1épcsés fiiggvénynek, ha létezik
az [a,b] intervallumnak olyan a = zo < 1 < --- < x, = b felosztdsa, amelyre az
f(z) fiiggvény konstans minden egyes [y, xk+1) intervallumon, 0 < k < n. Az ilyen

1épcsos fliggvények integraljat az ff fx)de =" flek)(xr—xK_1), éS ff f(x)F(dx) =
k=1

Z flxg) (F(zr) — F(xk—1)) képletekkel definidljuk. Az altalanosabb fiiggvények in-

tegraljat ugy definidljuk, hogy kozelitjiik 6ket a fent leirt mdédon 1épcsos fiiggvényekkel,
és a fliggvény integralja a megfelel6 1épcsos fiiggvények integraljainak a limesze.

Tekintsiik a szdmegyenest, rajta a B Borel o-algebrat, és azon a Lebesque mértéket.
Vegyiik észre, hogy mind a Riemann mind a Lebesue integrél esetében eldszor bizonyos
elemi fiiggvényeknek definialjuk az integraljat alkalmas kozelito Osszegek segitségével,
majd a definicidkat alkalmas hataratmenet segitségével kiterjesztjiik. Ezért nem megle-
pO, hogy abban az esetben, amikor mind a két integral 1étezik, akkor azok megegyeznek.

Legyen F' valamely monoton névekvé fliggvény az [a, b) intervallumon. A Lebesgue
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integralhoz hasonléan az f: f(u)F(du) Riemann-Stieltjes integralnak megfelelé Le-
besgue—Stieltjes integralt is definidlhatunk. Ebben az esetben is az (X, A, u) teret ugy
definidljuk, hogy az X halmaz a szdmegyenes, (vagy esetleg annak egy részintervalluma,
A a szamegyenesen vagy az intervallumon bevezetett Borel o-algebra. A definicié tel-
jessé tételéhez definidlni kell a p mértéket. Ezt az [a,b) intervallumon vagy szdmegye-
nesen definidlt F' monoton névekvo fiiggvény hatarozza meg.

A mértékelmélet egyik eredménye szerint az F' fliggvény egyértelmiilen meghataroz
az [a,b) intervallum Borel-mérheté halmazainak o-algebrdjan egy olyan o-additiv pp
az F figgvény Stieltjes mértékének nevezett halmazfiiggvényt, amelyre pp([u,v)) =
F(v) — F(u) minden a < u < v < b. A Lebesgue-Stieltjes integral definicidjanak
legnehezebb 1épése annak megmutatasa, hogy ilyen médon egy mértéket azaz egy o-
additiv ,u r halmazfiiggvényt definidlunk. Az f b f(u)F(du) Lebesue—Stieltjes integral
az [ f(xz)p(dz) Lebesgue integrél, ha az [a,b] intervallumon és a rajta tekintett Borel
o- algebran az F' fliggvény altal meghatarozott pup mértéket valasztjuk p a mértéknek. A
Riemann-Stieltjes és Lebesgue—Stieltjes integralok megegyznek, ha mind a két integral
létezik.

Lattuk, hogy a Lebesgue és Riemann integralok definicigjanak a szelleme nagyon
hasonlé. Mind a két esetben elOszor szép, egyszerli esetekben definidljuk az integralt,
majd hataratmenet segitségével ezt a definiciét kiterjesztjiik. A Lebesgue integral
definiciéjat nem nehezebb megérteni mint a Riemann integralét. Annak f6 oka, hogy
az oktatasban a Riemann integralok targyalasara helyezik a hangsilyt — bizonyos tu-
domanytorténeti okokon kiviil — az, hogy a Lebesgue integrédlok felépitése sziikségessé
teszi o-additiv mértékek hasznélatat, és ez elkeriilhetetlenné tesz bizonyos nem-trivialis
mértékelméleti vizsgalatokat. A Lebesgue integrdlok definiciéjaban, amikor egy hal-
maz nivohalmazait tekintjiik nem koveteljiik meg, hogy ezeknek a nivohalmazoknak
szép geometriai strukturajuk legyen. Ennek kovetkeztében sokkal gazdagabb azon
fliggvények osztalya amelyeknek definialni tudjuk a Lebesgue integraljat. Ugyanis az
integral definiciéjaban sziikséges hataratmeneteketet a Lebesgue integral definicigjaban
konnyebb végrehajtani mint a Riemann integraléban. S6t a Lebesgue integral definicidja
— szemben a Riemann integraléval — nem kotddik a szamegyenes geometridjahoz.

A Lebesgue integral rendelkezik a Riemann integralrél tanult legfontosabb tulajdon-
sagokkal. igy példaul linearis operator az integralhaté fiiggvények terén, azaz tetszoleges
f és g (integralhatd) fliggvényre valamint a és b szamokra

/(af(:z:)+bg( (dx) —a/f (dx) +b/ (x)p(dx).

Bizonyos fontos, itt nem ismertetett eredmények (Lebesgue tétel, Beppo—Levy tétel Fa-
tou lemma) arrdl szélnak, hogy konvergens fliggvénysorok esetén mikor cserélhetd fel a
limesz és integrdlds sorrendje, azaz a lim [ f,(z)u(dz) = [lim f,(z)p(dx) azonossdg
milyen feltételek mellett érvényes. A kovetkez6 el6adasban és dltalanosabban fliggetlen
valoszinliségi valtozdk vizsgdlataban fontos szerepet jatszik a kovetkezo alkalommal is-
mertetendd Fubini tétel, amely szerint egy szorzatmérték szerinti kétvaltozds fliggvény
integralja szukcessziv integralassal is kiszamolhato.
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Végiil megjegyzem, hogy a Fontos Tételnek illetve ezen eredmény altalanositasanak
a bizonyitasa viszonylag egyszerii, ha jol megértjiik a Lebesgue integral definiciéjat. A
Fontos Tétel allitasa szemléletesen, de kissé pongyolan fogalmazva azt jelenti, hogy egy
(2, A, P) téren definidlt [ g(&(w)) dP(w) integral ‘dtmésolhatd’ egy [ g(z)pr(dz) in-
tegrélld az (R, B, ur) valésziniiségi mez6n, ahol ur a & valészintiségi valtozé eloszldsa
altal meghatarozott pp Lebesgue—Stieltjes mérték. Ez az allitds konnyen lathatéd g(x)
lépeséstiiggvények esetében.  Altaldnos (mérhetd) g(z) fiiggvények jol kozelithet6ek
1épesds fiiggvényekkel, és ilyen médon az [ g(&(w)) dP(w) Lebesgue integral olyan kozeli-
t6 Osszegeit kapjuk, amelyek kifejezhet6ek a & valdszintiségi valtozo F(x) eloszlasfiiggvé-
nyét tartalmazo Osszegek segitségével. Ez utdbbi 6sszegek természetes kozelitoosszegei
az [ g(x)F(dz) Lebesque-Stieltjes integralnak. Ezutdn alkalmas hatdrdtmenet segitsé-
gével megkaphatjuk a Fontos Tétel altalanositasanak a bizonyitasat.
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