A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat hatodik el6adasa.
2007. mdrcius 13.

Néhany fontos diszkrét eloszlas.

Targyalom a legfontosabb diszkrét eloszlasok definicidjat. Eloszor olyan példakat is-
mertetek, amelyekben ilyen eloszlasok megjelennek. Tobb olyan példat is targyalok,
amelyekel bizonyos feladatokban mar korabban is talalkoztunk. Az elsé példa a kovet-
kezd.

a.) Binomidlis eloszlds.

Tekintsiink el6szor egy tipikus példat, amelyben a binomidlis eloszlas megjelenik.

Dobjunk fel egy pénzdarabot n alkalommal egymastél fiiggetleniil, és minden egyes
dobéasban legyen p, 0 < p < 1, a fejdobas valdszinlisége. Mi a valdsziniisége annak, hogy
pontosan k fejdobas kovetkezik be?

Ennek valészintisége (Z) p*(1 — p)"~F. Valéban, (Z) olyan fej-iras sorozat létezik,
amely k fej és n — k irés-jelet tartalmaz, és az adott feltételek mellett minden egyes
ilyen dobéssorozatnak a valészintisége p* (1 —p)"~*. Az ilyen jellegii feladatok lefraséra
vezették be a binomialis eloszlas fogalmat.

Binomialis eloszlas definicidja. Azt mondjuk, hogy a & valdsziniségi vdltozo bi-
nomidlis eloszldsi n és p paraméterrel, n = 1,2,..., 0 < p < 1, ha P(§¢ = k) =
(Z)pk(l —p)" % minden 0 < k < n szdmra, és P(§¢ = k) = 0 egyébként. Ezt az eloszldst
szokds B(n,p)-vel jelélni.

Egy B(1,p) eloszlasi & valdsziniiségi vdltozot, azaz egy olyan & valdsziniségi vdlto-
z0t, amelyre P({ =0) =1 —p, P({ = 1) = p Bernoulli eloszldsinak is szoktak nevezni.

Jegyezziik meg, hogy valéban eloszlast, definidltunk, azaz a nem-negativ valészintiségek
Osszege egy, mert a binomialis tétel szerint

> (3 )ra-prt = a-pr =1
k=0

Jegyezziik meg, hogy a B(n,p) és B(m,p) binomidlis eloszldsok konvoluciéja a B(n +
m,p) binomidlis eloszlés.

(Emlékeztet6iil felidézem, hogy egy P = {po,p1,-.-} és Q = {qo,q1, ...} eloszlés

n

konvoluciéja az az R = {ry,ra,...} eloszlds melynek elemeit az r, = > pPrGn_&,
k=0
n = 1,2,..., képlet hatdroz meg. Ennek valdsziniiségi tartalma a kovetkez6: Ha &

és n két fiiggetlen, nem negativ egész értékeket felvevo valdszinliségi valtozo, amelyekre
P& =n)=p,, Ph=n)=q, n=0,1,2,..., akkor £ + n olyan nem negativ egész
értékeket felvevd valdszintliségi valtozd, amelyre P(§ +n =n) = r,, n = 0,1,2,....
Konvolucié kiszamolasa esetén sokszor hasznos lehet a kovetkezo észrevétel. Ha az



el6bb tekintett P, Q és R eloszlasokhoz hozzarendeljiik az F(z) = ) p,z”, G(x) =
n=0

Z gnx™, H(z) = Z rnx™, hatvanysorokat, akkor azok teljesitik az F(x)G(x) = H(x)

azonossagot Tovabba e fliggvények ismeretében, szukcessziv derivalassal majd a nulla
érték behelyettesitésével ki lehet szamolni az eloszlasokban szerepl6 szamok értékeit. A
fenti hatvanysorokat szokds a megfelel6 eloszlas generatorfiiggvényének nevezni.

Valoban a fenti konvoluciérdl szolo allitas érvényes, mivel a tekintett két eloszlas
konvolucidja egy olyan p(k), 0 < k < n + m eloszlas, amelyre

k

p(k?)zzo(,)pj(l—p)" J(k: )pk i(1 — p)(m—(k=3)
£ () (L
mert
jzijo (?) (kn—lj) - (nzm>

Ez utobbi allitasnak kombinatorikus bizonyitasat megadtam az elso eléadés végén
a ‘Néhany a targyalt kombinatorikus kérdésekkel kapcsolatos eredmény’ feladatsor 7. fe-
ladatdnak az ismertetésében. S6t, e feladatsor 9. feladataban megadtam ezen azonossag
egy altalanositasanak analitikus (az (1 + x)® fiiggvény hatvénysoranak az alakjan ala-
puld) bizonyitasat is.

Megmutatom azt is, hogyan lehet a binomialis eloszlasok konvolucidjanak alakjarol
sz0l6 allitast generatorfiiggvények segitségével belatni. Ennek érdekében szamoljuk ki
a binomidlis B(n, p) eloszlas F,, ,(z) generatorfiiggvényét.

Foal) = (Z)pk“ —p)" Tt = (1= p)” 2 (Z) (fp)k

Innen

Fpp(@)Frp(@) =1 —p+pz)"(1—p+px)" =1 —p+px)"™™ = Frpmp(2)

minden n > 1, m > 1 egész és 0 < p < 1 valds szamra. Ez azt jelenti, hogy a B(n,p) és
B(m,p) eloszldsok konvolucidja a B(n + m,p) eloszlés.



Feladat:

1.) Adjunk egyszerii, a binomidlis eloszlds valésziniiségi tartalmat kihasznélé bizonyi-
tast arra, hogy a B(n, p) és B(m, p) binomialis eloszldsok konvolucidja a B(n+m, p)
binomialis eloszlas.

Megoldas: Elég megmutatni, hogy léteznek olyan fiiggetlen B(n,p) paraméterii £
és B(m, p) paraméter(i n binomidlis eloszldsi valésziniiségi valtozdk, amelyek &€ +n
osszege B(n + m,p) paraméterii binomiélis eloszlasu valészintiségi valtozé. Ennek
érdekében tekintsiik egy olyan pénzdarab n 4+ m darab egymaéas uténi fiiggetlen
feldobasat, amely p valdoszinliséggel esik a fej és 1 —p valdszintiséggel az iras oldalra.
Legyen & az els6 n dobasban, n pedig az n + 1-ik dobast6 az n + m-ig dobésig tarté
dobassorozatban megjelené fej dobasok szama. Ezek a £ és n valdszintliségi valtozdk
teljesitik a kivant tulajdonsagokat.

Szamitsuk ki egy B(n,p) eloszlast valdsziniiségi valtozd varhatd értékét és szé-
rasnégyzetét. A legegyszeriibb mddszer a kovetkezo: Legyenek &q,...,&, fliggetlen,
n

B(1, p) eloszlast val6szintiségi valtozok. Ekkor € = > &; B(n,p) eloszlast valdszintiségi

j=1
valtozo, és E; = 1-p+0-(1—p) = p, E{? =1-p+0-(1—p) =p, Var§; = E§?—(E§j)2 =
p — p?> minden j = 1,...,n szdmra. Ezért a keresett varhaté érték és szérdsnégyzet
n

E{ =% E¢ =npésVar = > Var§; =np(l —p).
i=1 =1

j
Feladat:
2.) Szamitsuk ki egy B(n,p) eloszldsu valészintliségi valtozé varhato értékét és szoras-

négyzetét az e fogalmakat definidlé osszegek kiszamitasanak a segitségével.
Megoldas:

B¢ = Zk(’;)pk(l —p)" 7t B =) K (Z)p’“(l -
k=1 k=1

és Var& = B2 — (E€)?. Ezeket a kifejezéseket kell kiszdmolnunk. Vegyiik észre,
ogy k(3) = n(2D). 2(3) = k(2) + k- 1) = n(1=2) +nln— 1)(-3). Tunen

—1
E¢=n) (n N 1):0’““(1 —p)"
0

n
k

n—1 n—2

n—1 L n—2 ko

E& =n) ( N >p’“+1(1—p)" "l —1) < " )pk”(l—p) o
k=0 k=0



n—2
n—2 o)
—np-tnn= g Y (" %) pn
k=0

=np+n(n—1)p°(p+ 1 —p)"~" =np+ (n° —n)p?,
és Var & = np + (n? — n)p? — n?p? = np(1 — p).

A binomialis eloszlas természetes tobbdimenzids altaldnositdasa a polinomiélis eloszlés.
Ennek megértéséhez tekintsiik a kovetkezd feladatot. Adva van r urna. Ezekbe be-
dobunk Gsszesen n golyot egymaéstol fiiggetleniil. Az egyes golydk p; valdszintiséggel

esnek az els6 po valdszintiséggel a masodik, ... p, valdsziniiséggel az r-ik urnaba. Mi
T
a val6szinlisége annak, hogy a j-ik urnaba k; goly6 esik, 1 < j < r, > k, = n? Ez
i=1
a valdszintliség W'k,plfl coopkr mert W'k' ilyen dobédssorozat van, és minden
ilyen dobéssorozat valoszinlisége plfl R
Polinomidlis eloszlas definicidéja A (&1, . ..,&,) r vdltozds véletlen vektor polinomidlis
T
eloszldsin, n=1,2,..., ésp;, 1 <j <r, paraméterekkel, > p; =1, ha
i=1
P& =k, =k S P o S
1=k, & =koy.... & =k,) = mpl V2 2
T
az olyan 0 < k; <n, 1 < j <r szdmokra, amelyekre > k; = n.
i=1
Feladat:
3.) Legyen (&1,...,&,) polinomidlis eloszldsi véletlen vektor n és p;, 1 < j < r,
T

> pj = 1 paraméterekkel. Ekkor E¢; = np;, Var§; = np;(1 —p;), 1 <j <r, és
j=1
Cov (fjvfk) = —NP;Pk, 1 < J?k < r, J 7é k.

b.) Negativ binomidlis eloszlds és annak specidlis esete, a geometriai eloszlds.

Most is el0szor egy olyan tipikus példat tekintek, amelyben ezek az eloszlasok megje-
lennek.

Rogzitstink egy r pozitiv egész szamot, és dobjunk fel egy pénzdarabot, amely p valészi-
niiséggel esik a fej 1 — p valdszintiséggel az iras oldalra egymads utan tobbszor egymastol
fiiggetleniil, egészen addig amikor az r-ik fejdobds megjelenik. Mi a valdszintisége annak,
hogy ez a k + r-ik dobas?

k+r—1
r—1

Ez a valdszintiség ( )(1—p)*p". Ez ugyanis azt jelenti, hogy az els6 k +r — 1

dobasban pontosan r — 1 fej és k iras dobas tortént, aminek valdszinlisége (k:ri_l) (1-—

1
p)kp"—1, valamint a k + 7-ik dobés fej, aminek a valdszinftisége p, és fiiggetlen az el6zd

eseménytol.



Negativ binomialis és geometriai eloszlas definiciéja. Azt mondjuk, hogy a &

valosziniségi vdltozo negativ binomaidlis eloszlasu r, r = 1,2,..., ésp, 0 < p < 1,
paraméterrel, ha & r,r + 1,..., értékeket vesz fel és
k —1
Pé=k+r)= ( tr ] )(1—p)kpr, k=0,1,2,....
r —

Azr =1 és p paraméterhez tartozé negativ binomidlis eloszldst p paraméteri geometriai
eloszldasnak is nevezik.

A maésodik el6adason targyalt 3. és 5. feladat megolddsi mdédszerének a segitségével
megmutathatd, hogy a negativ binomidlis eloszlds valéban valdszintiségeloszlas, azaz

o0
> (k:fizl) (1—p)*p" = 1. E feladatokban ezt az 4llitast csak egy specidlis esetben iga-

zoltuk, (ha k = 3, és p = %), de az ott alkalmazott mddszer alkalmazhaté az altaldnos
esetben is. A most megfogalmazott allitas kovetkezik néhany mas, késébb bizonyitando
eredménybol is. Targyaljuk meg a negativ binomidlis eloszlas néhany fontos tulaj-
donsagat.

Feladat:

4.) Bizonyitsuk be valdsziniliségi meggondoldsok segitségével, hogy egy ry és p paramé-
teri valamint egy ro és p paraméterti negativ binomidlis eloszlas konvoliciéja egy
r1+ 19 és p paraméteri negativ binomidlis eloszlasi valdszintiségeloszlas. Kovetke-
zésképpen, egy r és p paraméteri negativ binomidlis eloszlas eloall, mint r darab p
paraméterii geometriai eloszlas konvoluciéja.

Megoldas: Tekintsiink két egymasdl faggetlen végtelen fej-irds dobassorozatot, ame-
lyekben az egyes dobasok p valdsziniiséggel esnek a fej és 1 — p valdszintiséggel az
iras oldalra. Tekintsiik azt a dobéassorozatot, amely az elsé dobéassorozat elemeibol
all, amig az r1-ik fejdobds megjelenik, majd a masodik dobéassorozat elemeivel foly-
tatodik egész addig, mi abban az ro-ik fejdobas megjelenik, majd a sorozat abba-
marad. Jelolje £ az igy definialt sorozat hosszat, &; e sorozatnak az els6 végtelen
dobassorozattal, £ pedig e sorozatnak a masodik dobdssorozattal kozos részének
a hosszat. Ekkor & és & fiiggetlen valdszintiségi valtozdk, &1 + & = &, tovabba
&1, &2 és € negativ binomidlis eloszlasu valdszintiségi valtozdk (r1,p), (ra,p), illetve
(r1 + 72, p) paraméterekkel. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

Lassuk be az elobbi feladat allitasat kozvetlen szamolassal is. Elég megmutatni azt,
hogy egy r és p paraméterli negativ binomidlis eloszlasti és egy p paraméterii geometriai
eloszlas konvolucidja egy r + 1 és p paraméterii negativ binomialis eloszlas.

Ehhez azt kell belatni, hogy

g) (r ji; 1) (1-p/p’1—p)p= <k : r) (1—p)p*t.



Ezt az azonossagot konnyen latjuk, ha tudjuk, hogy érvényes a kovetkezd azonossag:

i (j+r—1) B (k+r)

P 1 )\ r )

Az utobbi azonossag viszont kévetkezik példaul a kovetkezo kombinatorikai érvelésbol.
A természetes szamok halmazan (k:”") modon jelolhetiink ki » + 1 szamot 1gy, hogy a
(nagysag szerint) 7+ 1-ik szdm a k+7+ 1 szam legyen, és az azonossag jobboldala ezzel
egyenld. Ezt viszont tugyis kiszamolhatjuk, hogy azt tekintjiik, hany olyan elrendezés
van, amelyben az r-ik kijelolt pont a j7 4+ r, az r 4+ 1-ik pedig a k + r + 1 szam, majd
Osszegeziink 0 < j < k-ra. Mivel rogzitett j-re az ilyen elrendezések szama (jiizl),

innen kovetkezik a felirt azonossag.

Megmutatom, hogy hogyan lehet a fenti osszfiiggést analitikus moédon bebizonyita-
ni. Tekintsiik az r és p paraméterekhez tartozé g, ,(x) generatorfiiggvényt, azaz a

grple) = f: (k I 1) (1—p)rpra®tr

r—1
k=0

osszeget. Ha belatjuk, hogy ez az Osszeg konvergens példaul az —1 < z < 1 interval-
lumon, valamint ¢,, ,(%)Gry p(T) = Gry+4rs p(2), akkor innen az el6zé eléadds végén tett
észrevételekbdl kovetkezik az allitds. A g, ,(x) fliggvény viszont egyszerlien zart alakra
hozhat6. Ennek érdekében vegyiik észre, hogy

E+r—1\ [(k+r—1\ (k+r—1(k+r—=2)---(r+1)r
()=

r—1 k k!
Cr(r+1)- (kT =2)(k+7r—1)
B k!
_(—1)F (=r)(=r—1)--- (—rk!— k+2)(—r—k+1) _(—1) (—kr)7
ahonnan
PRCED S (A [EEOLE o Bl (A S
k=0 k=0

— ey (- -p) 7 = ()

ami az (14 x)~" fiiggvény hatvénysoranak az alakjabdl lathaté. Innen viszont kdnnyen
lathaté a generatorfiiggvényekre felirt azonossdg. Megjegyzem, hogy a 2. eldadas 5.
feladatanak a megoldésa is hasonlé gondolatokon alapult.

A fenti azonossag ad magyarazatot arra, hogy miért nevezik a most tekintett

eloszlasokat negativ binomidlis eloszldsnak. Ugyanis, mivel (kjiIl) = (-D*()),

Pl=k+r)= (k—:izl)(l—p)kpr: (_l:>(p—l)kpr, k=0,1,2,....

6



Szamitsuk ki egy negativ binomidlis eloszlast valdszintliségi valtozo varhato értékét
és szorasnégyzetét. Ezt konnyen kiszamithatndnk a generatorfiiggvény derivalasanak
segitségével, de ehelyett egy geometriai eloszlastu valésziniiségi valtozé varhatéd értékét
és szérasnégyzetét kiszamoljuk direkt médon, majd az altaldnos esetet visszavezetjiik
erre.

Legyen & geometriai eloszlasi valdszintiségi valtozd p paraméterrel, azaz legyen
P=k+1)=p"(1—-p),k=0,1,.... Ekkor

E¢=) (k+1)(1—p)fp=p> k(1—p)*"
k=0 k=0

=p Z k2(1 — p)*=1, és Varé = B€2 — (E€)®. Derivaljuk kétszer a 3. o% = =

k=0

|:c| <1 azonossagot. Azt kapjuk, hogy

(1-=2 =

2 - i k(k — 1)a"?

(1—x)?
k=2
Innen x = 1 — p helyettesitéssel % S k(1-p)F L EE=p Y k(1-p)F—t= ]% = %,
k=1 k=1
SR - = (1) 5 k- - S k- = e
k=1

E§2 — 2(22p) —l—%, Var ¢ = 2(2217) +5 _ z% _ % _ % _ 1;219_

Feladat:

5.) Szamitsuk ki egy n és p paraméter(i negativ binomidlis eloszésu valészintiségi vél-
tozo varhaté értékét és szorasnégyzetét annak az ismeretnek a segitségével, hogy
egy p paraméterii geometriai eloszlastu valdsziniiségi valtozo varhato értéke % és

i 1—
szordsnégyzete p—gp.

Megoldas: Tekintsiink n fiiggetlen geometriai eloszlasa &1, ..., &, valdszinliségi val-
n
tozét, és legyen S = > &;. Ekkor S negativ binomidlis eloszldsi valdszintiségi
j=1
valtozo n és p paraméterekkel. Tovabba, ES = nFkE& = 2, Var S = (1 D),

Targyaljuk meg, hogyan lehet egy negativ binomidlis eloszlasu valésziniiségi valtozo
varhato értékét és szorasnégyzetét kiszamolni a generdtorfiiggvénye ismeretében. Sot,
lassunk be egy olyan formulat, amely altaldnosabb esetben is alkalmazhato.

7



oo
Legyen P = {px: k=1,2,...}, pp >0,k =0,1,2,..., > pi = 1, val6sziniiség
k=0
eloszlas a nem negativ egész szamokon. Vezessiik be az ezen eloszlashoz tartozo

9(@) = gp(z) = 3 prat.
k=0

generatorfiiggvényt. Vegyiik észre, hogy a g(x) fliggvényt definidlé hatvéanysor konver-
gens a —1 < z < 1 intervallumban. Tovébba kétszeri derivalds és az x = 1 (formaélis)
helyettesités azt sugallja, hogy

= kpratt g (@) =D k(k— Dprat?,
k=1 k=2

valamint
k=1 k=2

és ezen azonossagok segl'tségével kiszamolhatjuk a keresett Vérhaté értéket és szoras-
o]

négyzetét. Ugyanis E§ = Z kpr = ¢'(1), E€% = Z k2py, = Z kE(k—Dpr+ > kpr =
k=1

9" (1) +¢'(1), ahonnan Var£ E¢® — (E¢)* = (1) +9'(1) - g’(1)2«

Felmeriil a kérdés, szabad-e az alabbi szamolasokat végrehajtani. A problémat
az okozza, hogy hatvanysorokat szabad tagonként derivalni a konvergenciatartomany
belsejében, de mi az x = 1 helyettesitést hajtottuk végre, és lehet, hogy a g(x) fliggvény
hatvéanysora nem terjesztheté ki egy a (—1, 1) intervallumnél nagyobb intervallumra. A
negativ binomialis eloszlas generatorfiiggvénye esetén egy ilyen kiterjesztés lehetséges,
de érdemes az altalanos esetet is tekinteni, és ekkor nem szabad kizarni ezt a lehetéséget.

Az analizis bizonyos eredményei biztositjak a fenti szamolas jogossagat. Egyrészt

oo
igaz az, hogy ha egy h(z) = Y apz® hatvadnysor konvergens egy (—A, A) intervallum-
k=0

ban, és a h(A) = > arAF Osszeg konvergens, akkor lin}4 h(z) = h(A). Mésrészt, ha
k=0 =

a h(x) Taylor-sor aj egyiitthat6i nem negativak, akkor linr}4 h(x) = h(A). Specidlisan,

ha ebben az esetben lim h(z) < oo akkor h(A) < oo. Ezeknek az eredményeknek az

xr—
alkalmazasival A = 1 és h(x) = ¢'(z) illetve h(x) = ¢”(z) vélasztdssal meg lehet mu-
tatni a fenti szamolasok jogossagat. Erdemes megjegyezni, hogy az altalanos esetben a
g (1) = lim1 J(x), ¢"(1) = lim1 g" (z) képletet kell alkamaznunk annak érdekében, hogy
xr— xr—

a ¢g'(1) és ¢’'(1) szamokat értelmezni tudjuk.

Megjegyzés: Az, hogy egy hatvanysor hogyan viselkedik a kovergenciakorének szélén,
a komplex fliggvénytan egyik nehéz és fontos kérdése. Annak érdekében, hogy lassunk
egy egyszeri példat, amely ravilagithat arra, hogy vigyazni kell a formalis szamoldsok
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o0
soran, tekintsik az h(x) = 14%1’ = Y (—1)*2* hatvénysort. Ekkor h(z) konvergens
k=

a —1 < z < 1 intervallumban, h(1) = i, és h(z) hatvénysora az x = 1 pontban, a

o

o0

3 (—1)* sor, divergens. Ez a példa azért nem mond ellen a fent elmondottaknak, mert
k=0

ebben a hatvanysorban vannak negativ egytitthatok is.

Feladatok:

6.) Léssuk be, hogy amennyiben egy & valdsziniliségi valtozd generdtorfiiggvénye va-
lamely g(x) fiiggvény, akkor B¢ = ¢'(1), Varé = ¢”(1) + ¢’(1) — ¢’(1)?, ahol az
altaldnos esetben a ¢'(1) = lim1 g (x) és ¢"(1) = lim1 g" (x) képletek definidljak

xr— xr—
ezeket a mennyiségeket. Szamoljuk ki egy r és p paraméterii negativ binomidlis
eloszlasu valészintiségi valtozd varhatd értékét és szérasnégyzetét, felhasznalva,

T
hogy e valdszintiségi valtozé generatorfiiggvénye a (ﬁ) fliggvény.
Megoldds: A g(x) = > ppa® fiiggvény két egymdsutani derivéldsa és az x = 1

k=0
helyettesités adja, hogy ¢'(1) = > kpr = E¢, ¢"(1) = > k(k — 1)pr, = EE(E —
k=1 k=1

1). Mint azt az eléaddson megtargyaltuk az analizis bizonyos eredményei lehet6vé
teszik a fent alkalmazott tagonkénti derivalast. Ezért E¢ = ¢'(1), E€2 = ¢ (1) +

g'(1), és Varg = ¢"(1) + ¢'(1) — g'(1)*.
Az r és p paraméterti negativ binomidlis eloszlas generatorfiiggvénye

@) = ()

/ . L r—1 1
/o= (=) o

Innen

) o , L r—2 1
g"(x) =r(r—1)p (1_(1—p)x) 1-(1-pz)

px 91— p)
”p(l—(l—p)w) 1= (-pa)

Behelyettesitéssel E§ = 7, ¢"(1) = ”;#—%7 Varé = ¢"(1)+¢'(1)—g'(1)? = %.

7.) Mutassunk példat olyan P = {px: k=1,2,...}, pp >0, k=0,1,2,..., > ppr =1,
k=0

oo
valészinfiség eloszldsra a nem negativ egész szdmokon, amelynek g(x) = > ppa®
k=0

generatorfiiggvénye semmilyen € > 0 szam esetén nem konvergens a —1 —e < z <
1 + € intervallumon.



oo

Megoldas: Legyen o > 1 tetsz6leges szam. Ekkor C(a) = P k% < 00, 68 pp =
pr(a) = W, k =1,2,..., valoszinliségeloszlas. Ennek generator fliggvénye a
oo oo
S prat = C(la) > ,f—: semmilyen € > 0 szdmra nem konvergdl a —1—¢c < x < 1+¢
k=1 k=1
intervallumon, mert minden z > 1 szamra klim ,f—z = 0.
— 00

8.) Legyen & geometriai eloszldsu valészintiségi valtozd, azaz legyen P(§ = k) = p(1 —

p)*~1 k = 1,2,.... Léssuk be, hogy ¢ teljesiti a kovetkezd (diszkrét) orokifju

tulajdonséagot.
P(=k+1¢>1)=p(l—p" ' =PE=k).

Adjuk meg ennek az azonossagnak a valdszinliségszamitasi magyarazatat is.

Megoldas:
Ple—htlje>l) = LE=k+D _ p-ptT
S PE=14+75) 3 p(l—p)ti-i
J=1 j=1
(1-p*!

=% =p(1-p) " =PE=k).
;0(1 —p)’

Tekintsiik egy a fej-oldalara p val“dszintiséggel es6é pénzérme végtelen egymas utani
feldobasat. A most bebizonyitott azonossag baloldalan annak a feltételes valdszi-
niisége all, hogy ha az els6é | dobasban, nem volt fejdobéas, akkor az [-ik dobas utani
els6 fejdobas az [ + k-ik dobésnal jelenik meg. Mivel az els6 | dobdas és az utana
kovetkez6 dobédsok eredményei egymastdl fiiggetlenek, ez a feltételes valdszintiség
megegyezik a feltétel nélkiili valészintiséggel, és ezt fejezi ki ez az azonossag.

b.) Hipergeometrikus eloszlds.

Tekintsiink el6szor egy tipikus példat, amelyben ilyen eloszldasok megjelennek.

Adva van egy urnaban M piros és N — M fehér goly6. Visszatevés nélkiil kihtizunk n,
n < N, goly6t. Mi annak a valészintisége, hogy k piros golyét hiztunk ki?
M N—M

Ez a valészintiség % Valoban, ha megkiilonboztetjiik az egyes golydkat,
akkor (]Z ) kiilonboz6 hizaseredmény alakulhat ki. (Nem kiilonboztetiink meg két
hizaseredményt, ha ugyanazokat a golydkat huztuk ki csak mas sorrendben. Kissé
részletesebben kifejtve: Az urndban levé golydkat szamozzuk meg 1-t61 N-ig dgy, hogy
a piros golydk kapjak az 1,..., M és a fehér golyék az M + 1,..., N szamokat. Egy n
hossziisagu visszatevés nélkiili htizassorozat eredménye egy az 1,..., N szamokbdl allé
n hosszu szamsorozat, amelynek minden tagja kiilonb6zo. A kiilonb6z6 huzassorozatok
szamat szamoljuk ki, ha azonositunk két olyan sorozatot, amelyben ugyanazok a szamok
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szerepelnek csak mas sorrendben. Ezutan azon n hosszisigi hizéssorozatok szamat
szamoljuk 0Ossze, amelyekben k piros, azaz az 1,..., M szamok valamelyikével indexe-
zett golyé van.) Olyan huzédssorozat, amelyben az M piros goly6bdl k-t, az N — M
fehér golyébdl pedig n — k-t hizunk (A,f ) (AT[L :]IZ‘[ ) van. Mivel ezek azok az n hossza
huzassorozatok, amelyekben pontosan k piros goly6t hizunk, és az egyes huzassorozatok
valoszinlisége megegyezik, innen kovetkezik az allitas.

A hipergeometrikus eloszlas definicidja. Azt mondjuk, hogy a £ valdsziniségi
vdltozo hipergeometrikus eloszlasi N, M és n paraméterekkel, ahol N, M és n nem
negativ egész szamok, M < N, n < N, ha

Pe=1k) =

Ilyen médon valéban eloszlast definidltunk. A >  P(§ = k) = 1 azonossiggal
k=0

ekvivalens > (Alf) (]\T]L :II\C/I) = (IT\L[ ) azonossgot (més jeloléssel) beldttuk a binomislis

eloszlas vizsgalatdban.

A kovetkezo feladat egy tipikus probléma, ahol a hipergeometrikus eloszlas megjelenik.

Szamoljuk ki annak valdszintiségét, hogy a lottéban pontosan harom taldlatunk
lesz.

E feladat megoldasat mar ismertettem a 2. eléadas 6. feladatdban, ezért ezt nem kell
djra targyalnom. Oldjuk meg a kovetkezo feladatot.

Feladatok:

9.) Szamoljuk ki egy hipergeometrikus eloszlasu valdsziniiségi valtoz6 varhaté értékét
és szérasnégyzetét.

Megoldas: Tekintsiink egy urnat, amely M piros és N — M fehér golydt tartal-
maz, és hizzunk ki n golydt visszatevés nélkiil. Legyen {; = 1, ha a j-ik htzas

piros, £ = 0, ha a j-ik hizds fehér. Ekkor a megoldandé feladat ekvivalens

az S = ) & varhaté érékének és szordsnégyzetének a kiszamoldsaval. Viszont
i=1

mér kordbbi eredményekbél kivetkezik, hogy E¢; = A, Varg;, — M _ (A)?

. . . 1o _ 2 .
minden 1 < j < N indexre, tovabba, Cov (§;,&;) = %% — (%) minden
1 <4,k <n,j#kszamparra. A varhato érték additivitasabol kévetkezik, hogy
ES = % (Itt nincs sziikség az Osszeadanddk fiiggetlenségének a feltételezésére.)
Az Osszeg szorasnégyzetének kiszamitasara tanult dltaldnos képletbél, (amikor az

Osszeadanddk nem feltétlentil fiiggetlenek) és a fenti formulakbol kovetkezik, hogy
Var S = nVar & + n(n — 1)Cov (£1,&2)

11



M M N -
-"N (1_N_(”_1)(N—1)N>
T

10.) Szamoljuk ki egy N, M és n paraméterti hipergeometrikus eloszldsu & valdsziniiségi
valtozé varhatd értékét és szérasnégyzetét, azaz egy olyan valdszintiségi valtozo
varhato értékét és szorasnégyzetét, amelyre

M\ (N—M
P(S:k):M 0<k<n.

Mutassuk meg, hogy F¢ = n%, Var§ = % (1 _ %) nn

Megoldas: Tekintsiink egy urnat, amely M piros és N — M fehér golyot tartal-
maz, és huzzunk ki n golyét visszatevés nélkiil. Legyen &; = 1, ha a j-ik huzés

piros, §; = 0, ha a j-ik hdzas fehér. Ekkor a megoldandé feladat ekvivalens

az S = ) {; varhaté érékének és szordsnégyzetének a kiszamoldsaval. Viszont
j=1
M M \2
¥ - ()
minden 1 < j < N indexre, tovabba, Cov (§;,&,) = %% - (%) minden
1 <4,k <n,j#kszamparra. A varhaté érték additivitasabdl kovetkezik, hogy
ES = % (Itt nincs sziikség az Osszeadandok fliggetlenségének a feltételezésére.)
Az Osszeg szorasnégyzetének kiszamitasara tanult dltaldnos képletbdl, (amikor az

osszeadanddk nem feltétleniil fliggetlenek) és a fenti formuldkbol kévetkezik, hogy

mar korabbi eredményekbdl kovetkezik, hogy E§; = %, Var§; =

Var S = nVar & + n(n — 1)Cov (&1, £2)

Ha egy urnahizasban N és N — M nagy, azaz sok fehér és piros golydé van az
urnaban, és fix szamu golyot kihizunk, akkor a hizdseredmény szempontjabdl alig van
jelent6sége annak, hogy a kihuzott golydkat visszadobjuk-e vagy sem. Ilyen jellegi
allitast fogalmaz meg a kovetkezd (egyszeril) feladat.
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11.) Ha N — oo, A}im % =p, 0 < p <1, n rogzitett egész szam, akkor

o0

i (%) ((]})_f) _ (Z

)pk(l —p)" % minden 0 < k < n szdmra.

Megoldas:

_onl MM-1)---(M—k+1)(N-M)---(N-M-n+k+1)
kl(n—k)! N(N—1)---(N—k+1) (N—Fk)---(N—n+1)
= ()0t e

mert

M(M—1)--(M—k+1) . (N=M)---(N—M—n+k+1) e
N((Nfl))...((ka+1) - pkv €s ( (N),k)...(N,nJrl) - (1 _p) k:’ ha N — oo.

A hipergeometrikus eloszlas természetes dltalanositasa a polihipergeometrikus el-
oszlas. Ennek megértése érdekében tekintsiik a kovetkezo feladatot: Egy urnaban r kii-

T
16nb6z6 szint goly6 van, Ny 1-es, Ny 2-es, ... N, r-es szinti golyé. Legyen N = > N;.

j=1
Ezekbdl a golyokbol kihtuzunk n-et visszatevés nélkiil. Mi annak a valdsziniisége, hogy
k1 1-es, ko 2-es, ... k, r-es szini golyét huizunk ki?

A valasz:

N1\ (N N,
() ’
n
T
ahol n = > k.. Ennek az éllitdsnak a bizonyitdsa hasonléan torténhet mint a hiper-
j=1
geometrikus eloszlas bevezetése elott tekintett feladaté. Ennek a feladatnak az alapjan
vezették be a kovetkezo fogalmat.

A polihipergeometrikus eloszlas definiciéja. Azt mondjuk, hogy a (&1,...,&)
véletlen vektor polihipergeometrikus eloszldsi Ny, ... N, és n paraméterekkel, ahol Nj,

T
1 <j<r, ésn nem negativ egész szamok, és N = Y N; jeloléssel n < N, ha
j=1

(k) () - ()
G

P& =ki,....& = k) =

aholn = ) kj.
=1

J

13



12.)

13.)

Feladatok:

Legyenek &1,...,&L és 1, ..., valdsziniiségi valtozok ugyanazon a valdoszinliségi
mezon. Lassuk be, hogy
L M L M
Cov [ D&, m | =)D Cov(&,m)
j=1 k=1 j=1k=1
Megoldas:
L M M L M
cor (LX) <2 (36 Sn) - (256 ) (730 )
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1
L M M L M
=22 B&m =) Y B&Em =3 > Cov(m)
J=1k=1 J=1k=1 j=1k=1
Legyen (&1,...,&,) véletlen vektor polihipergeometrikus eloszldsi Ny,... N, és n

paraméterekkel. Szamitsuk ki az F{; varhaté értékeket, a Var¢; szérdsnégyzetet
minden 1 < j < r szdmra és a Cov (§;, &) kovarianciafiiggvényt, ha 1 < j, k < r,
J# k.

Segitség: A hipergeometrikus eloszlasrol szolé hasonlé feladat médszere természetes
moédon adaptalhatd ebben az esetben is.

Megoldds: Szamitsuk ki elészor a Cov (§;,&r) kovarianciafiiggvényt. Ennek érde-

kében tekintsiink egy urnat, benne N 1-es, Ny 2-es, ..., N, r-es szini golyét, és
T
hiizzunk ki belélik n-et visszatevés nélkiil. Legyen N = > N, és vezessiik be
k=1

a kovetkezd m; 5, 1 <1 < n, 1 < s < r, valészinliségi valtozékat: 1, = 1, ha az

l-ik hizasban s-es szinl goly6t huzunk, és ;o = 0, ha az l-ik hizas eredménye
n

més. Definidljuk a s = > n; s véletlen Gsszegeket, 1 < s < r. Ekkor a Cov (§;, k)
=1

kovarianciafiiggvényt kell kiszdmolnunk az el6bb definidlt valészintiségi valtozokkal.

Ezt a hipergeometrikus eloszlas esetén alkalmazott érvelés természetes adaptacio-

javal és az el6z6 hazi feladat eredményének felhasznaldsaval tehetjiik meg.

ElSszor ki kell szamolnunk az Cov (1 ;, miv 1) kovarianciafiiggvényeket. Kiilon kell
valasztani az [ = I’ és | # I’ eseteket. Mind a két esetben hasznalhatjuk azt a
tényt, hogy hasonléan a két szinii golyot tartalmazé urnamodellhez annak, hogy
milyen valdszintiséggel hizok bizonyos eloirt szinli golydkat adott hizasban nem
fligg attol, hogy hanyadik huzast tekintettiik.

Az | =1 esetben

Cov (mj,mr)=Pm;j=Lmr=1)—Pm;=1)P(mr=1)

NNy,
=-P(m;=1)P(mr=1)=— ]]\[2 :
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Ha [ #[’, akkor

Cov (mj.mk) =Pmy=Lmyr=1)—Pm;=1)P(mir=1)
=P(mj=Lmr=1)—-Pm;=1)Pmir=1)
. Nij Nij
~ N(N-1) N2

Innen, illetve az el6z6 feladatban megfogalmazott eredmény alapjan

Cov (€j7 gk) =-n

N;N, N, N, N;N, — N)N;N,
Nk = 1) iNe  NjNp\ _ (n— N)N; N
N2 N(N—1) N? (N —1)N?

Az E¢; és Var&; mennyiségeket is ki lehet szdmitani hasonléan, de erre nincs
sziikség. Ha csak azt vessziik figyelembe, hogy az [-ik huzasban j-es vagy mas
szinti golyot huztunk-e, azaz csak az n;,; valészintiségi véltozokkal dolgozunk, akkor
rovid meggondolds utan lathatjuk, hogy ugyanazt az eredményt kapjuk, mint a
(két szinnel rendelkezd) hipergeometrikus eloszlast modellez6 urnamodell esetén

M = N;j és N — M = N — N; paraméterekkel. Ezért E¢; = nii, Varg; =
Nj 1 Nj N—n
"N \'TF~) N1

Poisson eloszlds.

A Poisson eloszlast kozvetleniil fogom definialni. Azok a tulajdonsagai, amelyek miatt
fontos szerepet jatszik a valdszintiségszamitasban késobb fognak kidertilni.

Poisson eloszlas definicidja. FEgy & wvaldsziniségi vdltozo A paramétert Poisson
eloszldasu, ha & nem negativ egész értékeket vesz fel, és

Ez valéban valészintiség eloszlas, mert

- A A M A A
ZP(é’:k): He‘ =e Zg:e_e = 1.
k=0 k=0 k=0

Szamitsuk ki egy A\ paraméteri Poisson eloszlasu valészintiségi valtozo generatorfiigg-
vényét. Ez

Y PE=kat=>"
k=0

k=0

| >

k o0 k
Ak A (Az)™ 3 Az—1)
! e "zt =e E T e e =e .

-

k=0

A kovetkezo allitast fontossdga miatt fogalmazzuk meg Tétel forméjaban.
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Tétel fiiggetlen Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozdk o6sszegének eloszla-
sardl. Ha & és n két fuggetlen, X illetve p paraméterd Poisson eloszldsu valosziniiségi
valtozo, akkor & +n A+ p paraméterd Poisson eloszlasiu valosziniségi valtozo.

Bizonyitas:

k k
PE+n=k) =3 PE=jn=k=j)=3 PE=j)Pn=k-j)

§=0
k ; k—i —(\+ k
:Zﬁe_xﬂ_”.e—u: e “)Z R )
= J! (k—j)! k! jzoj!(k:— )!
—(A+p)
e
= (At

Feladat:

14.) Mutassuk meg, hogy a Poisson eloszlds generatorfiiggvényének alakjabdl lathato,
hogy ha & és n két fiiggetlen, ) illetve p paraméterti Poisson eloszlésu valdszintiségi
valtozo, akkor & +n A + pu paraméterit Poisson eloszlast valdszintiségi valtozoé.

Megoldas: Mivel egy \ paraméteri Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozé gene-
ratorfiiggvénye e*(@=1)  egy u paraméterti Poisson eloszlasi valészinfiségi valtozé
generatorfiiggvénye e*(*~1) | és egy A+ paraméterti Poisson eloszlasti valdszintiségi
valtozé generatorfiiggvénye eM M (@=1) o feladat 4llitdsa kovetkezik az

eMa=1) gu(z=1) _ (A +p)(z—1)

azonossagbol.

A fenti eredmény kovetkezménye, hogy amennyiben véges sok fiiggetlen, Poisson
eloszlasu valdszintiségi valoszinliségi valtozonak vessziik az Osszegét, az ismét Poisson
eloszlasu lesz, amelynek paramétere az egyes valdszinliségi valtozék paramétereinek
az Osszege. A kovetkezo feladat &llitdsa, amelynek érdekes kovetkezményei vannak,
tekintheté gy mint ennak az allitasnak a megforditasa. Abban ugyanis egy alkal-
mas konstrukcié segitségével egy Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozot bontunk fel
fiiggetlen kisebb paraméterti Poisson eloszlasi valészintiségi valtozdk Gsszegére.

Feladat:

15.) Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen & szdmu golyét, ahol
¢ Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozd A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
dobéasok eredményei egyméstol és a £ valoszintliségi valtozotol fiiggetlenek. Tegyiik

fel tovabbd, hogy minden egyes dobasndl a golyé p; > 0 valésziniiséggel esik a j-ik
k
urnaba, j =1,...,k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik urndba es6 golydk szdamat. Ekkor
j=1
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az 1, J = 1,...,k, valészinliségi véltozok fiiggetlenek, és n; Poisson eloszlasi Ap;
paraméterrel, j =1,... k.

Megoldas:

L+ + 1)
P(771=l1,---,77k=lk)=P(f=ll+--'+lk)(1 QLN P

Lloogl e
At tl) ] ]
_ o kA
T Probee

Iyl k N\
_ A\ A kplll Ny -pé:ke_)\(pl—’_“.—’_pk) _ H ()\pj) j oA
5! i L;!

L1

tetszoleges [1 > 0, ..., I > 0 egész szamokra. Innen addédik az allités.
Lassuk be az el6zo feladat segitségével a kovetkezo allitast:

16.) Legyen adva & Poisson eloszldsi valdszintliségi véltozé A paraméterrel. Dobjunk
le egymastol és a & valdszintliségi valtozétdl fiiggetlentil véletleniil egyenletesen &
darab pontot az egységintervallumra, azaz tegylik fel, hogy minden pont b — a
valdszintiséggel esik valamely [a, b] C [0, 1] intervallumba. Ekkor a [0, 1] intervallum
tetszoleges felbontdsara [so, 1], [s1,S2], -+, [Sk—1, Sk| intervallumokra, 0 = s9 <
51 < .-+ < s = 1, az egyes intervallumokba esé pontok szama egymastol fliggetlen
Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozé s; — s;_1, 1 < j < k, paraméterrel.

Megoldas: Tekintsiik a kovetkezo urnamodellt. Tekintiink & szamu golydt, tehat
annyit, ahany ledobott pontot tekintettiink az el6z6 feladatban. Tegyilik az [-ik
golyét a j-ik urndba, ha a Il-ik pont az [s;_1,s;] intervallumba esett, 1 < j <
k. Akkor az eloz6 feladat eredménye alapjan az egyes urnakba eso golydk szama
egymdstdl fiiggetetlen Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozé s; —s;j—1, 1 < j <k,
paraméterrel. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

Szamitsuk ki egy & A\ paraméterti Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozo varhatéd
értékét és szérasnégyzetét.

Be=S ke C e ST AT ey
§=D hage =e Z(k—l)!_e -

|
k=1 k! k=1
EQ—OOkZAk—A—OOkk 1Ak—A OokAk—A
k=1 k=2 k=1
= —AAQi N A=A+ A
= k=2 |

és Var& = E€2 — (B€)° = A+ A2) — A2 =\
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Megjegyzem, hogy a Poisson eloszlas varhato értékére és szordsnégyzetére kapott
eredmények Osszhangban vannak azzal a ténnyel, hogy fiiggetlen Poisson eloszlasi va-
16szintiségi valtozok Osszege olyan Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozd, amelynek
paramétere az osszeadanddk paramétereinek az osszege. Ugyanis mind a varhato érték
mind a szérasnégyzet additiv fliggetlen valészinliségi valtozok Osszegzése esetén.

Feladat:

17.) Legyenek &;, j = 1,...,r, fiiggetlen Poisson eloszldsu valdszintiségi valtozok A,
1 < j <r, paraméterekkel. Mutassuk meg, hogy

™ )\f]
H r kj?
6y
s=1

T

ha Y kj =n. Azaz a &,...,§&, vektor feltételes eloszlasa feltéve, hogy > k; =n

r n!
P 51:]{?1’...75T:kr ;szn :kl'k.T!

7j=1 7j=1
a polinomidlis eloszlds n és p; = T’\—j7 1 < j <r, paraméterekkel.
>
s=1
Megoldds:

PlEr =k, 6 = k)
P(E;:1 &) :”>
_ P& =k)- - P& = k)
P(Z§:1 & :n>
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valészintiségi valtozok fiiggetlenek. Innen

Pla=k,....4=k|Y &=n]|=
j=1

T AkJ Y
: 1 e ™
P fl :kl,...,gr:]{?r ZSJ =N = N Jk_11+4..+k7q
Jj=1 As e~ A1+ 42
()
n!
T )\kg

n!
_ J
_kl'l{?r'l_‘[ r kj
Jj=1 (Z )\S>
s=1
A kovetkez6 eredmény a binomialis eloszlas Poisson kozelitésérdl szol.

Lemma binomialis eloszlas Poisson kozelitésérol. Minden n = 1,2,... szamra
tekintsink egy Sy, binomidlis eloszldst valdsziniiségi vdltozot B(n,p,) eloszldssal, azaz
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n €s p, paraméterekkel. Tegyik fel tovabbd, hogy a N\, = npp, n = 1,2,..., szdmok
teljesitik a lim X\, = X feltételt valamilyen \ > 0 szammal. Ekkor
n—oo

: Ay
lim P(S, = k)

= —e¢

minden k =0,1,2,... szamra.

Bizonyitas:

ha n — oo minden k£ =0,1,2,... szamra, mert

PLEENPY. MY An ) "
R (1‘7) e <1‘z) b

és n(n—l)-;b-lgn—k—&—l)

— 1, ha n — oo.

Az el6z6 lemma eredménye azt mondja, hogy ha tekintiink n fiiggeten, egyforma elosz-
145t fj(-n), 1 < j < n, valészinliségi valtozét, amelyekre P(rfj(.n) =0)=1- P(gj(.”) =

n
1) = A\, illetve vessziikk ezek S, = > §§n) Osszegét, akkor n — oo és nA, — A
=1
esetén az S, Osszegek eloszlasa tart a ;\ paraméterii Poisson eloszlashoz. A kovetkezd
elbadasban targyalom ennek az eredménynek egy altalanositasat, amely azt mutatja,
hogy fiiggetlen, nem negativ egész értékili valdszintiségi valtozok Osszegének az eloszlasa
nagyon altalanos feltételek mellett konvergdl egy Poisson eloszlashoz. FEzen el6adés
befejezéseként megmutatom egy feladatsor segitségével egy korabban targyalt feladat
kapcsolatat a Poisson eloszlassal, illetve az el6bb targyalt lemmaval.

Tovabbi feladatok:

1.) Tekintsiik a kovetkezo, a 4. el6adés elején targyalt példat: Egy estélyen megjelenik
n hazaspar. Egy tancmester, aki nem tudja, hogy kik hézastarsak és kik nem,
véletlen médon parba rendezi a férfiakat és noket a tanc elott. Jelolje T, az egyiitt
téu,lcolé hazasparok szamat. Mutassuk meg, hogy E(q;j) = % minden 1 < k < n
szamra.

Megoldas: Vezessiik be minden 1 < j; < jo < -+ < jr < n k hosszusagu sorozatra
a kovetkezé n(ji,. .., jr) valésziniiségi valtozét: n(j1,...,J5k) = 1, ha a ji-ik, jo-ik,
... Jr-ik hazasparok mindegyike egymassal tdncol, és n(j1,...,jx) = 0 egyébként.

Ekkor -
(kn) - Z n(jl""7jk)7

1<j1<-<gr<n
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ahonnan

1< < <jk<n
Viszont En(j1,...,Jk) = %, ahonnan E(Tl;”) = (Z’) % = %, mint allitottuk.
Tekintsiik az eloz6 feladat kovetkezd mddositott valtozatat. Egy estélyen ott van n
hazaspar minden férfi tagja. Egymas utan megjelennek a feleségek, akiket egy je-
lenlevé tancmester megtancoltat egy altala véletleniil kivalasztott férfival. Minden
férfit egyforma valdszintiséggel valaszt, és az egyes valasztasok egymastol fiiggetle-
nek. Jelolje T,, azon feleségek szamat, akik a férjiikkel tancolnak. Széamoljuk ki az

E (7];”) kifejezés varhato értékét minden 1 < k < n szamra. Mutassuk meg, hogy

li In) = L =1,2,... sz .
Jim. E( P ) 7 minden k ,2, szamra,
Megoldas: Vezessiik be minden 1 < j; < j2 < -+ < jr < n k hosszisagu sorozatra
a kovetkez6 7(j1, ..., k) valdszintiségi valtozét: 7(j1,...,Jk) = 1, ha a ji-ik, jo-
ik, ... jr-ik feleségek mindegyike a férjével tancol, és 7(j1, ..., jx) = 0 egyébként.
Ekkor B
T, . .
(k) = Z 77(]1)"'7]k)7

1< < <jr<n

ahonnan

E(j];”) = Y En(....dn)

1<j1<-<gr<n

. Innen

Viszont En(ji,...,jk) = =, ahonnan E(j;c”) =} " "("_1)'7'1',271_]*3“)
lathaté, hogy lim E(7r) = 4.

Legyen ¢ = () egy A paraméterii Poisson eloszlasu valészintiségi valtoz6. Ekkor
k
B() =31
Megoldas:
C > n\ \™ . b & 1 )\n—k )\k . > )\n—k )\k
(k nz:% B)nlt T 0 T SRk K k) K
Tekintsiik az 1.) feladatban definidlt T}, a 2.) feladatban definidlt T,, és a 3.)

feladatban bevezetett ( = (4 A = 1 paraméterii Poisson eloszlasu valdszintliségi
valtozokat. Mutassuk meg, felhasznalva az eléz6 feladatok eredményeit, hogy
lim ET* = lim ETF = EC* minden k =1,2,....

n—oo n—oo

Megoldas: Vegylik észre, hogy a E(TO") = E(j;”) = (g) = 1, ami az ott meg-
fogalmazott allitdsok megfeleloje az ‘elfajuld’ £ = 0 esetben. Tovabba E(Z) =
wEnm—1)(n—k+1) = (En* + Bk En*~' + -+ + BixEn + Boy) al-
kalmas Bj, 0 < j < k — 1 konstansokkal, amelyek értékeit explicit médon meg

lehet adni, de erre nem lesz sziikségiink. Masrészt az el6z6 feladatokbol kovetkezik,
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hogy lim E(j,;”) = F lim (7;”) = (i) minden £ = 0,1,2,... szamra, ahonnan
kovetkezik a feladat allitasa.

Megjegyzés: Az 4. eloadas ismertetésének a végén egy kiegészitésben megmutattam,
hogy hogyan lehet kiszamolni a szita formula egy altaldnositdsanak a segitségével a 4.
eloadas elején tekintett feladatban az egyiitt tancolé hazasparok szamanak az eloszlasat.
Az ott ismertetett eredménybdl az is kovetkezett, hogy ezek az eloszlasok konvergalnak
az 1 paraméterii Poisson eloszldshoz, ha a hazasparok n szama konvergdl a végtelenhez.
Az el6z6 feladatsorban megmutattuk, hogy ezen eloszldsok minden momentuma kon-
vergal az 1 paraméterii Poisson eloszlas megfelel6 momentumahoz. A valdsziniiségsza-
mitas egy altalanos, ebben az eléadassorozatban nem targyalt eredménye szerint ebbdl
kovetkezik az eloszlasok konvergenciaja is.

A feladatsorban szereplé méasodik feladat célja az eredmény hatterének jobb meg-
vildgitasa volt. Az ott tekintett feladatban az, hogy az egyes feleségek a férjiikkel
tancolnak-e fiiggetlen események voltak. Az els6 feladatban nem volt teljes fiiggetlenség
ezen események kozott, de érezhetd, hogy ez a fliggés nagyon kicsi volt. Heurisztikusan
varhaté, hogy ‘majdnem fliggetlen’ valdszintiségi valtozdk Osszegei nagyon hasonléan
viselkednek fiiggetlen valdészinliségi valtozok Osszegeihez. Az itt targyalt példa ilyen
jellegli jelenséget mutatott. Az azonban, hogy a ‘majdnem fiiggetlenség’ mit jelent
altalanos nagyon nehéz kérdés. Az ilyen problémék eldontésére nincsen univerzalis,
mindig hasznélhaté modszer.

Vegyiik észre azt is, hogy a masodik feladatban definidlt 7), valészinftiségi valtozé
B(n,p) binomialis eloszlasi valdsziniiségi valtozé volt p = % paraméterrel. A bi-
nomidlis eloszlas Poisson kozelitésérol szolo lemmabol kévetkezik, hogy az ilyen eloszlasu
valoszinliségi valtozok eloszlasai konvergalnak a Poisson eloszlashoz A = 1 paraméterrel
n — oo esetén. Azt lattuk be, hogy az ezektdl kissé kiilonbozo, de veliik sok ha-
sonlosagot mutatd, az els6 feladatban szerepld T;, valdszintliségi véaltozoknak ugyanaz a
hatareloszlasa, (és momentumainak hatarértéke), ha n — oc.
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