A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat 6todik eléadasa.
2007. mdrcius 6.

A varhaté érték tulajdonsiagainak bizonyitdsaban nagyon hasznos az aldbbi segédtétel,
amely megegyezik a Fazekas konyvben szerepl6 2.6 Allitassal a 61. oldalon.

Segédtétel. Legyen & egy diszkrét eloszlasi valdsziniiségi vdltozo egy (2, A, P) wva-

loszintiségi mezon, amely valamilyen xq1,xo,..., értékeket vesz fel, és leqgyen By =
{w: &(w) =z}, kB = 1,2,..., a & valdszintségi vdltozo értékei dltal meghatdrozottt
teljes eseményrendszer. Legyen Cj, 7 = 1,2,..., egy ennél finomabb teljes esemény-

rendszer, azaz tegyik fel, hogy a C; € A halmazok diszjunktak, |J C; =, és minden

j=1

C; halmazhoz tartozik olyan By halmaz, amelyre C; C By. Ha C; C By, akkor ren-

deljiik hozzd a C; halmazhoz az y; = xp, szdmot. A Y x, P(By) és ) y; P(C;) dsszegek
k=1 j=1

egyszerre abszolut konvergensek, és ha ezek az 0sszegek abszolut konvergensek, akkor

EE =) axP(Bi) = Y _y; P(Cy).
k=1 j=1

Kissé nagyvonaltian és pongyolan fogalmazva a Segédtételt a kovetkez6 modon is
interpretalhatjuk. Az E¢ varhaté értéket defindlé B = > v P(By), Br = {w: £(w) =
x} Osszegben a Bj halmazt fel lehet osztani kis C; darabokra (a kicsiség itt azt
jelenti, hogy mindegyik C); halmaznak kicsi a valészinlisége), és a varhaté értéket
E¢ = ) y;P(C;) alakban is felirhatjuk, ahol y; a £(w) fiiggvény értéke a C; halma-
zon. A véarhat6 érték ilyen felirdsa emlékeztet az integralok definiciéjaban szerepld
integralkozelito osszegekre.

Valéjaban itt sokkal t6bbrél van sz, mint puszta formalis analdgidrél. A mér-
tékelméletben bevezették az tgynevezett Lebesgue integral fogalmat, ami altaldanosabb,
mint a Riemann integral. A varhaté érték, amir6l beszéliink, a &(w) valésziniiségi val-
tozénak, azaz az (2, A, P) téren definiadlt (mérhetd) fiiggvénynek a Lebesgue integralja
a P mérték szerint. Erre a tényre a késébbiekben nem lesz sziikségiink, de sok meggon-
dolas hatterében ennek ismerete rejtozik. fgy példaul a varhatéd érték additivitasa az
integral additivitasanak az atfogalmazasa. Bar itt nem foglalkozunk a Lebesgue integral
fogalmanak kidolgozasaval, mert erre nincs sziikségiink, valdjaban az ehhez sziikséges
munka jelentés részét megtessziik. Diszkrét eloszlast valdszintiségi valtozdk varhatéd
érték definicidjanak bevezetésével az egyszerli (elemi) fliggvények Lebesgue integraljat
definidljuk, és a varhato érték tulajdonsagainak a bizonyitasaval a Lebesgue integral
legfontosabb tulajdonsagait bizonyitjuk.

A Segédtétel bizonyitdsa: Eloszor azt mutatjuk meg, hogy a > x,P(By) és > y; P(Cj)
k=1 j=1

osszegek egyszerre abszolut konvergensek.



o0

Ha a ) x,P(By) 0sszeg abszolut konvergens, akkor létezik olyan L < oo szém,

k=1
amelyre Y |xg|P(By) = L, és ezért minden N indexre
k=1
N 0
D 1ylP(C)) <Y law| P(By) = L.
j=1 k=1

Innen kovetkezik, hogy Z ly;|P(C;) < L, azaz a Z y; P(C;) 0sszeg is abszolut kon-

7j=1 7j=1
vergens.

Ha a > y;P(C;) 6sszeg abszolut konvergens, akkor Z ly;|P(C;) < L < oo alkal-
j=1 j=1
mas L szdmmal, ahonnan tetszoleges N indexre

oo

N
> |k P(By) = Z Z ly,;|P(C Zyjuﬂ ) < L < oo,
k=1

kl]CCBk j=1

oo
és ezért a Y x P(By) Osszeg is abszolut konvergens. Ezzel belattuk, hogy a két tekin-
k=1
tett Osszeg egyszerre abszolut konvergens.
Ha a fenti sorok abszolut konvergensek akkor minden € > 0 szamhoz létezik olyan
N = N(e) index, hogy
> |ak|P(By) <e. (A1)
k=N

Ekkor

YD) lylpc) <. (A2)

k=N j: C;CBs

Legyen U, = {j: C; C By} minden k = 1,2,... szamra. Ekkor minden Uj halmaznak
van olyan véges Vi, = Vi () C Uy részhalmaza, amelyre

| Y P(Cy) <e27F

JEUK\V
Ezért minden k£ = 1,2,... indexre
Y yP(CH— > PGy < Y lylP(C)) <e27h (B1)
j: jEVA j: C;CByg JEUR\ Vi
és
> yP(Cy) —xP(B)| < > |yl P(Cy) <e27F, (B2)
J: JE€Vk JEUK\ Vi



A (B1) egyenl6tlenségeket 6sszegezve k < N — 1-re és felhasznédlva az (Al) egyenlétlen-
séget valamint a haromszog egyenlotlenséget, azt kapjuk, hogy

oo N—-1
S yPC) = )Yy P(Cy) <Z > 1yl P(C +Z > ylPC) < 2e.
7j=1 k=1 j€V k=N jeV; k=1 jeUr\Vk

(C1)

Hasonléan, a (B2) egyenl6tlenség Osszegezésébdl k > N — 1-re és az (A2) reldciébol
kovetkezik, hogy

o) N-—1
> wxP(Br)— Y Y yP(C Z |z | P(By) + Z > lyilP(C)) < 2.
k=1 k=1 jeVi k=1 jeUk\Vi

A (C1) és (C2) egyenl6tlenségeket dsszehasonlitva kapjuk, hogy

k=1

STy P(Cy) = Y akP(By)| < 4e.

Mivel ez az allitds minden £ > 0 szamra érvényes, innen kovetkezik a Segédtétel allitasa.

A wvdrhaté érték additivitdsdt kifejezd E(§1 + §2) = E&1 + B2 azonossdg bizonyitdsa.
Az & és & valdszinliségi valtozok vegyék fel az xq,xo,... értékeket. Vezessiik be a
C(j,k) = {w: &(w) = zj,6(w) = o}, j,k = 1,2,..., eseményeket. A Segédtételt
alkalmazva a B(k) = {w: & (w) = ) és az elébb bevezetett C(j, k) halmazokkal

kapjuk, hogy
E¢ = ZijP C(j,k
j=1k=1

Hasonléan a Segédtétel alkalmazésa a B(k) = {w: &(w) = x1) és a C(j, k) halmazokkal

azt adja, hogy
PG =YY mp(C
j=1k=1

E két azonossagot Gsszeadva, kapjuk, hogy
E&+EB& =) > (x;+21) P(C(, k).
j=1k=1
Masrészt, ismét a Segédtétel alapjan (a B(j,k) = {w: & (w) + &(w) = x; + zx)} és
C(4, k) halmazokkal) érvényes az
51 +£2 ZZ ZL’] —|—$]€ (jvk))

J=1k=1
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reldcié is. Ezekbdl az 6sszefliggésekb6l kovetkezik az E&; + E€s = E(& +£2) azonossag.

Egy & valészin(iségi véltozé valamilyen g(&) fliggvényének Eg(§) varhat6 értékét
kiszamolhatnank a véarhaté érték eredeti definiciéjanak a felhasznalasaval ugy, hogy
el6szor kiszamoljuk a g(§) valdsziniiségi valtozo eloszlasat. De sokszor egyszer(ibb a
varhaté érték kiszamolasat az alabbi egyszeri tétel segitségével végezni.

Tétel diszkrét eloszlasi valészintiiségi valtozo fiiggvényének a varhaté értéké-

rol. Legyen & diszkrét eloszldsi valosziniségi valtozo, amely bizonyos x1,xo, ... értéket
vesz fel, és legyen g(x) az X = {x1,x2,...} halmazon definidlt valos értéki figguény.
Ekkor

Eg(€) = > _ 9(w;)P(§ = @),

o0
feltéve, hogy a > g(x;)P(§ = x;) dsszeg abszolut konvergens.
j=1

Bizonyitds: Vezessiik be a C; = {w: {(w) = z;} halmazokat és y; = g(x;) szdmokat,
j =1,2,.... Ekkor alkalmazva a Segédtételt a By = {w: g({(w)) = z1} és a fenti C;
halmazokkal az n = g(&§) valészintiségi véltozéra megkapjuk a Tétel allitasat.

A kovetkezo6 eredmény fliggetlen valdszintiségi valtozdk szorzatdanak a varhato értékérol
sz0l.

Tétel fiiggetlen valdszintliségi valtozok szorzatardl. Legyenek &1,&o,...,&, fig-
getlen, diszkrét eloszldsi valdszintségi valtozok, amelyek mindegyikére létezik az EE;,
1 < j < n wvdrhato érték. Ekkor az E{1€s --- &, vdrhato érték is létezik, és

E&i& - &n = EGLE S - Ep.

Megjegyés: A fent megfogalmazott eredmény rendkiviil fontos tulajdonsaga a figgetlen
valoszinliségi valtozdknak.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a &1,...,&, valdszinliségi valtozok 1, xs,..., értékeket
vesznek fel. Ekkor

E& - Béy =Y wj P& =) > P& = x;,)

Ji=1 Jn=1
oo oo
:Z.ijlnxjnp(g]-:x,]l).P(gn:x.]'n)
o0 oo
— Z Z %ll‘gnp(fl =Zj, - 7€n:xjn)7
Ji=1 jn=1



a §;, 1 < j < n valészinliségi valtozok fliggetlensége miatt, valamint azért mert a fenti
sorok mindegyike abszolut konvergens. (Ugyanis abszolut konvergens sorok szorzata
is abszolut konvergens.) Viszont a Segédtétel alapjan a fenti azonossag jobboldaldn
szerepl6 kifejezés F&1&s - - - &, ezért

E&1&a - &n = EGE - En.

A fenti eredmények alkalmazasaként megoldjuk a kovetkezo feladatot.
Feladat:

Egy szabélyos dobdkockat feldobunk tizszer. Szamoljuk ki a dobdsosszeg harmadik
hatvanyanak a varhaté értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdszinliségi valtozdkat: &;(w) = k, ha a

3
10

J-ik dobés eredménye k, 1 < j < 10, 1 < k < 6. Ekkor az E <Z éj(w)>
j=1

3

10
varhat6 értéket kell kiszamitanunk. Ennek érdekében tekintsitk a | > &;(w)
j=1

kifejezést és értsitk meg milyen tagokat kapunk, ha elvégezziik a beszorzasokat.
Egyrészt megjelenik 10 darab &7 alaki kifejezés, és E¢} = E&} minden ilyen
tagra. Ezenkivill megjelenik 3 - 10 - 9 darab 532.&;, j # k, alaku kifejezés, mert a
lehetséges (j, k) parokat 10 - 9 médon valaszthatjuk ki, és a k (a négyzetre nem
emelt tényez6) hdrom helyen szerepelhet a szorzatban. (Tehat példdul a &;&3
alaku tagnak 3 lesz az egyiitthatdja a szorzatban.) Tovabba minden ilyen tagra
Ef?-{k = E§J2E§k = FE¢2EE,. Tovabbé, hasonlé meggondolasok alapjan lathatjk,
hogy 10 -9 - 8 mddon jelenhet meg ;1€ alaku tag, ahol a j, k és | indexek mind
kiilonbozoek, és ezekre EE;Ep& = (E§1)3. Valdban, a ;i alakd alakd tagok
Osszeszamlalasanal vegytik észre, hogy 1 < 7 < k <[ < 10 alaku szamharmasokat
(') féleképp vélaszthatunk, a &; tényezd a szorzatban 3-féleképp jelenhet meg, a
szorzat els6, masodik vagy harmadik tagjaban, a & tényez6 ezutan 2-féleképp, a &;
tényezo pedig egyféleképp valaszthato. Masfajta tag nem jelenikmeg a szorzatban.

3
10
Innen a varhaté érték additivitasat kihasznélva azt kapjuk, hogy E (Z &; (w)) =
i=1

10EE3 + 2T0E& E(€2) + 720 (B&)? = 735 + 14332.5 + 30870 = 45937.5, mert
91

B¢, = 3.5, B€? = 9 és BES = 73.5.



A szorasnégyzet fogalma.

Az (egyeldre csak diszkrét eloszlasu valdszintliségi valtozok esetében definidlt) varhaté
érték azt méri, hogy valdszintliségi valtozok koriilbeliil mekkora értéket vesznek fel.
Mérni akarjuk azt is, hogy mekkora a valdszintiségi valtozé ingadozéasa a varhaté értéke
koriil. Ennek érdekében vezették be a szérdsnégyzet (angolul variance) fogalmat. Is-
mertetem ennek definicigjat.

A szérasnégyzet definiciéja: Legyen & olyan valdsziniségi viltozd, amelyre EE? <
00. Ekkor a & valdsziniségi vdltozo szordsnégyzetét a

Varé = E (6 — B¢)*

képlet definidlja. Ha FEE? = oo akkor a Var szdrdsnégyzetet nem definidljuk vagy azt
mondjuk, hogy Var £ = oo.

Lemma a szdérasnégyzet kiszamolasarol.
Var ¢ = E¢? — (E¢)?.

Tovabba, (E¢)* < EE2.

Bizonyitds:

0<Var{ =E(E—E)*=E (52 — 28BS + (Eé*)z)
= E€2 — 2EEEE + (B€)? = BE? — (B¢)?

a vérhaté érték tulajdonsigai miatt. Osszehasonlitva a bal és jobboldalt kapjuk a
megfogalmazott egyenlotlenséget.

1. megjeqyzés. Ha precizek vagyunk, akkor felmeriilhet a kérdés, hogy teljesen ki-
fogastalan-e a fenti bizonyitds. Az okozhat problémat, hogy egy valdszinliségi valtozo
varhaté értéket csak akkor definidltuk ha a definialé 6sszeg abszolut konvergens. Ezt
viszont csak az E&? kifejezést definidlé dsszegrél tettiik fel. Ugyanakkor az E¢ varhaté
értékkel is szabadon szamoltunk. Nem okoz-e ez gondot?

Az, hogy a fenti szamolas jogos, példaul a kovetkezé modon lathatéd. Vegyen fel
a & valészinliségi valtozd xq,x9,... értékeket, és definialjuk a & valdsziniiségi valtozo
&, kozelitéseit, n = 1,2,..., a kovetkez6 médon: &,(w) = &(w), ha {(w) = xk,
1 <k <n, &(w) =0, ha {(w) = zk, és k > n. Ekkor a &,(w) illetve ennek ab-
szolut értékével a |, (w)| valdszinliségi véltozokkal szabadon végrehajthatjuk a fenti
szdmoldsokat. Innen kovetkezik, hogy (E|&,(w)])* < E€2(w) < E€2(w). Innen viszont
n — oo hatdratmenettel kapjuk, hogy (E|¢])? = nh—>Holo (Bl (w)))? < BE2(w). Ez azt

jelenti, hogy az E¢ varhato értéket meghatarozo osszeg is abszolut konvergens, és a fenti
szamolasokat elvégezhetjiik.



2. megjegyzés. A szorasnégyzet egy viszonylag egyszerti mérszama a valdszinliségi
valtozo ingadozasanak annak varhaté értékétol. Az, hogy valéban ez az ingadozas
legjobb méroszama késobb ismertetendd eredményekbol kovetkezik.

Feladat:

2.) Minden m valds szamra
E(§ —m)* = E(¢ — B¢ + ((E¢) —m)*.

Kovetkezésképpen
Var{ = inf  E[(€—m)?].

—oo<m< oo

Megoldas:

E(¢ —m)? = E[(€ — E€) + (B¢ —m)]?
= E(¢ — B€)? — 2B(6 — m)E(§ — E€) + (B(§ —m))?
— B(¢ — EE)? + (BE) —m)?,

mert 2E(§ — m)E(§ — E§) = 2E(§ — m)(E{ — EE) = 0. Ebb6l az azonossagbdl
adédik, hogy E(§ —m)? > E(§ — E£)? minden m valds széamra. Viszont m = E¢
esetén az egyenlotlenség két oldala megegyezik.

Lemma. Minden a és b valds szamra

Var (a€ + b) = a*Var .

Bizonyitas:

Var (af + b) = E [(a€ + b) — E(a +b)]* = E[(a& + b) — aEBE — b]?
= E [a*(¢ — BE€)®] = a*E(§ — E)? = a®Var&.

A kovetkez6 eredmény rendkiviil hasznos 6sszefiiggést ad, ha fiiggetlen valszintiségi
valtozok Osszegének szorasnégyzetét akarjuk kiszamitani. Hangsilyozom, hogy ebben
az eredményben fontos a tekintett valdsziniiségi valtozdk fliggetlensége. Késébb megfo-
galmazom ennek az eredménynek egy olyan altalanositasat, amely akkor is érvényes, ha
az Osszeadandok nem feltétleniil fliggetlenek. Latni fogunk olyan példakat is, amelyek
megoldasaban ezt az dltalanosabb eredményt érdemes alkalmazni.

Tétel. Ha &1,&., ..., &, figgetlen valdsziniiségi vdltozok, akkor
Var (§ + &+ -+ +&,) = Var&y + Var§ + - - - + Var &,.

7



Kovetkezmény. Ha &1,&, ..., &, fliggetlen valdsziniiséqgi vdltozok, c1,ca, ..., cy valds
szdmok, akkor

Var (c1&1 + c2€a + - - + &) = C%Val"fl + c%Var o+ -+ ciVar &n-

A Teétel bizonyitdsa. Vezessik be a Ej = §; — E¢; valoszintiségi valtozokat. Ekkor

Var (6 + &+ -+ &) = E(& +§2+..~+§n)2

n—1 n
—E(&+&+-+8+2) > &&
=1 k=j+1
B 7 B n—1 n o
=BG+ EG+  +EG+2) ) B,
i=1 k=j+1
ZEE%—}—EQ—}—---—!—E&%:Var£1+Var§2—|—---—|—Varfn,

mert Egjé_“k = Eijgk = 0 minden 1 < j < k < n szdmra a &; illetve a fj, 1 <j<n,
valoszinliségi valtozdok fliggetlensége miatt.

3.)

Feladat:

Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk 100-szor egymas utan. Szamoljuk ki a fej-
dobéasok szamanak a varhaté értékét és szérasnégyzetét. Szamitsuk ki ezt egyrészt
direkt médon felirva és kiszamolva a varhato értéket és szérasnégyzetet kifejezo
osszegeket, masrészt egyszeriibben az el6zo tétel segitségével.

Megoldds: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszintisége, hogy k
fejdobas kovetkezik be, 0 < k < 100, pr = (3°)2719. Ezért a dobdsok szaménak

100
varhaté értéke B¢ = Y k('))2719, ahol ¢ jeléli a fejdobdsok szémét megadd
k=0

100
valészintiségi valtozét. Tovabba EE?2 = kz—:o k? (120)2*100, a szérasnégyzet pedig
Var¢ = BE? — (E§)2. Ezeket az Osszegeket kozvetleniil kiszamithatjuk. Valéban,
100 - 99 - 99
) = 100, Be = 52 K()2710 50 5 k()2 =50 (34 5)" = 50

Tovabba, k2 (') = [k(k—1)+k](*%°) = 100-99- (,*%,)+100- (12°), B&2 = 2-100.10p.

98 99
99 > () +2710.100- 3 (%) =271 (10099 - (1 +1)* + 100 - (1 4+ 1)%) =
k=0 k=0

9599 + 50, Var ¢ = E€2 — (E€?) = 25.

Valéjaban a vizsgalt varhato értéket és szérasnégyzetet egyszeriibben is kiszamit-
hatjuk. Vezessiik be a &;(w) valdszintiségi valtozdkat, £;(w) = 1, ha a j-ik dobas
eredménye fej £;(w) = 0, ha a j-ik dobéds eredménye iras, 1 < j < 100. Ekkor a

8



100 100
), B¢ = Z E¢;, Varé = 3. Varé;. Mivel E¢; =
. P

100
fejdobédsok szdma &(w) = Z j(w
g < 100, ezert E§ = 2100 = 50, Var{ = 1100 = 25.

%, Efj = % Var§; = i

4.) Egy szabélyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymads utédn. Szamoljuk ki a dobés-
eredmények Osszegének varhatd értékét és szérasnégyzetét.

Megoldds: Legyenek n1,. .., m00 fiiggetlen valészintiségi véltozok, amelyekre P(n; =
k) = 11 < 7 < 100, 1 < k < 6. Ekkor a kiszamitandé varhato érték és

6
100 100 100 100

szérasnégyzet E > n; = Z Enj, Var > n; = > Varn;. (A madsodik reldcié
J=1 J=1 J=1 J=1

felhasznélja a tekintett valészintiségi valtozok fliggetlenségét.) En; = L1+2+3+

4+5+?5£ 3.5, En? = :(1+4+9+ 16+ 25+ 36) = &, Varn; = %, E¢ = 350,
Val"§ = 13 -
5.) Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymés utdn. Tekintsiik a paros

értékli dobasok eredményeinek az Osszegét, és szamitsuk ki ennek varhatd értékét
és szérasnégyzetét.

o

Megoldds: Vezessilkk be a kovetkezd £;, 1 < j < 100 valdszinfiségi valtozdkat:
§; = 2, ha a j-ik dobas eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobds eredménye 4, §; = 6,
ha a j-ik dobds eredménye 6, és & = 0, ha a j-ik dobéds eredménye 1, 3 vagy

100

5. Ekkor a S = ) & valdszintiségi valtozd varhatd értékét és szorasnégyzetét
j=1

akarjuk kiszdmolni. FE¢; = %(2 +446) = 2 Efz = 1(22 + 42 + 6%) = 2387

Var§; = Esz- — (Efj)2 = 16 ahonnan a §; valdszintiségi valtozok fliggetlensége

miatt £S = 100E¢; = 200, VarS = 100Var&; = 163&.

Megfogalmazom az el6z6 tétel egy olyan altalanositasat, amely lehetové teszi, hogy
kiszamoljuk nem feltétleniil fiiggetlen valdszintiségi valtozdk Osszegének a szérasnégy-
zetét. Ennek érdekében elGszor bevezetek egy 1j fogalmat, két valdszintiségi valtozo
kovarianciafliggvényét. Ez azt méri hogy milyen eros a kapcsolat két valdszintliségi
valtozo kozott.

A kovarianciafiiggvény definicidja. Legyen & és n két valosziniiségi valtozo, amelyek

mindegyikének létezik szdrdsnégyzete, azaz EE? < oo és En? < oo. FEkkor a & ésn
valdsziniségi vdltozok kovarianciafiggvényét Cov (&,m)-t a

Cov (§,n) = E[(§ — E§)(n — En)]

kifejezés definidlja. Ha a EE? < oo és En? < oo feltételek valamelyike nem teljestil,
akkor nem definidljuk a Cov (&,n) kovarianciafiiggvényt.

_ 2 _ 2

Megjegyzés: |(€ — E€)||(n— Bn)| < B2 4 =Eal” ahonnan B|(€ — E€)||(n — En)| <

E|l¢—E¢|? +E|?7—E77|2
2

< o0o. Innen kévetkezik, hogy az E¢? < 0o és En? < oo feltételek
teljesiilése esetén a Cov (£, n)-t definidlé varhaté érték valoban létezik.

9



Korrelalatlan valdszintiségi valtozok definicidja. Azt mondjuk, hogy két & és n
valészintiségi valtozo korreldlatlan, ha Cov (€,m) = 0.

Lemma.

Cov (§,n) = E¢n — ESEN.

Kovetkezmény. Ha & és n két fiiggetlen valdsziniiségi vdltozo, akkor Cov (&,m) = 0,
azaz e két valdsziniiséqgi vdltozo korreldlatlan.

A lemma bizonyitdsa.

Cov (§,m) = E[§n—nE{—E{En+ ESEn| = E{n— E{En— EEEn+ E{En = E{n— EEE.

Most megfogalmazom az alabbi eredményt valdszinliségi valtozék oOsszegének a
szorasnégyzetérol:

Tétel. Ha &4, ...,&, valosziniségi valtozok ugyanazon a valdsziniségi mezén, amelyek
mindegyikének létezik szorasnégyzete, akkor

Var | Y & | =D Varg+2 > (BEé — B EG)
j=1

j=1 1<j<k<n

=) Varg+2 > Cov (&, &)
j=1

1<j<k<n

= Varg+ Y. Cov(g,&).
j=1

1<j,k<n, j#k

Bizonyitds.
n n 2 n 2 m n m n
Var Z§j =F ( & | — Eij =K Z §i&k | — Z E&; EE),
j=1 j=1 j=1 j=1k=1 j=1k=1
=D D> EGa | - [ D] ZE@E@)
j=1k=1 j=1k=1
= (B - (Bg)?) +2 (E€;&x — BEEE).
j=1 1<j<k<n

és BES — (E¢;)* = Vargy, BE;&y — EEEE, = Cov (&, k).
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Megmutatom, hogy a fenti eredmény segitségével viszonylag egyszertien ki tudjuk

szamolni bizonyos valdsziniiségi valtozok oOsszegének a szérasnégyzetét. Erre mutat
példat a kovetkezo két feladat.

6.)

Feladatok:

Legyen egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golyét vissza-
tevés nélkiil. Szamoljuk ki a kihtzott piros golyok szaménak varhatéd értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessikk be a kovetkezd &;, 1 < j < 20, valdszinliségi valtozdkat:

¢j(w) =1, ha a j-ik hizéds eredménye piros, £;(w) = 0, ha a j-ik hizas eredménye
20

fehér. Ekkor a £ = ) &; Osszeg varhaté értékét és szérasnégyzetét kell kiszamol-
j=1

nunk. Tovdbbd E¢; = B¢ = 2, Var{; = Var& = 2 — ot = 5 E¢6, — B EG, =

E&&—FE&E G =28 — 2 = — -5 haj # k. Innen a 20 dobdsban kihizott pif:is

golyok szamanak varhato értéke 20- £ = 8 és szérasnégyzete 20- % —380- %25 = o -
Feldobunk egy szabalyos pénzérmét 100-szor egymas utan. Tekintsiik az egymést
kovetd fej-fej dobassorozatok szamdt, és szamitsuk ki ennek varhato értékét és

szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd 5, 1 < j < 99, valészinliségi valtozokat: &; = 1,

ha a j-ik és j + 1-ik dobdsok mindegyikének eredménye fej, £; = 0 egyébként.
99

Vegyiik észre, hogy minket az S = ) §; valdsziniiségi valtozé véarhatd értéke
j=1

99 )

érdekel. Ezért ES = E ‘21 E¢ | = 2, mivel E¢; = ;. (Erdemes megjegyezni,
]:

hogy az ebben a feladatban tekintett {; valészinliségi valtozék nem fiiggetlenek, de

a fliggetlenségre nincs sziikség a vérhato érték additivitdsahaz.)

A szorasnégyzet kiszamitdsaban viszont figyelembe kell venniink azt, hogy nem
csupa fiiggetlen valdszintiségi valtozd Osszegét vizsgaljuk. Haszndljuk a szorasnégy-
zet kiszamolasandl a kovetkezo formulét.

99
VarS=Var [ > & | = Varg;+2 > Cov (g, &)

j=1 j=1 1<j<k<99

Tovabba Cov (§;,&,) = 0, ha k > j+2, mert ebben az esetben §; és &, fiiggetlenek,

)
és Cov (&,&41) = % — 1—16 = % minden 1 < j < 98 szamra. Ugyanis F{;&j41 = %,

mivel ;€41 = 1, ha a j-ik, j + 1-ik és j + 2-ik dobdsok mindegyike fej, aminek

val6szintlisége %, és ;€41 = 0 egyébként. Tovabba E§;FE{j11 = 1—16. Ezenkiviil
Varg; = 3 — 1= = . Innen Var§ =99 2 +2- 2 = 4%3’.
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Fiiggetlen valdszintiségi valtozok. A konvolucié és generatorfiiggvény.

A kovetkezo el6adasban a legfontosabb diszkrét eloszlasokrdl és azok tulajdonsagairdl
fogok beszélni. Ki fogom szamolni ezen valdszintiségi valtozok varhato értékét és széras-
négyzetét, és adott eloszlasu fliggetlen valdszintiségi valtozok Osszegének az eloszlasat.
A kérdések egyszerlibb targyalasa érdekében bevezetek néhany fogalmat, és felidézek
néhany eredményt az analizisbol. Eloszor eloszlasok konvolucidjat majd generatorfiigg-
vényét definidlom, és targyalom azt, hogy ezek a fogalmak milyen kapcsolatban vannak
a minket érdekl6 problémékkal.

Az els6 vizsgalando kérdés az, hogy hogyan lehet kiszamolni figgetlen, diszkrét
eloszlasu valdszinliségi valtozok oOsszegének az eloszlasat. Ennek kapcsan bevezetem
diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozok eloszlasainak a konvolucidjat, és teszek néhany
megjegyzést.

Legyen & és n két fiiggetlen, diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozé, amelyek vala-
milyen x1, xo, ... értékeket vesznek fel. Ekkor ezek Gsszege, a £ +n valdszinliségi valtozd
szintén diszkrét, és eloszlasat ki tudjuk szamolni a kévetkezé mddon:

P+n=a)= Y  Pl=zpn=z)= Y  PE=z;)Pn=ux)

(zj,2k): zj+ar=0 (zj,2k): zj+ar=c

Ez a képlet egyszertisodik abban a fontos specidlis esetben, ha a fliggetlen & és n
valészintiségi valtozok csak egész értékeket vesznek fel, és még egyszeriibb akkor, ha
csak nem negativ egész értékeket vesznek fel. Azt az eredményt, amelyet ebben a
specidlis esetben kapunk, megfogalmazom tétel forméjaban is.

Tétel. Legyen & és n két fiiggetlen, egész értékeket felvevd valdsziniiségi vdltozo. Ekkor
a & + 1 valoszinidségi valtozo is csak egész értékeket vesz fel, és

P+n=n)= > PE=kPn=n—k), n=0+1+2 ...

k=—00

Ez a formula tovdbb egyszerisodik, ha a fiiggetlen & és n valdsziniségi vdltozok csak nem
negativ egész értékeket vesznek fel. Ekkor

n

P(+n=n)=)» PE=kPn=n—Fk), han>0,
k=0

P+n=n)=0, han<DO.

Bizonyitds: A tétel els6 képlete azonnal addédik a tétel el6tt targyalt dltalanos esetbol ab-
ban az esetben, ha a valdszintiségi valtozdk x1, o, ... értékei egész szamok. A masodik
képlet az els6 képlet kovetkezménye, ha észrevessziik, hogy elég csak azon (k,n — k)
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parokra Osszegezni, amelyekre P({ = k)P(n = n — k) # 0. Ez azt jelenti, hogy abban
az esetben, ha £ és 1 nem negativ egész értékeket vesznek fel, akkor az Osszegezéshol
kihagyhatjuk azokat a tagokat, amelyekre &k < 0 vagy n — k < 0, azaz k > n.

A fenti eredmény miatt érdemes bevezetni a kovetkezo definiciét.
Diszkrét, egész értékiu eloszlasasok konvolucidjanak a definicidja. Legyen
P={pk: k=0,£1,2£2,...} és Q={q: k=0,£1,+2,...}

két az egész szamokon értelmezett diszkrét eloszds, azaz tegyiik fel, hogy pr, > 0, qi > 0,

k=0,+1,£2,..., > pr =16 > qr = 1. Ekkor a P és Q eloszlasok kon-
k=—oc0 k=—oc0
volucidja, az a R =P Q= {r,: n=0,£1,£2,...} eloszlds, amelyre

Pn= > Pln—k, n=0,%£1£2 ..

k=—o00

Abban a specidlis esetben, ha pr = 0 és q. = 0 minden k < 0 szamra, az r, = 0
azonossdag érvényes minden n < 0 indexre, és

n
T’n:Zpkqnfk, n=0,1,2,....
k=0
A generdtor figgvények fogalma.

Erdemes a kovetkezd észrevételt tenni. Legyen f(z) és g(z) két fiiggvény, amelyek
hatvanysorba fejthetéek, azaz,

f@) =S aa®, ga) = buat,
k=0 k=0

ha —A < x < A valamilyen A > 0 szdmmal. Ekkor az f(z)g(x) szorzat is sorba fejthetd,
azaz

f(z)g(z) = cna™

(ugyanabban a —A < z < A intervallumban), és

n
Cp = E arbn—.
k=0

Vegyiik észre, hogy a fenti hatvanysorokban szereplé ay, by és ¢, egyltthatok kozott
hasonlo relacié érvényes mint ami a nem negativ egész értéket felvevo eloszlasok konvo-
luciéjanak a definicigjaban szerepelt. Ezenkiviil érdemes ismerni a kovetkezd analizisben
bizonyitott eredményeket.
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oo
a.) Ha az f(z) fiiggvény hatvanysorba fejthetd, azaz f(x) = Y apz’ valamilyen
k=0
—A <z < A intervallumon, A > 0, akkor az f(x) fiiggvény értékei a —A <x < A
intervallumon meghatarozzak az a, egyitthatokat. (SOt, azok explicit médon

_ d"f(z)

kiszamithatéak az nla, = == képlet segitségével.)
0

b.) Ha f,(x), n = 1,2,..., figgvényeknek egy olyan sorozata, amelyek mindegyike
eléallithatd fr,(x) = 3. ainz" hatvanysor alakban valamilyen —A < z < A, A >

k=0
0 intervallumon, ahol az A > 0 szam nem fiigg az n indext6l, tovabba létezik

az f(x) = lim f,(x) hatdrérték minden —A < x < A szdmra, akkor az f(z)

oo

hatarfiiggvény is hatvanysorba fejthetd f(z) = 3 apz® alakban a —A <z < A
k=0

intervallumon. Tovabbé aj = lim aj, minden k =0,1,2,... egytitthatora.

n—oo
Késébb latni fogjuk, hogy a hatvanysorok fent emlitett tulajdonsagai j6l hasznalha-
téak bizonyos valdszinliségi vizsgalatokban. Ugyanis egy nem-negativ egész értékékeket
felvevd & valdszintiségi valtozé pr = P(§ = k), k = 0,1,2,..., eloszldasdhoz hozzaren-
oo
delhetjiik az f(z) = Y. pray fiiggvényt, amelyet ezen eloszlas generatorfiiggvényének

k=0
neveznek. Megfogalmazom e fogalom definiciéjat pontosabban is.

Diszkrét, nem negativ egész értékii eloszlas generatorfiiggvényének a defini-

ciéja: Legyen adva eqy P = {po,p1,p2, ...} eloszlds a nem-negativ egész szamokon, azaz
o

olyan szamsorozat, amelyenk tagjaira pr, > 0 minden 0 < k < oo szdmra, és Y pp =
k=1

1. (Az elnevezés oka az, hogy létezik olyan & mem-negativ egész értéki valdsziniiségi

vdltozo, amelyre P(§ = k) = px, minden k = 0,1,2,... szdmra.) Ennek az eloszlasnak

a generdtorfiggvénye az

F(x) = Z pra”
k=0

fligguény.

A fent mondottak alapjan nemcsak az igaz, hogy egy P eloszlas meghatarozza
F(x) generédtorfiiggvényét, hanem megforditva az F'(x) generatorfiiggvény segitségével
ki lehet szamolni azt az eloszlast, amelynek ez a generatorfiiggvénye, mivel

dF*(x)

k )
dx =0

k!pk: k::0,1,2,....

Egy eloszlas generatorfiiggvénye mindig konvergens a —1 < z < 1 intervallumban. Ha
egy P eloszlas generatorfliggvénye F(x) egy Q eloszlds generatorfiiggvénye G(x), akkor
P * Q konvoluciéjuk generatorfiiggvénye az F(x)G(x) figgvény. Tovabba, eloszldsok
generatorfiiggvényeinek konvergenciajabél maguknak az eloszlasoknak a konvergencia-
jara is kovetkeztetni tudunk. Részletesebben kifejtve a kovetkezoérdl van szé.
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Legyen adva minden n = 1,2,... szamra egy ppx, k = 0,1,2,..., eloszlds a nem

[o.@]
negativ egész szamokon, azaz teljesiiljenek a p, , > 0 és > p,x = 1 tulajdonsiagok.

k=0
00

Feleltessiik meg ezeknek az eloszlasoknak az F,(x) = Pk generatorfiiggvényeket
k=0

(hatvénysorokat). Ha az F),(z) generdtorfiiggvények pontonként konvergélnak egy F'(x)

fiiggvényhez valamely —A < z < A, 0 < A < 1 intervallumban, akkor ez az F(x)

[o.@]

fiiggvény felirhaté F(x) = Y. prpa®, —1 < x < 1, hatvanysor alakban, és lim p, = py
k=0 n— oo

minden k£ =0,1,2,... szamra.

A fenti eredmény hasznos moddszert biztosit annak ellenérzésére, hogy bizonyos
eloszlasok konvergalnak-e. Megjegyzem, hogy a megfogalmazott eredményben nem alli-

tottam, hogy a pj hatérértékek teljesitik a >  pr = 1 azonossagot, azaz val6szintiségi

k=0
eloszlast hataroznak meg. A legtobb konkrét feladatban ez a tulajdonsdg teljestl, de
azt kiilon ellendrizni kell. Az eredmény bizonyitasat, amelyben érdemes felhaszndalni
bizonyos komplex fiiggvénytani eredményeket elhagyom.

A fent megfogalmazott eredmények lehetévé teszik, hogy bizonyos valdszintiségi
vizsgalatokat viszonylag egyszeriien végrehajthassunk a generatorfiiggvények segitségé-
vel.

Tovabbi feladatok a varhaté érték és szorasnégyzet kiszamolasarol

1.) Egy urndban 10 piros és 20 fehér golyé van. Kihtzunk visszatevés nélkiil 10
goly6t. A paros sorszamu huzasok esetén fehér goly6 hizas esetén nyertink 3 forin-
tot, piros golyé huzas esetén pedig nem nyeriink és nem veszitiink semmit. A
paratlan sorszamu hiizasok esetén piros hiizas esetén 2 forintot nyeriink, fehér golyé
hizés esetén nem nyeriink és nem veszitiink semmit. Szamoljuk ki a nyereményiink
varhato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd §;, 1 < j < 10, valdszinliségi valtozokat: Paros
J szdmokra &; = 3, ha a j-ik huzds eredménye piros, {; = 0, ha a j-ik hizds
eredménye fehér goly6. Pératlan j szdmokra &; = 2, ha a j-ik hdzas eredménye

10
piros, {; = 0, ha a j-ik hizas eredménye fehér golyé. Ekkor az S = ) &; Osszeg
j=1
varhato értékét és szorasnégyzetét kell kiszamolnunk. Ennek érdekében szamoljuk
ki az E¢; varhato értékeket, Var £, szordsnégyzeteket és Cov (€, &) kovariancidkat.
Annak valdszintisége, hogy a j-ik htizds eredménye piros 3, annak valésziniisége,
hogy j-ik htuzéas eredménye fehér % Ezért E§; = 2, ha j paros, E§; = %, ha j
pératlan, és ES =5 (2+ 2) = 133.
s DR ’ , 1 2 2 o
A szérdsnégyzet kiszamitdsa érdekében vegyiik észre, hogy EE; = 6, Varg; = 2,

ha j paros, és E{'Jz = %, Var§; = 8  Tovéabba annak valészintisége, hogy két j

§.

és k indexre j # k, a j-ik és k-ik huzas mindegyike fehér % = %, annak, hogy
mindkét huzas piros 3.% = %, annak, hogy az egyik huzéas fehér, a masik huzas
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piros 249 — 20 EFyért Egjfk =9.219 _ 114 Cov (gj,gk) = _4= ha j

329 12 329 — 29 —55)
és k péros, EfjflrC =455 = 55, Cov (Ej,fk) 5 = 263, ha j és k péaratlan,
E¢i&, =6- 5 = 33, Cov (§J,§k) =8 — % = 87, ha j és k kozil az egyik péros, a

masik paratlan Olyan (j, k) pér, 1 § j,k <10, j # k, melyre j és k mindegyike
paros vagy mindegyike paratlan, 6sszesen 20 van, és olyan (j, k) pér, amelyekre az
egyik paros, a masik paratlan 2 -5 -5 = 50 van, ezért

2 8 480
ey =20(-2 -2 NI
2, Cov(&) O( 29 263)+50 87~ 263

1<,k <10, j#k

Innen
10
Var S = ZVarfj + Z Cov (&5,&k)
=1 1<4,k<10, j#k
Co(ea ) s s
9 263 9 263 263
Tekintsiik a 4. eloadas elején tekintett kovetkezod példat: Egy estélyen megjelenik

n héazaspar. Egy tancmester, aki nem tudja, hogy kik hézastarsak és kik nem,
véletlen moédon parba rendezi a férfiakat és néket a tanc el6tt. Szamoljuk ki az
egymassal tdncolé hazasparok szamanak a varhatd értékét és szérasnégyzetét. Mi
ezek hatarértéke, ha n — oo?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 &5, 1 < j < n, valdszinlségi valtozokat: §; =1,

ha a j-ik hazaspar egyiitt tancol, és £; = 0, ha nem tdncolnak egyiitt. Ekkor min-
mn

ket az S, = ) §; valoszinliségi véltozé varhatd értéke és szorasnégyzete érdekel.
j=1

Ennek kiszamitdsa érdekében vegyiik észre, hogy P(§; = 1) =1—-P =0) = %

minden 1 < j < n indexre, és P(§; = 1,&, = 1) = n( — mlnden 1 < g,k <n,

Jj # k indexre. Innen E¢; = Eﬁjz = %, 1 <j<n B = n(n ik ha j # k,

Var§; = % - n27 és Cov (fpfk) = E¢;&x — B ES, = m n12 = ma ha

j # k. Ezért ES,, = Z E¢; =1, Var S, = 2?21 Varé; +2 >, Cov(§,&k) =
1<j<k<n
n(:—2L)+n(n- 1) ( —y = 1. Ezért mind a vérhat6 érték mind a szérdsnégyzet

hatarértéke 1, ha n — oo.

Feldobunk egy dobodkockat, majd ezutan egy szabalyos pénzdarabot annyi alka-
lommal, amennyi a kockadobds eredménye volt. (Az egyes dobdsok eredményei
fiiggetlenek egymdstdl.) Szamoljuk ki a fejdobdsok szaménak véarhaté értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 &5, 1 < j < 6, 1 < k < j, valoszinliségi
valtozokat:

1 ha a kockadobas eredménye j és a k-ik pénzdobasé fej
&ix(w) =< 0 ha a kockadobds eredménye j és a k-ik pénzdobésé iras

0 ha a kockadobas eredménye nem j
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6
Ekkor minket az S = ) ) §;; valoszintiségi valtozé varhatéd értéke és szoras-
j=1k=1
négyzete érdekel. Vegylik észre, hogy

1
E¢; ., = P(a kockadobds eredménye j, a k-ik pénzdobésé fej) = o

E€2 = 127 Var§2 = 1447 Eé.j kf],k’ = 24, ha k 7£ /{?, ahonnan Cov (5],1375] k:’) =
-2 ebben az esetben. Tovébbd EE; k& w = 0, Cov (&, fjx k/) =, haj#j

fiiggetleniil a k és k' szdmok viszonyatol. Innen, ES = E&; ) = 1+ +6 _
=R
j=

6 J
Var S = Z ZVar &k + Z Cov (&, & k7 )

j=1k=1 (4:k), (3" ,k"): j#5" vagy k#k'

ahonnan Var § = 4 (14 - -+46)— DGIZUF2CL2 26 RL20) | 5 (9.1 43.94...6.5).
Ezt a képletet tigy kapjuk, hogy kiilon szamoljuk azon Cov (§; x, &jr k) mennyiségek

hozadékat amelyekre j # j' és azutdn azokét, amelyekre j = j', de k # k’. Innen
Var § — 231=8504350 _ 77
= 144 — 48
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