A Valésziniiségszamitas 1. eldadassorozat negyedik eléadasa.
2007. februdr 27.

El6szor mutatok egy olyan feladatot, amelyet viszonylag kéonnyen meg tudunk oldani
az eloz6 el6adason megfogalmazott valdszintiségszamitasi szita formula segitségével.

Egy estélyen megjelenik n hazaspar. Egy tancmester, aki nem tudja, hogy kik
hazastarsak és kik nem, véletlen modon parba rendezi a férfiakat és noket a tanc
elott. Mi a valdszintisége annak, hogy egyetlen hdzaspar sem tancol egytitt? Mi
ennek a valészintiségnek a hatarértéke, ha n — oco?

Megoldds: Definidljuk a kovetkezd A; eseményeket:
Aj = a j-ik hzaspar egyiitt tdncol, 1< j < n.

Ekkor minket a P(A;U---UA,) = 1— P(A; U---UA,) valészinliség érdekel.
Szamoljuk ki a P(A; U---U A,,) valészinliséget a valdszintiségszamitasi szita for-
mula segitségével. Ennek érdekében vegyiik észre, hogy a P(A;, N---NA;, ) =
(";!k)! azonossag érvényes minden lehetséges 1 < j; < --+ < jr < n szam-k-asra.
Ugyanis az Osszes lehetséges parbaallitasok szama n!, mig az olyan parbaallitasok
szama, amelyben a ji-ik, jo-ik, ..., jr-ik hdzaspar egy parba keril (n — k)!.
Ezért a valdszintiségszamitasi szita formuldban bevezetett Si mennyiség értéke

S = (Z) (n;!k)! - % minden 1 < k < n szdmra.

Innen adédik, hogy a minket érdeklo valdszintiség n hazaspar esetén

P(AyU---UA,)=1-P(AU---UA,)
n . (_1)k
k=0
ahonnan
N Nk Y
PALU---UA,) = =) —>Z( D) _1 ha n — oo.

k! k! e

Tehat nagy n szamra annak a valdszinlisége, hogy egy hazaspar sem fog egyiitt
tancolni kozelitoleg %

Egy masik feladat, ahol a szita formula jol alkalmazhaté.
Feladat:

Egy cornflake gyarté cég minden dobozba betesz egy kupont, és Gsszesen 10 kii-
lonbo6z6 kupont haszndl. Mekkora annak a valdszintisége, hogy mind a 10 kupont
megkapja egy olyan véasarld, aki 25 doboz cornflake-et vesz?

Megoldds: Jelolje A;, 1 < j < 10 azt az eseményt, hogy a j-ik kupont megkapta

_ 10
a véasarld, és A; ennek az eseménynek a komplementerét. Ekkor a P | ) Aj)
=1



10 10
valészintiséget kell kiszdmolnunk. Viszont P ( N Aj> =1-P ( U Aj>, és
=1 j=1

0 10 _ _ _
P < U AJ> = Z (—1)kSk, ahol Sy, = ZP(Ajl ﬂAjz ﬂ---ﬂAjk), és a {jl, - 7]k}
j=1 k=1

indexhalmaz a fenti szummaban az {1,...,10} halmaz 6sszes k elemii részhalma-
zabdl all.

Viszont P(Aj,NA;,N---NA;,) = (M)%, annak a valésziniisége, hogy a lehetséges

10
10 kuponbdl mind a 25 véasarlasnal a jp, ... jr indexti kuponoktél kiilonbozé 10 — &
kupon valamelyikét kapjuk. Ezért Si = (1k0) (%)25 minden 1 < k < 10 indexre
10 9
k = 10-re S, = S19 = 0, ahonnan P ( N Aj) — S (=) (1- &)
j=1 k=0

A valdszintliségszamitasi szita formula bizonyitaséat a kiegészitésben fogom targyalni.
Itt azt mutatom meg, hogy a kombinatorikus szita formula egyszeriien levezetheté a
valészintiségszamitasi szita formulabol.

Ennek érdekében tekintsiink bizonyos Ai,..., A, véges halmazokat, és jeloljik
e halmazok unidjat A = Ay--- U A,-nel. Legyen A = {z1,...,zn} egy N elemi
halmaz, és vezessiik be azt a valdszinliségi mez6t, amelyben az A halmaz elemeit
vélaszthatjuk ki egyenletes eloszldssal. Részletesebben kifejtve, a kovetkezd (92,4, P)
valdszinliségi mezot definidljuk: Q = A, A az A halmaz Osszes részhalmazabdl 4ll6
o-algebra, P({z;}) =  minden 1 < j < N szdmra, ahonnan P(B) = % minden
B C A halmazra. Megmutatom, hogy a kombinatorikus szita formulat megkaphatjuk a
val6szintiségi szita formula segitségével, ha azt a most definidlt (2,4, P) valdsziniiségi
mezon az Aq, ..., A, halmazokra alkalmazzuk.

Jeloljik a kombinatorikus szita formuldban definidlt S;, 1 < j < n, Osszegek
megfelelit a valészinfiségi szita formuldban S;-vel. Ekkor nyilvdn S; = NS;. Tovébb4,
mivel P(A) = 1, a val6szinliségi szita formula azt adja, hogy S; — Sy + S3 — -+ +
(—1)"HLS, = N(S; — S2+ S5 — -+ (=1)"T1S,) = NP(A) = N, és mivel |A| = N, ezt
kellett bizonyitanunk. A kombinatorikus szita formuldban megfogalmazott egyenl6tlen-
ségek hasonléan vezethetdk le ezen allitasok megfelel6ibdl a valdszintiségszamitasi szita
formulaban.

Megforditva, a valészinliségszamitasi szita formula is egyszertien levezethetd a kom-
binatorikus szita formulabdl. De ehhez sziikségiink van a valdszintiségi valtozok és azok
varhaté értékének a fogalmara és néhany e fogalmakkal kapcsolatos fontos eredményre.
Ezért e levezetés ismertetését az eléadas végére halasztom.

Kovetkezo témank a valdszinliségszamitas egyik fontos eredménye, a Borel-Cantelli
lemma. El6szor informalisan ismertetem, hogy milyen probléma vizsgalataban jelent
meg ez az eredmény.

A kérdés a kovetkez6: Mikor mondhatjuk azt, hogy bizonyos események koziil
végtelen sok bekovetkezik: a.) egy valdszintliséggel, b.) pozitiv valdszintiséggel? Példdul
mikor mondhatjuk egy (vagy pozitiv) valésziniiséggel azt, hogy végtelen sok olyan nap
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van, amelyikben valami jo kovetkezik? FEz azt jelenti, hogy barmely nap bizhatunk
abban, hogy nem muilt el az 6sszes olyan nap, amelyben valami jé torténik, érdemes
még élni.

A Borel-Cantelli lemmat megfogalmazasianak és bizonyitasanak érdekében érdemes
a halmazelmélet nyelvén megfogalmazni azt a tényt, hogy bizonyos események koziil
végtelen sok kovetkezik be. Ez azt jelenti, hogy ha adva van végtelen sok Ap, Ao, ...
esemény (halmaz) egy (€2, .A, P) valésziniiségi mez6n, akkor azt az eseményt, hogy
ezek koziil végtelen sok kovetkezik be definialni kivanjuk az Aq, Ao, ... események hal-
mazelméleti fliggvényeként, azaz (megszamlalhaté) unid, metszet és komplementerkép-
zés segitségével.

Ezt a feladatot megoldottuk korabban, lasd a 2. eléadas 7. feladatat. Eszerint a

oo o0

keresett esemény [ (J Aj alakban adhaté meg, és ennek a valdszintiségére vagyunk
n=1k=n

kivancsiak. Errol a kérdésrdl ad informaciot a Borel-Cantelli lemma.

Borel-Cantelli lemma. Legyen adva végtelen sok Ay, As,--- esemény egy (2, A, P)
valoszintségi mezon. A kovetkazd két dllitds igaz:

a.) Ha 21 P(A,) < oo, akkor

JGIVDR

azaz ebben az esetben eqy valosziniséggel csak véges sok A, esemény kévetkezik be.

b.) Ha >  P(A,) =00, ésaz A,, n=1,2,..., események figgetlenek, akkor
n=1

azaz ebben az esetben eqy valdsziniiséggel végtelen sok sok A, esemény kovetkezik be.

Teszek néhdny megjegyzést ezzel az eredménnyel kapcsolatban. Ha a P(A,,) valé-
szintiségek viszonylag kicsik, ami jelen esetben azt jelenti, hogy az 0sszegiik konvergens,
akkor csak véges sok A, esemény kovetkezik be 1 valdsziniiséggel. A masik iranyu
allitasban nemcsak azt koveteltiik meg, hogy az események valdszinliségei legyenek vi-
szonylag nagyok, Gsszegiik legyen divergens, hanem azt is, hogy az egyes A,, események
legyenek fliggetlenek. Ebben az esetben viszont erdsebb allitast fogalmaztam meg.
Nemcsak azt allitottam, hogy ebben az esetben annak a valdsziniisége hogy végtelen
sok A, esemény kovetkezik be pozitiv, hanem azt is, hogy ez a valdszintiség 1. Ha
tehat az A,, események fliggetlenek, akkor csak két lehetoség fordulhat el6. Vagy nulla
valésziniiséggel kovetkezik be végtelen sok A, esemény (ha a valdszintiségek Osszege
konvergens) vagy pedig egy valdsziniiséggel (ha a valdszintiségek Gsszege divergens).
Ko6zbiils6 lehet6ség nincs.



A b) esetben megfogalmazott eredményben az A,, események fiiggetlensége nagyon
fontos feltétel. Ezt a feltételt lehet gyengiteni, de teljesen elhagyni nem lehet. Ezt
mutatja az alabbi két példa:

Legyen az (2, A, P) valésziniiségi mez6 a [0, 1] intervallum, rajta a Borel mérhet6
halmazok o-algebrdja, és a P valdszinliségi mérték a Lebesque mérték.

1. példa. Legyen A,, = [O, %] minden n = 1,2, ..., szdmra. Ekkor >  P(A,) = oo,

n=1
A U 4= 0,4], ezértP(ﬂ ¥ Ak) _ 1
n=1k=n n=1k=n
2. példa. Legyen A, = (0,1), n =1,2,.... Ekkor Y P(4,) = > 1 =
n=1 =1

ﬂ U Ak:@,ezértP(ﬂ U Ak) =0.
n=1k=n n=1k=n

Az els6 példaban egy olyan esetet lattunk, amelyben annak a valdszintisége, hogy

végtelen sok A,, kivetkezik be, 5, tehdt sem nem nulla sem nem 1. A mésodik példédban

egy valdszinliséggel csak véges sok A, esemény kovetkezett be, noha a Z P(A,) =
n=1
relacié teljesiilt. Természetesen egyik példaban sem voltak a tekintett A, események

fiiggetlenek. Ezek a példdk mutatjak, hogy a Borel-Cantelli tétel b) részében szereplé
fliggetlenség feltétel 1ényeges. Az gyengitheto ugyan, de teljesen el nem hagyhato.

Ratérek a Borel-Cantelli lemma bizonyitasara. A bizonyitashoz sziikségiink van a
kovetkez6é lemmara, amelynek allitasat tartalmazza a 2. eléadas 14. oldaldn megfogal-
mazott Tétel A.

Lemma a valészinﬁségi mérték folytonossagarol. Legyen adva By C By C ---,

B, e A, n=12. 5% eseményeknek névekvd sorozata egy (2, A, P) valdsziniségi
mezén. Legyen B = U B,,. Ekkor létezik a nlirgo P(B,) hatdrérték, és nh—>H<>lo P(B,) =
P(B). "

Legyen adva C; D Cy D -+, Cp, € A, n = 1,2,..., Ogseményelmek csokkend

sorozata eqy (Q, A, P) wvaldsziniségi mezén. Legyen C = () C,. FEkkor létezik a
n=1
lim P(C,) hatdrérték, és lim P(C,) = P(C).

n—oo

A Borel-Cantelli lemma bizonyitdsa. Az a.) rész bizonyitédsa:

<ﬂ U Ak) <P (U Ak) < Z P (A;) minden n szémra.

n=1k=n
o0
Mivel > P(Ak) < oo, minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan n = n(e) szdm, hogy
k=1

> P(Ay) < g, ahonnan az el6z6 relacio szerint P ( N U Ak) < e. Innen kovetkezik

k=n n=1k=n



az a.) rész allitésa.

A b.) rész bizonyitasa: Az el6bbi lemma szerint a valdszintiségi mérték folytonossigardl
kapjuk, hogy az A, halmazok fliggetlensége miatt

oo ©o 00 M
P(A0a) = g p(Ua) = o | (U )
n=1k=n k=N k=N

I M
e o (o )]

k=N

r M
— lim | lim (1 -1 a _P(Ak)))

N—oo | M—oo
k=N

M
Ezért elég beldtni, hogy minden rogzitett N szamra lim [] (1 — P(Ax)) = 0, ha

00 M
> P(A,) = co. Viszont az 1 — x < e~ egyenlStlenség alapjén [[ (1 — P(Ag)) <
n=1 k=N
M M 00
exp {— P(Ak)}, ahonnan lim [ (1 — P(Ax)) =0, ha > P(A,) = cc.
k=N M—oo L, _N n=1

A felhasznalt 1 — x < e™% egyenl6tlenség példaul a kovetkezé moédon lathato: Az
f(z) = e® fiiggvény konvex, f(0) =1, f/(0) = 1. Az f(x) = e fliggvény konvexitdsa
miatt e fliggvény (0, f(0)) ponton dtmené érintéje minden valés z-re a az f(x) fiiggvény
alatt van, azaz e > x 4+ 1. Az = szam helyett —z-et irva megkapjuk a kivant allitast.

Megjegyzés. Az analizisben bizonyitjak és hasznaljak a kovetkez6 eredményt: Adva x,

valos szamoknak olyan sorozata, amelyre 0 < x,, < 1 minden n = 1,2,..., szamra
o0 [o.@] oo o0
[T(@A—=2k) >0, ha Y zp <oo,és [[(1—xr) =0, ha > xp =oco. Bér nekiink erre
k=1 k=1 k=1 k=1

nem lesz sziikségiink, az eldadas kiegészitésében megadom ennek a formulanak elobb
heurisztikus indoklasat majd preciz bizonyitasat, mivel ez tanulsagos.



Diszkrét eloszlast valésziniiségi valtozdk és azok fiiggetlensége

El6szor bevezettem a valdszintiségi valtozo fogalmat.

Valészintiségi valtozé fogalma. Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniségi mezd. Eqy
ezen a téren értelmezett valds értékid (mérhetd) £(w) fiigguényt valdszinidségi valtozonak
foqunk nevezni. Azaz & az Q — R leképezés. Az a megkotés, hogy a fiigguény legyen
mérhetd azt jelenti, hogy minden x valds szamra az {w: {(w) < x} € A feltétel teljesiil.

Idonként hasznos memcsak wvalos értéki valosziniségi valtozorol beszélni, hanem
kissé daltalanosabban olyan valdsziniségi vdltozokat definidlni, amelyek értékeiket eqy dl-
taldnos téren veszik fel. (Példdul bizonyos esetekben érdemes olyan valdsziniségi vdltozo-
kat tekintent, amelyek értéke komplex szam, vagy nem eqgyetlen szam, hanem eqy szdm-n-
es. Az ilyen valdszintiségi vdltozdkat vektor értékinek szoktdk hivni.) Annak érdekében,
hogy ezt megtehessik tekintsunk valamilyen X halmazt, és e halmaz kitintetett rész-
halmazainak X osztdlyat, amelyek o-algebrat alkotnak. Egy az (2, A, P) valdsziniségi
mezén definidlt X térbeli értékeket felvevd (mérhetd) figguényt X -tér értéki valdszi-
niségi valtozonak nevezink. Az, hogy ez a fligguény mérhetd azt jelenti, hogy minden
Y € X halmazra az {w: {(w) € Y} € A feltétel teljestil.

Megjegyzés. Lattuk, hogy a valészintliségi valtozok (szép, azaz mérhetd) fliggvényeket
jelentenek. Az egyetlen kiilonbség a korabban hasznalt fiiggvények és a most bevezetett
valésziniiségi valtozok kozott abban all, hogy most egy dltaldnosabb téren, egy (2, A, P)
valésziniiségi mezd () halmazan és nem feltétleniil a szamegyenesen értelmezett fiigg-
vényeket tekintliink. Ez egyben azt is jelenti, hogy valdszinliségi valtozokkal ugyanigy
szamolhatunk, mint ahogy azt eddig fliggvényekkel tettiik.

Felmeriilhet a kérdés, hogy miért vezettiik be azt a mesterkéltnek tiinG feltételt,
hogy a valészintiségi valtozo legyen mérhetd fliggvény. Azért, mert természetes kivansag
az, hogy legyen értelme annak valészintliségérél beszélni, hogy az {w: &(w) < x} esemény
bekovetkezett. Viszont csak A-beli halmazoknak a valészintiségérol tudunk beszélni.
Természetes ennél is tobbet kivanni, nevezetesen azt, hogy a szamegyenes minden ,,szép”
B halmazira az {w: {(w) € B} halmaz legyen a A o-algebraban, azaz legyen értelme
ennek az eseménynek a valdsziniiségérol is beszélni. A mértékelméletben belattdk, hogy
amennyiben a szamegyenes Borel mérhet6 részhalmazait tekintjiik szép halmazoknak,
akkor a mérhetoség altalunk megkovetelt feltételeibol kovetkezik ez az erdsebb tulaj-
donsag is.

A fenti érvelés azt mutatja, hogy a mérhet6ség megkovetelése természetes. Masrészt
tovabbi eredmények azt is mutatjak, hogy minden ,,definidlhaté” fiiggvény egyben
mérheto is, ezért ennek a tulajdonsagnak a megkovetelése nem jelent igazi megszoritast,
a tovabbiakban megfeledkezhetiink réla. Az altaldnos terekben értelmezett mérhetd-
ségrol hasonlét mondhatunk. Erdemes megjegyezni, hogy bar formalisan a valds és
altalanos térbeli fiiggvény mérhetoségét masképp definidltuk ez a kiilonbség csak 14t-
sz6lagos. Vezessiik be a szamegyenesen a Borel mérheté halmazok B o-algebréjat, és
tarsitjuk a szamegyenest ezzel a g-algebraval. Ekkor a valds értékii mérhetd fliggvé-
nyeknek az altalanos esetbeli definiciéja az (X, X) = (R, B) vilasztassal megegyezik a
valds értékii mérheto fiiggvények eredeti definicigjaval.
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Diszkrét eloszlasu valdszintiliségi valtozdk és azok eloszlasa. Fgy & valdsziniiségi
vdltozot egqy (2, A, P) valdszintiségi mezdén diszkrétnek vagy diszkrét eloszlasinak hivunk,
ha megadhato eqy véges vagy megszamldalhatoan végtelen szamossagi x1,x2,- -+, halmaz
ugy, hogy az {w: &(w) = x,}, n=1,2,..., halmazok teljes eseményrendszert alkotnak.
Eqy diszkrét eloszldsiu valosziniségi vdltozo eloszlasdt meghatdrozzdak azok az x1,xa, ...,
értékek amelyeket az felvesz és a p, = P(§ = x,,) valdsziniségek. (Jegyezziik meg, hogy

;P(fzxn) =1.)

Legyenek &1, . . ., & diszkrét eloszldsi valdsziniségi valtozok ugyanazon az (2, A, P)
valosziniségi mezon, amelyek valamilyen x1,xo, ... értékeket vesznek fel. Ezek egyiittes
eloszldsdt meghatdrozzdk a P(& = xj,,62 = xjy, ..., &k = xj,), Js = 1,2,..., 1 < s <k,
valosziniségek.

Diszkrét eloszlasit valdszintliségi valtozok fiiggetlensége. Legyenek &1,..., &
diszkrét eloszlast valdszindségi valtozok ugyanazon az (2, A, P) valdszintiségi mezén.
Vegyenek fel ezek a valosziniiségi vdltozok valamely x1,xo, ... értékeket. Azt mondjuk,
hogy a &1, &, ..., &k valdszintségr valtozok figgetlenek, ha

P& =mj,8=2j,,..., & =x5,) = P (&1 =x5,) P (&2 = xj,) - P (& = 5,)

minden js = 1,2,..., 1 < s <k, indexre.

1. Megjegyzés. A fenti definiciéban feltettiik, hogy a diszkrét eloszlasi valdszintiségi
valtozok amelyeknek az egyiittes eloszldsat vagy fliggetlenségét definidltuk ugyanazokat
az értékeket veszik fel. Ez azonban nem jelent megszoritast. Ugyanis, ha egyesitjiik ezen
valoszintliségi valtozok értékkészletét, akkor tjra legfeljebb megszamlalhato szamossagu
halmazt kapunk, és mondhatjuk, hogy az egyes valésziniiségi valtozok ezen halmazbdl
veszik fel az értékeitket. Lehetséges, hogy ily mdédon sok nulla valészinliségi eseményt
is bevezettiink, de ez nem okoz problémat.

2. Megjegyzés. Annak, hogy valdsziniiségi valtozoknak az eloszlasat definidltuk mélyebb
oka van. A valdszinliségszamitasban olyan problémakkal foglalkozunk, amelyek csak
attol fiiggnek, hogy kiillonbozé eseményeknek mennyi a valdszintliségiik, kiilonb6zo va-
16szintiségi valtozdk milyen értéket milyen valdszinliséggel vesznek fel. Arra vagyunk
kivancsiak, hogy ezen ismereteknek milyen kovetkezményei vannak. Viszont a valdszi-
niiségszamiasban vizsgalt kérdésekre adott valasz nem fligg attél, hogy milyen véletlen
hatasok valtottak ki a megfigyelt véletlen eredményeket, azaz milyen az a valészintiségi
mez0O, amelyben a vizsgdlt események és valdsziniiségi valtozék megjelentek. Ez az
oka annak, hogy minket igazdbol nem maguk a valdszintiségi valtozok, hanem azok
(egyiittes) eloszldsa érdekel.

Megfogalmazok egy viszonylag egyszerii, de hasznos allitast.
Lemma fiiggetlen diszkrét eloszlasi valdszintiségi valtozok tulajdonsagairol.
Legyenek adva &1, . .., & figgetlen, diszkrét eloszldsu valdszintiségi valtozok egy (2, A, P)

valoszinidségi mezon, melyek valamilyen x1, xo, ... értékeket vesznek fel. Legyenek A1 C
{z1,20,...}, Ao C{x1,22,... },..., A C {x1,22,...} tetszdleges halmazok. FEkkor

P(§& € A1,&a € A, & € Ap) = P (&1 € A1) P (&2 € A2)--- P (& € Ax) .
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Specidlisan, ekkor tetszdleges {j1,...,js} C {1,...,k} indezhalmazra a &;,,...,&;, va-
loszindségi valtozok figgetlenek.

A lemma bizonyitdsa. A fliggetlenség miatt

P(Sl €A17£2 €A27--~7£k EAIC)

= Z Z Z P(£1:$17€2:I’2,...,€k:mk)
T1€A1L z2€AL TLEAL

— Z Z Z P& =x1)P(&a =x9) - P(& = xx) -

r1E€A1 z2E€AS TR EAL

Madsrészt

P& € A1) P (& € Aa) -+ P (& € Ax)
= Y Pl=m) ) Pla=z)- ) PlE=u).

r1€A; ToEAs TR EAL

Elvégezve a beszorzasokat megkapjuk a lemma elsé allitasat.

A lemma maésodik &llitdsdt megkapjuk az elsé allitds specidlis eseteként A; =
{z;, b, 1<u<sés Aj ={z1,20,... },ue {l,...,k}\ {j1,...,js} vélasztdssal.

Megjegyzés. Filiggetlen, diszkrét eloszlasi valdszintiségi valtozok eredeti definiciéja ero-
sen kihasznalta azt, hogy diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozokrol beszéliink. Példaul,
ha olyan &1, ..., &, valdoszinliségi valtozokrol beszéliink, amelyek egy pontnak az egység-
intervallumra torténo egyenletes eloszlast véletlen ledobasat irjak le, akkor a tekintett
valoszintiségi valtozok teljesitik a P({; = x) = 0 relaciét. Ilyen esetben a diszkrét
eloszlasok fliggetlenségét megadd definicié mindossze a 0 = 0 semmitmondé feltételt
irja elo. Ezért az &altaldnos esetben mds, tartalmasabb kovetelményt kell talalnunk
valészintiségi valtozok fliggetlenségének a jellemzésére. Az el6zé lemma &llitasa su-
gall egy ilyen definiciét. Bar bizonyos kényelmi okok miatt kissé mas definiciét fo-
gunk megadni, ki fog deriilni, hogy az ekvivalens az e lemma eredménye &ltal sugallt
definicidval.

Erdemes megérteni események és diszkrét eloszlasu valdszinliségi valtozok fiigget-
lensége kozotti kapcsolatot. Ennek érdekében bevezetem egy halmaz indikatorfiggvé-
nyének a fogalmat. Lehet, hogy ezt az egyszerii és természetes fogalmat analizis ta-
nulmanyaikban is bevezették, de ott valdszintileg a karakterisztikus fiiggvény elnevezést
hasznaltak. Ez az elnevezés természetes. Mi mégsem ezt hasznaljuk, mert a valdszi-
niiségszamitasban ez a kifejezés mar foglalt; egy egészen mas fogalmat illetnek ezzel a
névvel.

Halmaz indikatorfiiggvényének a definiciéja. Legyen adva eqy A € A esemény
eqy (2, A, P) valdszintiségi mezén. Az A halmaz indikdtorfiggvényén azt a xa(w)
valdszindségi valtozot értjik, amelyre xa(w) =1, haw € A, és xa(w) =0, haw ¢ A.

A kovetkez6 egyszerli lemma érvényes.



Lemma események és azok indikatorfiiggvényének kapcsolatardl. Legyenek Aq,
.o, A események egqy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Az Ay, ..., A események akkor
és csak akkor figgetlenek, ha azok x a,(w),...,xa,(w) indikdtorfiggvényei fiiggetlenek.

A lemma bizonyitdsa. Ha a x4, (w), ..., x4, (w) indikatorfiiggvények fiiggetlenek, akkor
ezek tetszoleges részhalmaza is fliggetlen az el6z6 lemma eredménye szerint. KEzért
minden {ji,...,Js} C {1,...,k} indexhalmazra

P(Aj,N---NA;)=P(xa, =1,...,xa,, =1)
=P (xa,, =1)---P(xa;, =1)=P(4;) - P(4;,).

Ha az Ay,..., A, események fiiggetlenek, akkor egyes A; eseményeket azok kom-
plementerével helyettesitve ismét fiiggetlen eseményeket kapunk. Felirva minden ilyen
reldciét, megkapjuk az Gsszes olyan azonossigot, amelyet a x4, (w), ..., x4, (w) indika-
torfliggvényeknek teljesiteniiik kell, ha azok fiiggetlenek.

Ugyancsak hasznos bizonyos esetekben a kovetkezé lemma allitasa.

Lemma. Legyenek &1, ..., &k, Ekt1s - - - Ekrr diszkrét értéki, fuggetlen valosziniiségi vdl-
tozok, f(x1,...,xk) eqy k vdltozds figgvény, és definidljuk azn = f(&1, ..., &) valdszi-
niségi valtozot. Ekkor m,&ky1, ..., k+1) fliggetlen valdszinidségi vdltozok.

Bizonyitds: Rogzitsiink egy y szamot, és vezessiik be a kévetkez6 B = B(y) halmazt.
B={(x1,...,2x): z; € X, 1 <j <k, f(x1,...,21) =y}. Ekkor

P =y, Tr41 = Tyt Tyt = Thti)
= Z Pl =21, 6 = Thy Thp1l = Thtts oo, Thopl = Thotl)
(ml,...,mk)EB
= ) P =) P& = ax)Plers = Trp1) - P(@rgs = Th4)
(xl,...,a:k)EB

=P =y)P(xpy1 = Try1) - Py = Trqa),
és ezt kellett beldtni.

Targyalom a kovetkez6 feladatot.

Feladat.
Véletleniil meghivunk 30 embert. Tegyiik fel, hogy az egyes embereknek egyméstol
fliggetleniil van sziiletésnapjuk, és minden ember esetében % annak a valészint-

sége, hogy az év valamely napjan sziiletett. Mi annak a valésziniisége, hogy van
két ember a tarsasagban, akiknek ugyanaznap van a sziiletésnapjuk?

Altalénosabban, van n urna, amelyekbe bedobunk egymastol fiiggetlentil k golydt
ugy, hogy mindegyik golyé egyforma valészintiséggel esik az egyes urndkba. Mi an-
nak a valdszinlisége, hogy van olyan urna amelybe legalabb két golyd esik? Erdekel
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minket tovabba ennek a valdszinliségnek a viselkedése, ha mind az n mind a k
szadm nagy, és a k = k(n) szdmnak megfelel§ a nagysdgrendje. Léssuk be, hogy a
fenti valdszintiségnek van hatarértéke, ha n — oo, \/iﬁ — « valamilyen 0 < a < 00
szammal, és hatarozzuk meg ezt a hatarértéket.

Megoldds: Jelolje &; azt a valoszinliségi véaltozot, hogy a j-ik embernek az év
hanyadik napjdn van a sziletésnapja. Ekkor a &;, 1 < j < 30, valdsziniiségi
véltozok fliggetlenek, P (& =1) = =, 1 < j < 30, 1 < 1 < 365, és P(§; #
§; haj # j') annak a valészinfisége, hogy mindenkinek kiilonb6z6 nap van a
sziiletésnapja. Ez a valdszintiség viszont

365-364---(365—30+1)_ﬁ L
365 365

j=1

mert annak valészintisége, hogy az els6 ember sziiletésnapja az [1-ik, a méasodiké az

lo-ik és igy tovabb a k-ik ember sziiletésnapja az [i-ik napon van ﬁ, tetszoleges
k—1

1 <1; <365, 1 < j < 30 szamok esetén, és ezeket a szdmokat [] (365 — j)
j=0

moédon vélaszthatjuk ugy, hogy mindegyik /; szdm kiilonbo6zd legyen. fgy annak a

valoszinlisége, hogy van két ember akinek ugyanazon a napon van a sziiletésnapja
29

=11 (1= 55%)-
j=1
Hasonléan, annak valésziniisége, hogy ha k golyét dobunk n urndba az adott
k—1 ‘
moédon, akkor van olyan urna, amelyikbe legaldbb két golyé esik 1 — [] (1 — ).
j=1
k—1 ‘ k—1 .
Adjunk j6 kozelitést a log JT (1 — <) = Y log (1 — ) kifejezésre, ha n — oo,
j=1 j=1
&\/%) — «. Heurisztikus érvelés szerint mivel log (1 — %) ~ —% a log(1 + x)
. . k=l ; k=l (k—1)k
fiiggvény Taylor sorfejtése szerint, ezért »_ log (1 — %) ~ =t =
j=1 j=1
k(n)—1

j 2 ok R,
ahonnan log [] (1 — %) — —%, han — oo, és % — «. Ez a szdmolés
j=1

precizzé tehetd, ha felhasznéljuk példaul azt az egyenlétlenséget, amely szerint

log(l—l)—kl
n n

ami szintén kovetkezik a log(1 4+ x) Taylor sorfejtésébél. Innen azt kapjuk, hogy
k(n)—1

1— I (1—%)%1—6‘“2/2,han—>oo,és%Ha.
j=1 "

2j2 t. '
<L2§COHS , hanelégnagyésiga%—l,
n n NZD

Kovetkezo témank a valdszintiségszamitas egyik legfontosabb fogalméahoz, a varhaté
értékhez kapcsolédik. ElGszor, a jobb megértés érdekében csak diszkrét eloszlasu valo-
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szinliségi valtozd varhato értékét vezetem be. Targyalom annak legfontosabb tulajdon-
sagait. Nagyon fontos, hogy megértsiik jél azokat a feladatokat, amelyek arrdl szélnak,
hogy hogyan tudjuk valdszintiségi valtozok varhato értékét effektive kiszamitani.

Diszkrét eloszlasu valészintiségi valtozé varhato értéke. Legyen £ diszkrét el-

0szlasu valdszindségi vdltozd, amely x1,xo, ... értékeket vesz fel pp = P(§ = xi) valo-

szintdséggel, k = 1,2,..., > P({ = xx) = 1. A £ valdsziniiségi vdltozé vdrhatd értéke
k=1

az

E¢=) apP(§ =)
k=1

0sszeq, feltéve hogy ez az o0sszeg abszolut konvergens. Ha ez az 6sszeq nem abszolut
konvergens, akkor nem definidljuk az E€ vdrhato értéket.

1. Megjegyzés. Most és a tovabbiakban az egyszeriibb és egységesebb jelolés érdekében
feltessziik, hogy a diszkrét eloszlasi £ valdszintiiségi valtozé (megszamlalhatéan) végtelen
sok értéket vesz fel. Ez nem jelent megszoritast, mert ha £ csak véges sok értéket vesz
fel, akkor is feltehetjiik, hogy ezenkiviil még felvesz végtelen sok értéket nulla valdszi-
niséggel.

2. Megjegyzés. A varhato értéket az angol expectation sz6 kezdobetiijével az E betiivel
jeloljiik. Manapsag ez a legelterjedtebb jelolés, bar hasznaljak az M betiit is a német
mathematischer Mittelwert sz alapjan.

oo o.¢]
Emlékeztets. Azt mondjuk, hogy a > vy, sor abszolut konvergens, ha nemcsak a »_ y,,

n=1 n=1
oo oo oo
hanem a » |y,| sor is konvergens, azaz » |y,| < co. Ha csak a > y, sor konvergens,
n=1 n=1 n=1

o0
és a > |yn| sor divergens, akkor feltételesen konvergens sorrdl beszéliink.
n=1

[dézziink fel néhany eredményt, amelyek megmagyarazzak miért koveteltiik meg a

varhaté érték definicidéjaban, hogy a > zpP({ = 1) sor ne csak konvergens, hanem
k=1

abszolut konvergens is legyen.
o.@]
Ha a ) y, sor abszolut konvergens, akkor ennek tetszOleges dtrendezése azaz
n=1

o

tetszoleges olyan ) yj(n) Osszeg, amelyre a k(n) = j egyenletnek pontosan egy megol-
n=1

désa van minden 1 < j < 0o egész szamra szintén konvergens, és ugyanaz a hatarértéke

mint az eredeti sorrendben. Ez a tulajdonsiag nem abszolut konvergens sorozatokra mar
nem érvényes. SOt, ebben az esetben a kovetkez6 negativ jellegti allitds érvényes.

[o.¢]
Legyen > x, egy konvergens, de nem abszolut konvergens sszeg. Ekkor tetszé-

n=1
leges —00 < o < oo szamra létezik e sor tagjainak olyan (az « szamtdl fiiggd) k(n),
N
n =1,2,... atrendezése, amelyre lim > xj0,) = .
N—oopn=1
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Miért fontos az a megkotés, hogy a varhaté értéket definialéd 0sszeg nemcsak kon-
vergens, hanem abszolut konvergens is? Vegyiik példaul azt az esetet, amikor a &
valészintiiségi valtozd értékei az Osszes raciondlis szam halmaza. A raciondlis szamok,
mivel megszamlalhatéan sokan vannak felsorolhatéak mint egy x1,xs,..., sorozat, de
ennek a felsorolasnak nincs egy természetes sorrendje. Ezért a varhato értéket definialod
osszeg csak akkor értelmes, ha annak értéke nem fiigg attol, hogy a & valdszintliségi
valtozo lehetséges xj értékeit milyen sorrendben soroljuk fel.

Az abszolut konvergens sorok fent emlitett tulajdonsiga szerepelt az analizis tan-
anyagban. A bizonyitds megismétlése helyett lassunk inkabb egy példat, amely megmu-
tatja, hogy a nem abszolut konvergens sorok masképpen viselkednek, mint az abszolut
konvergensek. Tekintsiikk az S =1 — 1+ % — % + % — % + i — % + .-+ sort. Ez a sor

oo
konvergens, hatarértéke zérd, ugyanakkor nem abszolut konvergens, mert > % = Q.

=1

1

o0
Tekintsiik e sor kévetkez6 atrendezését: S =1+ > (2% + ﬁ + o — %)
k=1

Ez az atrendezett sor divergens, mert a k-ik tagra 2% + leﬁ + -+ ﬁ - % >
23% — % = % — % Roviden, kissé nagyvonaliian, azt mondhatjuk, hogy abszolut kon-
vergens sorozatokkal ugyanolyan szabadon szdmolhatunk (dtrendezhetjiik 6ket, abszolut
konvergens sorok szorzataiban elvégezhetjiik a tagonkénti szorzdst), mint véges Osszegek

esetében, mig nem abszolut konvergens sorok esetében ezt nem tehetjiik meg.

Szamitsuk ki a varhaté értéket egy viszonylag egyszeri feladatban.
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Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk 100-szor egymdés utdn. Szamoljuk ki a fej-
dobéasok szaménak a varhaté értékét.

Megoldas: Annak valdsziniisége, hogy pontosan k fejdobés torténik 100 dobéas ese-

100
tében (120)2_100, 0 < k < 100. Ezért E¢ = > k(120)2_100 a keresett varhaté
k=0

érték. Ezt az oOsszeget ki tudjuk szamitani a kovetkezd észrevétel segitségével:
k(:) = n(z:}), ha 1 < k < n. Innen n = 100 vélasztassal

100

99 99 99
B 100\ 100 9\ 100 99\ /1
EE=) k<k>2 =100 <k>2 =503 L) (5

1 1 99
=50-(=+=] =50.
(5+2)

Heurisztikusan a kovetkez6 modon érvelnénk: Egy pénzfeldobds esetén a fejek
szamanak a varhato értéke %, szaz pénzfeldobas esetén a pénzdobasok szamanak varhato
értéke 100 - 1 = 50.

A kovetkez6 fontos eredmény, amelynek bizonyitasa a kovetkezd eldadas anyaga
lesz megmagyarazza, hogy a fenti heurisztika miért adott helyes eredményt, és en-
nek segitségével hogyan lehet kiszamitani sok esetben egyszeriien valdoszintliségi valtozok
varhaté értékét.

Tétel. Legyenek &1, & (diszkrét eloszldsi) valdszinidségi vdltozok, amelyeknek létezik
varhato értékik. Ekkor a & + &2 Osszegnek is létezik varhato értéke, és

E(&1 + &2) = E& + Es.

Kovetkezmény. Legyenek adva &1,&s, ..., & (diszkrét eloszldsi) valdsziniiségi vdlto-
2ok, amelyeknek létezik varhato értékiik, és legyenek cq,...,cr valds szamok. Ekkor a
c1&1 + cobo + - - - + i€ valosziniiségi vdltozonak is létezik varhato értéke, és

E(c1& + oo+ -+ cié) = a1 E& + coEés + - -+ + ¢ B¢y,

Megjegyzés. Erdemes hangstlyozni, hogy a fenti eredményben nem tételeztiik fel, hogy a
tekintett valoszintliségi valtozok fiiggetlenek. Ez az észrevétel bizonyos alkalmazasokban
hasznos. Késobb tanulni fogjuk, hogy a most megfogalmazott eredmény nemcsak disz-
krét eloszlasu valdszintliségi valtozok Osszegeire érvényes.

Lassuk, hogy hogyan tudjuk kiszamitani az el6z6 feladatban tekintett varhaté
értéket a fenti eredmény segitségével.
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Vezessiik be a kovetkezd valoszinliségi véltozokat: §; = 1, ha a j-ik dobas eredménye
fej, £ = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds. Azaz a &; valdszinliségi valtozd azt
szamolja, hogy mennyi a j-ik dobas eredményének hozadéka a fej-dobasok szamahoz.

100
Ekkor minket az E | Y & | varhaté érték érdekel. Viszont a fenti eredmény alapjan
j=1

100 100
E <z gj) =Y E,és B =1-P(&=1)+0-P(§=0)=1-1+1-0= 1 minden
j=1 =1
100
1 < j <100 indexre, ahonnan E [ > & | =100- 1 = 50.
=1

Feladat:

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymas utan. Szamoljuk ki a dobés-
eredmények Osszegének a varhato értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 £;, 1 < j < 100 valoszinliségi valtozokat: &; =

1, ha a j-ik dobas 1, §; = 2, ha a j-ik dobds 2, {; = 3, ha a j-ik dobas 3, §; = 4, ha a

J-ik dobés 4, §; = 5, ha a j-ik dobdas 5, és §; = 6, ha a j-ik dobas 6. Ekkor a vizsgalt
100 100

Osszeg S = Z ¢, ahonnan ES = Z E¢;. Mivel B = g(1+2+---46) =3.5

minden 1 < J < 100 indexre, innen ES =100 - 3.5 = 350.

Végiil két allitast bizonyitok, ahol felhaszndlom a most tanult fogalmakat, és azt, hogy a
varhaté érték additiv. Egyrészt megmutatom, hogy hogyan lehet a valészintiségszamita-
si szita formulat a kombinatorikus szita formuldbdl levezetni. Masrészt megfogalmazom
és bebizonyitom az els6 el6adasban kimondott bizonyos hiizassorozatok valdszintiségérol
sz0lo lemma egy természetes és hasznos dltaldnositasat.

Annak érdekében, hogy a valdsziniliségi szita formulat igazoljuk a kombinatorikai
szita formula segitségével tekintsiik azt az (2,4, P) valdszintiségi mez6t, ahol az Ay,

, A, események definidlva vannak, és definialjuk minden w € €) elemi eseményre és
B € A halmazra azt a B = B(w) (1 vagy nulla elemet tartalmazé halmazt), amely az
w elembél 4ll, ha w € B és az iires halmazzal egyenld, ha w ¢ B. Megmutatom, hogy
a valoszinliségszamitasi szita formula levezetheto a kombinatorikus szita formulabdl, ha
azt az A1 (w), ..., A, (w) halmazok unidjara alkalmazzuk minden w € Q elemi eseményre,
majd ezeket az azonossagokat ‘atlagoljuk’ az w € {2 elemi eseményekre a P valosziniiségi
mérték szerint. E procedura soran felhasznaljuk a varhato érték néhany fontos tu-
lajdonsagat. Nevezetesen arra van sziikségiink, hogy események valdszinlisége és in-
dikatorfiiggvényiik varhato értéke egyenld, és a varhato érték additiv. Vegyiik észre azt
is, hogy |B(w)| = I(w) minden w € Q elemi eseményre és B € A halmazra.

~ Vezessiik be a valészintiségi szita formuldban definidlt Sy Osszegeknek megfeleld

Sk(w) = > |Aj (w)N---NAj, (w)] = > Ta; nna;, (W), 1<k <n,
1<ji<-<jr<n 1<ji<--<jr<n

valosziniiségi valtozokat. A vdrhato érték additiv tulajdonsiga és események valoszi-

nilisége és indikator fiiggvényiik vérhaté értékének egyenlGsége miatt ESk(w) = Sk,
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1 < k < n. Tovédbb4 a kombinatorikus szita formula alapjan |I4,u...ua, (w)| = | A1) (w)U

U A, (w)] = S1(w) — Se(w) + S3(w) — -+ + (=1)"*15, (w). Ebben az azonossigban
varhato értéket véve és jbdl felhasznalva a varhaté érték additivitasat illetve események
valoszintlisége és indikator fiiggvénytlik varhato értékének az egyenléségét megkapjuk a
valésziniiségi diagram formula azonossagat. Az ebben az eredményben felirt egyenl6tlen-
ségek hasonldéan bizonyithatéak a kombinatorikus diagram formula egyenlétlenségeinek
a segitségével.

Annak érdekében, hogy megfogalmazhassam az els6 eléadasban kimondott bizonyos
hizassorozatok valdsziniiségérol szolé lemma egy hasznos altalanositasat eloszor beve-
zetem a kovetkezd fogalmat.

Felcserélhet6 valdszintiségi valtozdk véges sorozatanak a definiciéja. Legyenek
&1y ..., &y diszkrét eloszldsi valdszindiségi vdltozok valamely (2, A, P) valésziniiségi me-
z6n, amelyek értékeiket valamely X = {x1,x2,...} véges vagy megszdmldalhatéan vég-
telen halmazon veszik fel. Jelolje TI(n) az {1,2,...,n} halmaz édsszes permutdcidjabol
allo halmazt. Azt mondjuk, hogy a &1,...,&, valosziniségi vdltozok felcserélhetdek, ha
akdrhogy vdlasztunk ki eqgy m = (w(1),...,m(n)) € II(n) permutdciot és x; € X, 1 <1<
n, elemeket az X halmazbol, teljesiil a

P =21, =22,...,6p = Tn) = P(§r) = 21,802) = T2, -+, &x(n) = Tn)

az0nossdg.

Ertsitk meg, hogy a felcserélhetd valdszinfiségi véltozok szemléletes tartalma a
kovetkezO. Felcserélhetd valészintiségi valtozok esetében a P(& = x1,& = za, ..., &, =
x,) valésziniliség csak attdl fligg, hogy a tekintett &, ..., &, valdsziniiségi valtozok mi-
lyen x € X értékeket vesznek fel és milyen multiplicitassal, de nem fiigg attol, hogy
milyen sorrendben veszik fel ezeket az értékeket. Vegyiik észre, hogy egy ilyen tulaj-
donsagot hasznaltunk fel a visszatevéses urnamodellek vizsgalataban is. Ervényes a
kovetkez6 egyszerii, de hasznos 0sszefiiggés.

Lemma felcserélhet6 valdsziniiségi valtozdk véges dimenzids eloszlasairdl.
Legyenek &1, ..., &, diszkrét eloszldsi, felcserélhetd valdszintiségi valtozok egy (2, A, P)
valdszinidségi mezén, amelyek értékeiket valamely X = {x1,xs,...} véges vagy meg-
szamldlhato halmazon veszik fel. Tekintsink valamilyen rogzitett 1 < k < n szdmot, az
X tér valamely x; € X, 1 <1 < k, elemeinek sorozatdt és az {1,...,n} halmaz egy k
elemd {j1,...,jx} C {1,...,n} részhalmazdt. Ervényes a

P& =m1,...,& = 21) :P(€j1 :'rl?""gjk = xy)
az0nossdg.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy olyan 7 € II(n) permutaciot, amelyre 7(1) = ji, 7(2) = ja,
., (k) = ji. Felirhatjuk a

P& =z1,...,&6 = 1)

= > P& =21, & = Tk, Tht1 = Tt 1y -+ -5 & = Tn)
zy: x1€X, ha k+1<I<n

15



azonossagot. Masrészt a valdszintiségi valtozok felcserélhetdsége miatt

Z P(§1:xl,...,fk:xk,xk+1:xk+1,...,§n:$n)

z;: x;€X, ha k+1<I<n

- Z P(gﬂ'(l) =21y ’fﬁ(k) = LTk Lr(k+1) = LTh41s--- 7571'(71) = xn)
z;: z1€X, ha k+1<I<n

= P&y =21, &nr) = k) = P(&§, = 21,..., &, = 21),
és ezekbdl az azonossagokbdl kovetkezik a lemma allitasa.
Hazi feladat:

Rogzitsiink valamely » > 1 és s > 0 egész szamokat. Legyen adva egy urna
abban valahany golyd, amelyek mindegyike az 1,...,r szdmokkal jelzett szinek
valamelyikét veszi fel. Huzzunk ki n goly6t az urndbdl egymds utdn (minden
urnaban levs golyét egyforma valészinliséggel huzzuk) tgy, hogy azutan, hogy
kihtuztunk egy golyét visszadobunk az urnaba s darab a kihizott goly6 szinével
azonos szinli golyot. Jeldlje &; a j-ik kihuzott golyé szinét. Léssuk be, hogy
&1, ..., &, felcserélheto valdszintiségi valtozok.

Kiegészités 1.
Az el6addsban megemlitettem a kovetkezo eredményt:

Allit4s. Legyen x, wvalds szamoknak olyan sorozata amelyre 0 < z, < 1 minden

n=1,2,..., szamra. Ekkor H(l—xk)>0 ha ka<oo és H(l—:r:k)—O ha
k=1 k=1 k=1
2; =

Indoklas. Heurisztikusan a kovetkezzé modon érvelhetiink: Logaritmust véve kapjuk,

hogy [] (1 —xk) > 0 akkor és csak akkor, ha > —log(l — xp) < oo. Viszont azt,
k=1 k=1

hogy az utobbi Osszeg konvergens-e vagy divergens az donti el, hogy kis zj szdmokra a
2
—log(1 — xp) Osszeadanddk milyen kicsik. Mivel —log(l —2) = o+ & + % +---, a

—log(1 — xx) mennyiségnek természetes j6 kozelitése az xj, kifejezés, (a Taylor sor elsé
oo

(e.)
tagja), és ez azt sugallja, hogy a > —log(l —xy) illetve > x végtelen sorok egyszerre
k=1 k=1
konvergensek vagy divergensek.

Némi munkaval a fenti érvelés precizzé tehetd. ElGszor azt kell meggondolni,
oo oo

hogy a feladat &llitdsdban a [] (1 — zx) > 0 tulajdonsdg a > —log(l — zx) < o0
k=1

k=1
oo oo
egyenldtlenséggel, a H (1 — z) = 0 tulajdonsig pedig a > —log(l — xp) = o©

k=1
relacioval ekvivalens. Ehhez azt kell felhaszndlni, hogy esetiinkben 0 < 1 — z; < 1,
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és —log(1l — x) > 0. Ezutan vegyiik észre, hogy a — > log(1l — %) és > xj sorok
k=1 k=1
mindegyike divergens, ha rogzitve egy kis pozitiv szamot példaul az 11—0 szamot az xy,
szamsorozatnak végtelen sok olyan tagja van, amelyek nagyobbak mint ez az 1—10 szam.
Tovabba, égy végtelen 0sszeg konvergencidjat vagy divergenciéj at nem befolyasolja véges
sok tagjanak az értéke. Ezért az osszegekben szerepld T > 15 tagokat elhagyva elég csak
azzal az esettel foglalkozni, amikor x < 75 mmden k-ra. Vlszont ekkor 1 S5TE < — log(1—|—

73,) < 2z minden k = 1,2, ... szdmra, ahonnan + Z xy < Z —log(1—zy) < 2 Z Tk
k=1 k=1 k=1

minden n-re, és innen kovetkezik, hogy a Z X 6s Z —log(1 — xx) sorok egyszerre
k=1 k=1
konvergédlnak vagy divergalnak.

Kiegészités 2. A valosziniségszamitdsi szita formula és annak eqy dltalanositdsa.

A valdszintiségszamitasi szita formula egy olyan bizonyitasat ismertetem, amely egy
onmagaban is érdekes, és mas esetekben is alkalmazhaté eredményen alapul. Ezt az
alabbi lemmaban fogalmazom meg.

Lemma. Legyenek adva valamely Aq,..., A, események eqy (2, A, P) valdsziniiségi
mezon, és definialjuk ezek felhasznaldsdaval véges sok unio, metszet és komplementer
segitségével bizonyos B; = fi(A1,...,An), 1 < j < k, eseményeket. Rdgzitsink
valamely c1, ..., c, valos szamokat. A

k
ch ZCJ fJ Al,...,An))ZO
j=1

egyenldtlenség teljestil tetszdleges valdsziniiségi mezén definidlt tetszéleges Ay, ..., Ay
halmazokra, ha specidlisan teljesil abban a (2" szami) specidlis esetben, amikor mind-
eqyik Aj halmaz vagy az Q biztos vagy az () tres esemény.

A lemma bizonyitdsa. JelOlje Aj_l =\ A; az A; halmaz komplementerét. Vezessiik
be az A} = A, jelolést, és jeloljon (ki,...,kn), kj = £1, 1 < j < n, valamely n
hossztisagi +1 sorozatot. Irjuk fel mindegyik B; = f;(A1,..., Ay) eseményt konjunktiv
normélforma alakban. Felhasznalva, hogy a konjunktiv normalformaban diszjunkt hal-
mazok unidja jelenik meg, a vizsgalandd egyenlétlenség felirhatéd

3 d(ky,. .. kn)P (A’flm--.nA,’;n) >0 (A)

(l{l,...,kn): k‘j:il, j:l,...,n

alakban alkalmas d(k1, ..., k,) egylitthatékkal. Az (A) egyenl6tlenség nyilvan érvényes
minden Aj,..., A, halmazrendszerre, ha d(k1,...,k,) > 0 minden (kq,...,k,) argu-
mentumra. Ezért elég megmutatni, hogy amennyiben az (A) egyenl6tlenség teljesiil
minden olyan specialis esetben, amikor az A;, 1 < j < n, halmazok mindegyike vagy
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az ) biztos vagy az () lires esemény, akkor d(ki,...,k,) > 0 az Osszes (ki,...,kn,)
argumentumra.

Ezt megmutatando, rogzitsiink egy n hosszisagi (kq,...,k,) £1 sorozatot, és de-
finidljuk ennek segitségével A;,..., A, halmazoknak azt a sorozatat, amelyre A; =
Q hak; =1, 68 A =0, hakj = -1, 1 < j < n. Ezzel a vilasztdssal az (A)
formula baloldalan szereplé kifejezés d(kq, ..., ky,)-nel egyenld, ezért ez csak ugy lehet
nem negativ, ha d(ki,...,k,) > 0. Mivel ezt az érvet minden lehetséges (k1,...,ky)
+1 sorozatra alkalmazhatjuk, innen kévetkezik a lemma allitasa.

A wvaloszinidségszdmitdasi szita formula bizonyitdsa a lemma segitségével. A lemma alap-
jan elegend6 belatni a valdszinliségszamitasi szita formulat abban a specidlis esetben, ha
mindegyik A; esemény a biztos vagy az iires esemény. Ekkor ugyanis a szita formula bal
és jobboldalan szerepl6 kifejezések kiilonbségérol tudjuk, hogy egyrészt nagyobb vagy
egyenlé mint nulla, masrészt kisebb egyenld, mint nulla. Tekintsiik azokat az eseteket,
amikor az A; események kozott r darab biztos és n — r iires esemény van, 0 < r < n.
Feltehetjiik, hogy » > 1, mert r = 0 esetén, amikor mindegyik A; esemény az iires
halmaz, az azonossadg mindkét oldala nulldval egyenlé. Ha 1 < r < n, akkor 5; = (T)

!
az 1 < [ < r esetben, és S; = 0, ha Il >r. Ezért azl < r <n esetben a szita

formula jobboldalan all6 kifejezés Z( DIFLS = S0 (- 1)l+1( ) =1- Z(—l)l(?) =
=1

1—(1-1)" =1, a baloldali klfejezes pedlg szintén P(A; U---UA,) = P(Q) = 1.

Hasonlé meggondolasok alapjan a szita formulaban megfogalmazott egyenlotlensé-

gek igazoldhoz elég megmutatni azt, hogy 1 — Y (—1)"*1(7) <0, azaz Z( DY) <o,

S
ha 1 < s < r, és s paratlan szdm, és ZZO(—l)lG) > 0, hal < s < r, és s paros
szadm. (A bizonyitandé allitas ezen redukcidjdhoz gy jutunk a fenti lemma segitségével,
hogy r-val jeloljiik azon A; halmazok szamat, amelyekre A; = (2, és felirjuk, hogy mit
jelent a lemma szerint bizonyitandé &llitds ebben az esetben. Az r = 0 esetben az
ellenorizendo6 egyenlotlenségek nyilvanvaldan teljesiilnek, mert ekkor minden tekintett
kifejezés nulldval egyenlé.)

A bizonyitandé egyenlétlenségeket eldszor az g} esetben latjuk be, ahol [x]

s < |
jeloli az x szém egész részét. Felhasznélva az (f)) < (;) << ([2]) egyenldtlenségeket
2

0
azt kapjuk ebben az esetben, hogy

S ()-5(() (o) 0w
)-

S0 ()= () () - (7)) 20w =2
Az [L] < s < reset visszavezethetd az s < %] esetre a Z(—l)l(;") =— i CNUE

=0 l=s+1
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T r—s—1
— > (=DY(,") = (=) Y (—1)Y(]) azonosség segitségével, mivel ezen azonos-
l=s+1 =0
sag jobboldalanak az eléjelét ismerjik a r —s —1 < [%} egyenlotlenség miatt. Végiil

S
az s = r esetben l;)(—l)l(?) = 0, ezért a kivant egyenlotlenség ebben az esetben is
teljestil.

Ismertetem a szita formula egy hasonléan bizonyithato altalanositasat.

A szita formula egy altalanositasa. Legyenek adva tetszdleges A1, ..., A, események
egy (2, A, P) valdszintiségi mezén, és vezessiik be az N = N(w) valdsziniségi vdltozot,
amely egyend azon j indexek szamdval, amelyekre az w € A; reldcid teljesil. Ekkor

P(N =r)= Z(—l)i(Z —L_ T) Sitr, minden 0 <r <n szimra,
i=0
ahol
So=1, Sp= > P(4,n--NnA4;,), 1<k<n,

1<i1 << <n

Tovabbd ezen oOsszeq részletdsszegei felvdltva also illetve felsd becslést adnak a tekintett
valosziniségekre, azaz

E (—1)i (2 + T) Sivr > P(N=71) ha0<s<n-—r éss pdros szam.
1
i=0

E (1) <Z + r) Sitr <P(N=r) ha0<s<n-—r éss pdratlan szam.
i
=0

Megjegyzés. Mivel P(N =0) =1—P(A;U---UA,) és Sy =1 ez az eredmény az r = 0
esetben megegyezik a szita formulaval.

A szita formula dltaldnositasanak a bizonyitdsa. A szita formula bizonyitdsdhoz ha-
sonléan ebben az esetben is redukalhatjuk a bizonyitandé allitas igazoldsat arra a
specidlis esetre, amikor a tekintett A; események kozott k darab (2 biztos és n —k darab
iires esemény van, 0 < k < n. S6t, azt is feltehetjiik, hogy k > r. Ugyanis k < r esetén
a felirt azonossag illetve egyenlotlenségek mind a két oldala O-val, mig £k = r esetén
1-gyel egyenl6é. Ugyanis S,4; = 0, ha r + ¢ > k, ami minden ¢ > 0-ra teljesiil, ha k < r,
ha k < r. Ezért ebben az esetben a tekintett azonossig és egyenlotlenségek jobboldaldn
0 all. A k=r esetben S,1; =0, hai>1,és S.;9=1. Masrészt P(N =r) =0, ha
k #r,és P(N =r) =k, ha k = r. Ezekbél az allitasokbdl kovetkezik az allitds fenti
redukcidjanak a jogossaga.
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Mésrészt a tekintett specidlis esetben (amikor pontosan k darab biztos esemény
van, és a tObbi n — k esemény pedig tires) S,1; = (Tii), és (“gr) (H]fr) = (lﬁ) (k:T) Innen
a bizonyitandé azonossag jobboldalan all6 kifejezés

S ()= (7)) =S ()
(1) ("7-=09) gu )

=1,).
ha k& > r. Innen kovetkezik, hogy a felirt azonossag valéban érvényes. Az egyenlOtlen-

Il
=

(2

. .
ségek bizonyitasa hasonld, csak ebben az esetben a szdmolds végén a > (—1)° (k:T) =0

i=0
S .
azonossag helyett a szita formula bizonyitdsa sordn mér igazolt a > (—1)" (kzr) >0, ha
i=0
S .
0 <s<k—réss paros szdm, és _Z()(—l)z(kf) <0,ha0<s<k-—réss paratlan
1=
szam egyenlotlenségeket kell hasznalni.

Bebizonyitok egy hasonlé azonossdgot, amelyben a P(N > r) valésziniiséget sza-
moljuk ki az S; mennyiségek segitségével, azaz annak a valészintiségét, hogy legalabb
r A; esemény kovetkezett be. Megmutatom, hogy ez a formula egyszeriien levezethetd
az eléz6é eredményben bizonyitott a P(N = r) valdszintiséget kifejezé azonossiaghdl.

Formula a P(N > r) valésziniiség kifejezésére. A szita formula el6bb megfogalma-
zott dltaldnositasaban bevezetett jeloléseket alkalmazva felirhatjuk a

P(NZT):i(_l)i(i—f‘z—l

)Si—l—r» minden 1 < r <n szdmra,
i=0

azonossdgot, ahol

So=1, Sp= > P(4,n--NnA4;,), 1<k<n,

1<ip << <n

A formula bizonyitisa. A képlet r = n-re érvényes, mert P(N > n) = S,, és az
azonossag jobboldalan &ll6 kifejezés is ezzel egyenl6 az r = n esetben. (Ekkor az 6sszeg
csak az i = 0 tagot tartalmazza.) Az azonossigot r szerinti backward indukcidval és a
P(N = r) kifejezésre mar bizonyitott azonossag segitségével bizonyitjuk be. Ugyanis,
ha az azonossdgot tudjuk r + 1-re, akkor felirhatjuk a

P(N>r)=P(N=r)+P(N>r+1)

n—r . n—r—1 .
ifr+r ifr+T
=) (—1)( . )Si+r+ > (—1)( ; )Sz‘+v~+1
1=0 i=0
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n—r—1 n—r

azonossigot. Mivel > (=1)'("t")Siyrr1 = 3 (=1 ("*"7") Siyy, innen azt kap-
i=0 i=1

v B ( ) -( s

(1 —1
(_1)Z(Z+Z )Si+r+Sr7

juk, hogy

mivel (HZ'T) = (Z_Zizl) + (Z‘Jﬂ;_l)7 és ezt az azonossagot kellett bizonyitani.

Feladat:

Tekintsiik az el6adéds (és a jegyzet) elején megfogalmazott példat, és szamoljuk ki
az altalanositott szita formula segitségével annak valdszintiségét, hogy pontosan r,
r > 0, hazaspar tancol egyiitt. Mi e valdszintiség hatarértéke, ha n — oo?

Megoldds: Az eredeti feladat megoldasa soran kiszamoltuk, hogy Sy = % Ezért az
altalanositott szita formula alapjan annak a valdszinlisége, hogy az n hazasparbol
allé tarsasdgban az egyiitt tancolé hazasparok NN, szama pontosan r

PV, =)= 3 (1) ()5 - Sy ()i %Z(—n%
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