A Valészintiségszamitas I. eléadassorozat harmadik eléadasa.
2007. februdr 20.

A feltételes valdszintiiség.

Egy A esemény (halmaz) P(A) valdésziniisége azt méri, hogy mennyire tartjuk va-
l16szintinek ennek az A eseménynek a bekovetkezését. Viszont ha tudjuk, hogy egy
masik B esemény bekovetkezett, akkor ez a plusz informéacié megvaltoztathatja megité-
lésiinket errdl a valdsziniiségrol. Erdemes ezt a kérdést részletesebben is targyalni.
Ezért bevezetjik a P(A|B) feltételes valdszintliséget, amely az A esemény feltételes
valoszinliségét méri, feltéve a B eseményt, azaz azt, hogy a B esemény bekovetkezett.
A feltételes valdszinliség definicidja egyszerli, és néhany egyszerii és természetes tény
megértese utan jol tudunk vele szamolni. Viszont, mivel ez nagyon fontos fogalom,
érdemes t6bb példéat (lehetéleg dnalléan) megoldani annak érdekében, hogy a feltételes
valoszinliségekkel minél biztosabban tudjunk banni. El6szor megadom e fogalom pontos
definiciojat.

A feltételes valdsziniiség definiciéja. Legyen B egy olyan esemény egy (2, A, P)
valdszinidségi mezén, amelyre P(B) > 0. FEgy ugyanezen a valdsziniségi mezén lévd
A esemény P(A|B) feltételes valdsziniiségét feltéve a B eseményt (azaz a B esemény
bekdvetkezését) a

P(ANB)

P(AIB) = =55

képlet adja meg.

Megjegyzés: Csak pozitiv valészinliségi B események, azaz P(B) > 0 esetén definidljuk
a P(A|B) feltételes valdszintiséget.

E definicié szemléletes tartalma a kovetkez6. Ha a B esemény bekovetkezik, akkor
minden a B eseményt kizaré esemény feltételes valoszintisége, (feltéve a B eseményt)
nulla, tovabba tetszoleges A esemény feltételes valdszintisége megegyezik az A N B
esemény feltételes valdoszintiségével. Természetes feltenni, hogy az A N B esemény
P(ANB|B) feltételes valészintisége aranyos az AN B esemény P(ANB) valdsziniiségével.
Mivel P(B|B) = 1, ez sugallja a fenti definicot.

Annak érdekében, hogy jobban megértsiik a feltételes valdszinliség fogalmat tekintsiik
néhany feladatot.

1.) Egy szabélyos pénzdarabot feldobunk 10 alkalommal. Valaszoljuk meg a kovetkez&
két kérdést:
a.) Mi a valdsziniisége annak, hogy pontosan 6 fejdobés torténik?
b.) Mi a valdszintlisége annak, hogy pontosan 6 fejdobds torténik, ha tudjuk, hogy
az els6 pénzdobas eredménye fej?

Megoldds: Az a.) kérdésre a valasz az, hogy (160)2_10, mert (160) egymast kizard

eseményt kell figyelembe venni, és ezek mindegyikének 2710 a valdszintisége.
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A b.) kérdésre a feltételes valosziniiség formalis definicidjat nem ismerve a kovet-
kez6 valaszt adnank: Ez a feltételes valoszintiség (2)2_9, mert a feltétel teljesiilése

esetében (g) egymast kizaro eseményt kell figyelembe venni, azt, hogy a 2.-tél a 10.
dobésig a (2. és 10. dobast is beleszamitva), tehat 9 dobasban pontosan 5 fejdobés
tortént, és ezen események mindegyikének a valészintisége 27°.

A formalis definicié szerinti szamolasban kissé masképpen érveliink, de ugyanazt
az eredményt kapjuk. Jelolje A azt az eseményt, hogy a 10 dobasban pontosan
6 fejdobas tortént, és B azt az eseményt, hogy az els6 fejdobas fej. Ekkor a

P(A|B) = P}(;ég])g) feltételes val6szintiséget kell kiszdmolni. Tovdbba P(B) = 3,

P(ANB) = ()27, ezért P(A|B) = (})27°. A P(AnB) = (})27° azonosség
azért igaz, mert AN B az az esemény, hogy az els6 dobas fej, és az utana kovetkezo
9 dobésban pontosan 5 fejdobds tortént. Osszesen (g) ilyen dobéassorozat van, és
ezek mindegyikének 2719 a valdszintisége.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk kétszer egymas utan.

a) Mi a valdsziniisége annak, hogy lesz legaldbb egy hatos dobas?

b) Mi a feltételes valdsziniisége annak, hogy lesz legalabb egy hatos dobés, ha

tudjuk, hogy a két dobas értéke kiillonboz?

Megoldds: Minden (i,j5), 1 < i,5 < 6 dobéaspar valdszintisége %. Az a) kérdés
megvalaszolasdhoz 0ssze kell szdmolni, hogy hany olyan dobaspar van, amelynek
legalabb az egyik eleme 6-os. Hat olyan dobédspar van, amelyiknek az elsé eleme
6-0s. Ezenkiviil még 5 olyan dobaspar van, amelyiknek a masodik eleme 6-o0s, de
az els6 eleme nem hatos, tehat még nem szamoltuk. Ezért Osszesen 11 a feltételt
kielégité dobéaspar van, és a keresett valdszintliség %.
Vezessiik be az A eseményt, ami azt jeloli, hogy volt 6-os dobas és a B eseményt,
ami azt jeloli, hogy a két dobas értéke kiilonb6z6. A b) kérdés megvalaszoldasahoz a

P(A|B) = % feltételes valészintiséget kell kiszdmolnunk. Vegyiik észre, hogy

P(ANB) = %, mert 10 olyan dobéspar van, amely mind az A eseményben, mind
a B eseményben benne van. Vagy az els6 dobds hatos, és a a mésodik dobas nem
az, vagy az elsé dobéds nem hatos, és a masodik dobés az. Hasonléan, P(B) = %,
mert a B eseményt teljesité dobasparok elsé elemét 6, a masodik elemét 5-féleképp

vélaszthatjuk. Innen a keresett feltételes valészintiség P(A|B) = &.
(Latjuk, hogy az ebben a feladatban tekintett feltétel nélkiili és feltételes valdszi-

niiség kiillonbozik egymdastol, de eltérésiik kicsi.)

Reggel valaki hazulrél elmenve a lakaskulcsot elteszi, mégpedig tgy, hogy 0.5
valészintiséggel teszi a kabatzsebébe, 0.3 valdsziniiséggel a nadragzsebébe és 0.2
valészintiséggel a mellényzsebébe. A nap folyaman mindenfelé jar, ezért a lakaskulcs
a kabatzsebébol 0.1, a nadragzsebébdl 0.2, a mellényzsebébdl viszont 0 valdszinii-
séggel esik ki. Este hazatérve emberiink el6szor a kabat majd a nadragzsebében
keresi a kulcsot, de egyik helyen sem talalja. Mi annak a valdszintisége, hogy a
lakaskulcs ott van a mellényzsebében?

Megoldas: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy emberiink a lakaskulcsot a kabat
Ay, hogy a nadriag és As, hogy a mellényzsebébe tette. Jelolje tovabba B azt
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az eseményt, hogy a kulcs nem veszett el. Ekkor feltételeink szerint az A;, As
és Az események egymdst kizardak, P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3, P(A3) = 0.2
tovabba P(B|A;) = 0.9, P(B|A2) = 0.8 és P(B|As) = 1. Vezessiik be a C =
(BN Ay) U (BN Ay) U Az eseményt. Ekkor C jelenti azt az eseményt, hogy
emberiink este nem talalta a lakaskulcsot sem a kabat sem a nadragzsebében.
Ezért minket a P(B|C) = PEDB(Q,)C) feltételes valdszintiség érdekel. Viszont P(C') =
P(A1 N B) + P(AyN B) + P(A3) = P(B|A1)P(Ay) + P(B|A2)P(Ay) + P(A3) =
0.1-0540.2:0.3+02=0.31,és P(BNC) = P(BQ)A:;) = P(A3) = 0.2. Innen a

minket érdeklo feltételes valdszintiiség értéke % =35

A feltételes és hagyomanyos valésziniiség fogalmai kozott fogalmaz meg kapcsolatot a
kovetkez6 lemma.

Lemma. Legyen (Q, A, P) valdsziniiségi mezd, és legyen rajtva adva eqy B € A
esemény, amelyre P(B) > 0. Vezessik be a P, Pg(A) = P(A|B), A € A, hal-
mazfiggvényt a A o-algebran. Ekkor (2, A, Pp) szintén valdsziniségi mezd.

Bizonyitds: Pp(Q?) = 1, A o-algebra, azt kell még ellendrizni, hogy Pp c-additiv az
A o-algebran, azaz, ha A,, n = 1,2,..., diszjunkt halmazok, akkor Pp ( U An) =
n=1

> Pp(A,). Viszont ebben az esetben az A,, N B halmazok is diszjunktak, ezért
n=1

Pp ([_j An> T (@1 A”) ”B) o r (nf_jl(An mB))

P(B) B P(B)

ioz P(An N B) [e’e) o0
_ n=1 ) =Y " P(AB) = Pp(Ay).
n=1 n=1

Megfogalmaztam néhany egyszeri allitast a feltételes valdszintiségrél. Ezeket nem
kell feltétlentil megtanulni, mert olyan Osszefiiggéseket fejeznek ki, amelyekre magunktol
is rajoviink. Fontosabb inkdbb megérteni azt, hogy konkrét feladatokban hogyan hasz-
naljak ezeket az Osszefiiggéseket.

El6szor felidéztem a teljes eseményrendszer definicidjat (ldsd a Fazekas konyv 3.6
definiciéjat a 33. oldalon), ami lényegében nem mas mint a halmazelméletben szereplé
particié fogalmanak tjrafogalmazasa a valdszintliségszamitas nyelvén.

Teljes eseményrendszer definiciéja Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniségi mezd,
és azon A, € A események (halmazok) véges vagy megszamlalhatdan végtelen rendszere.
Azt mondjuk, hogy az A,, események teljes eseményrendszert alkotnak, ha azok diszjunkt
halmazok (mds széval egymdst kizdrd események), és |J A, = Q.

n
Megjegyzés: Ha egy A halmazt eldallitunk véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok
diszjunkt A,, halmaz uniéjaként, azaz A = A1 UA3 U A3U- - -, akkor egy ilyen el6allitdst
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az A halmaz particiéjanak neveziink. Ennek az altalanosan hasznélt fogalomnak a
felhaszndalasaval egy teljes eseményrendszert az ) biztos esemény particiéjanak is ne-
vezhetiink.

Teljes valdszintiség tétele. Alkossanak a B, halmazok pozitiv valésziniiségi halma-
zokbol allo teljes eseményrendszert. Ekkor tetszéleges A halmazra

P(A) = P(A|By)P(By) + P(A[By)P(Ba) + -+
(Lasd a Fazekas konyv 3.7 tételét a 33. oldalon.)
A Tétel bizonyitdsa:

P(A)=P(ANBy)+P(ANBy)+---=P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(By) + - - - .

Bayes formula. (lisd a Fazekas konyvben a 35. oldalon.)

P(B|A) = P(A|B)%, ha P(A) >0, és P(B) > 0.

Megfogalmaztam egy egyszerii eredményt, amelyet néha a teljes eseményrendszerrol
sz0l6 tételnek is hivnak. (Lasd a Fazekas konyv 3.10 Tételét a 36. oldalon).

Tétel. Legyen adva eqy A esemény és eqy By, Bs, - - -, teljes eseményrendszer. Ekkor
P(A|B;)P(B; , ,
P(B;|A) = — (4]B:) P(B:) manden i = 1,2, ..., szdmra.
> P(AIB,)P(B,)

Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy a felirt kifejezésben a szamlélo

P(A|B;)P(B;) = P(AN B;),

(o.) oo
a nevez6 pedig > P(A|B,)P(B,) = >, P(AnB,) = P(A).
n=1 n=1

Megjeqgyzés: Az el6zo tételben szerepl6 formula azért hasznos, mert a kovetkezd gyakran
el6fordulé probléméanak a megolddsdban segit. Ismerjiik egy A esemény P(A|Bj),
P(A|By), ... feltételes valésziniiségeit feltéve egy By, Bo, ..., teljes eseményrendszert,
de minket a P(B;|A), i =1,2,..., feltételes valdszintiségek érdekelnek. E tétel eredmé-
nye szerint ezeket egyszertien ki tudjuk szamitani, ha ismerjik a P(B,), n = 1,2,...,
valoszinliségeket is.

Konkrét esetekben ezekre az Osszefiiggésekre magunk is rdjohetiink anélkiil, hogy
a formalis képleteket nézziik. Tekintsiink néhany példat.
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Feladatok:

4.) Harom gép gyart csavarokat, az egyik 0.01 a mésodik 0.02 a harmadik 0.03 valdszi-
niiséggel gyart hibds csavarokat. A csavarokat egy raktarba viszik, és Gsszekeverik
azokat. Egy gyartott csavar 0.5 valdszintiséggel késziilt az els6 0.3 valdszintiséggel
a masodik és 0.2 valészintiséggel késziilt a harmadik gépen. Kivesziink egy csavart,
megnézziik, és azt talaljuk, hogy az hibas. Milyen valdszintiséggel késziilt a csavar
eme feltételek mellett az elsé gépen?

Megoldas: Jelolje A, As illetve Az azt az eseményt, hogy a csavar az els6, masodik
vagy harmadik gépen késziilt, B azt az eseményt, hogy a csavar hibas. Ekkor minket
a P(A1|B) feltételes val6sziniiség érdekel. Tudjuk, hogy P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3,
P(A3) = 0.2, tovabba P(B|A;) = 0.01, P(B|A3) = 0.02, és P(B|As) = 0.03. Ekkor
P(B) P(BNA))+P(BNAy)+ P(BN As3)
_ P(B|A)P(A,)
P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) + P(B|A3)P(As)
B 0.01-0.5
~0.01-0.540.02-0.3+0.03-0.2°

5.) Mi annak a valdszintisége, hogy egy (szabdlyos) dobdkocka mindkét dobédsédnak az
eredménye hatos feltéve, hogy legalabb az egyik dobés hatos?
Megoldas: Jelolje A; azt az eseményt, hogy az els6 dobas eredménye hatos, As
azt az eseményt, hogy a masodik dobas eredménye hatos. Akkor minket a P(A; N
As|A1 U Ag) feltételes valdszintiség érdekel. Viszont

P((A1NA) N (A1 UAg))  P(AyN Ay

P(A1 N AgA; U Ay) = ;

P(A; U Ay) - P(A; U A,
Mésrészt P(A; N Ag) = 5=, P(AjUAy) =1—P(A;1NAy)=1—2 =1l Innena

keresett feltételes valdszintiiség 11—1

A kovetkezd (egyszerti) feladat célja az, hogy Osszehasonlitsuk annak eredményét
az el6bb targyalt feladat eredményével, és megbeszéljiik mast jelent az a feltételt, hogy
két kockadobds koziil az egyik megnevezett dobds (példaul az els6 dobdas) hatos, és az
hogy adddott hatos dobéds. Képesek vagyunk-e szemléletiink alapjan szamolas nélkiil
megmondani, hogy melyik feltevés mellett nagyobb annak a feltételes valdszintisége,
hogy mind a két dobas hatos?

6.) Egy szabalyos dobdkockét feldobunk kétszer egymas utan. Mi annak a val6szint-
sége, hogy mind a két dobas hatos, feltéve hogy az els6é dobas hatos?
Megoldas: Jelolje A1 azt az eseményt, hogy az els6 dobas hatos, A, pedig azt az
eseményt, hogy a masodik dobéas hatos. Ekkor A; N As az az esemény, hogy mind a
két dobds hatos, és minket a P(A; N Az|A;) feltételes valdsziniiség értéke érdekel.

Viszont, P(A1 N Az|A;) = P(ﬁ(ff” = P(levl()fi()Az) = P(Az) = 3.




Ezutan a kovetkez6 feladatot targyaltam. (ldsd a Fazekas konyvben a 3.4 Példat a 32.
oldalon)

7.) Ha egy n létszamu csoportban r véletleniil kivalasztott didknak dolgozatot kell irni,
mi annak a feltételes valészinlisége, hogy a legrosszabb didknak is dolgozatot kell
irni, feltéve, hogy a legjobb didk is ir dolgozatot.

Megoldds: Jelolje A azt az eseményt, hogy a legrosszabb didk ir dolgozatot, B azt

az eseményt, hogy a legjobb didk ir dolgozatot. Ekkor mi a P(A|B) = ngz;?)

n—2
feltételes valészintiséget akarjuk kiszamitani. Viszont P(A N B) = (E‘)Q), mert

n
™

(:f:g) olyan vélasztas van, amelyben mind a legjobb mind a legrosszabb didk ir

dolgozatot, Osszesen ( ) valasztas van, és minden valasztas egyforma valészint.

33

r—1

n—1
Hasonl6an, P(B) = <(n>> Innen egyszerii szamolassal

3

P(A1B) = E; -

Az elbadas kiegészitésében tovabbi a feltételes valdszintiséggel kapcsolatos feladatot
leirtam e feladatok megoldédsaval egyiitt. Ott visszatértem erre a feladatra is, és
ismertettem annak egy masfajta heurisztikus elveken alapul6 targyalasat, illetve
azt, hogy miért ad ez a heurisztikus érvelés helyes eredményt.

Események fiiggetlensége.

Események és a késobb targyalandd valdszinliségi valtozok fliggetlensége a valdszinti-
ségszamitas legfontosabb fogalmai kozé tartozik. Heurisztikusan azt mondhatjuk, hogy
egy A esemény akkor fliggetlen egy B eseménytol, ha az A esemény bekovetkezése
vagy be nem kovetkezése nem befolyasolja annak a valdszintiségét, hogy a B esemény
bekovetkezik-e. Ez azt sugallja, hogy a B esemény akkor fliggetlen az A eseménytol, ha
P(B|A) = P(B). Ezt az Osszefiiggést atrendezve jutunk a kévetkez6 definiciéhoz.

Két esemény fiiggetlenségének a definicidja. Azt mondjuk, hogy eqy A és B
esemény figgetlen, ha P(AN B) = P(A)P(B).

Ez a definicié azonban 6nmagaban nem elegend6 szamunkra. Beszélni akarunk tobb
esemény fiiggetlenségérol is. Ezért a kovetkezo definiciét is bevezetjiik.

T6bb esemény fliggetlenségének definicidja: Az Ay, ..., A, események akkor (tel-
jesen) fuggetlenek, ha az {1,...,n} indexhalmaz minden {ji,...,jx} C {1,...,n} rész-
halmazdara

P(Aj, N---NAj) =P(Aj) - P(4;,).

Események végtelen Ay, As,... sorozata akkor €s csak akkor fiiggetlen, ha tetszdleges
pozitiv n egész szdmra az Ay, ..., A, események figgetlenek.
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Specidlisan n = 3 esetben ez a definicié a kovetkezot jelenti: Az A, B és C
események akkor fiiggetlenek, ha a kovetkez6 azonossagok mindegyike teljestil:

P(AN B) = P(A)P(B)

P(ANC) = P(A)P(C)

P(BNC) = P(B)P(C)
P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C).

Megjegyzés: Alabb bevezetjiik események paronkénti fliggetlenségének az irodalomban
szintén haszndlt fogalmét. Fontos, hogy események paronkénti fliggetlenségének és (tel-
jes) fiiggetlenségének a fogalmat meg tudjuk kiillonboztetni egymastol.

Események paronkénti fiiggetlenségének a definicidja. Legyen A, As, ..., ese-
mények (véges vagy végtelen) sorozata eqy valdsziniiségi mezén. Azt mondjuk, hogy
ezek az események pdronként figgetlenek, ha tetszbleges kiilonbozd szamokbdl allo (j, k),
J # k, indexekre P(A; N Ay) = P(A;)P(Ayg).

Megmutatandd, hogy az események (teljes) fliggetlenségének definiciéjaban szerepld
feltételek mindegyike fontos tekintsiik a kovetkezo feladatot.

Adjunk példat egy (€2,.A, P) valdsziniiségi mezére azon harom A, A és Az ese-
ményre, amelyekre P(Al N A2 N Ag) = P(Al)P(AQ)P(Ag), de az Al, A2 és A3
események nem filiggetlenek.

Egy lehetséges konstrukcio: Legyen Q = {1,2,3,4,5}, A az ) halmaz Osszes
részhalmazaibdl all6 o-algebra, P({1}) = =z, P({2}) = P({3}) = P({4}) = v,
P({5}) = 1 — z — 3y, alkalmas = és y szamokkal, P(A) = >  P({u}) minden

u€EA

A € A halmazra. Definidljuk az 4; = {1,2}, Ay = {1,3} és A3 = {1,4} hal-
mazokat. Ekkor Ay N As N Az = {1}, ezért P(A; N Ay N A3) = x. Masrészt
P(A;) = P(A3) = P(A3) = x +y. Valasszuk meg az x és y szdmokat 1gy, hogy
z = (z+y)®. Egy lehetbség erre, z +y = 3, és ekkor 2 = (z +y)® = 5, y = &,
tovabbd P({5}) = 2. Ebben a példdban P(A; N Ay N A3) = P(A1)P(A3)P(As3).
Viszont Al N A2 = {1} = Al N AQ N A3, fgy IlyﬂVéJl P(Al N AQ) 7& P(Al)P(Az)

Tehat a fiiggetlenség nem teljestil.

Lassunk példat arra is, hogy események paronkénti fiiggetlenségébol nem kovetkezik
azok fliggetlensége.

Példa: Definidlunk egy (£2,.4, P) valdsziniliségi mezét, azon harom A;, A, As-mal jelolt
eseményt, amelyek pdronként fliggetlenek, azaz P(A; N As) = P(A1)P(Az2), P(A1 N
Ag) = P(A1>P(A3) és P(AgﬂAg) = P(AQ)P(Ag), de nem teljesiil a P(Al ﬂAQﬂA:J,) =
P(A1)P(A3)P(A3) azonossédg, tehét ezek az események nem fiiggetlenek.

Alljon az (9, A, P) valészinfiségi mezében Q 4 pontbdl, a jobb szemlélhetSség
kedvéért legyenek ezek az (1,1), (1,2), (2,1), (2,2) pontok, alljon A az 2 halmaz Gsszes
részhalmazabol, és legyen P({(1,1)}) = P({(1,2)}) = P({(2,1)}) = P({(2,2)}) = 1.
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Tekintstik az Ay = {(1,1),(1,2)} Ay = {(1,1),(2,1)} és A3 = {(1,1

zokat. Ekkor teljesiilnek a P(A; N Az) = P(A1)P(As), P(A1 N Asz) = (Al)P(A3)
és P(Ay N A3) = P(Az)P(A3) azonossagok, mert P(A;) = P(A2) = P(A3) = 3, es
A1NA; =A1NAy=ANAs ={(1,1)}, P(A1NAy) = P(A1NA3) = P(A, ﬂA3) =
MéSI“éSZt, P(Al ﬂAQ ﬂAg) 7& P(Al)P(AQ)P(Ag), mert P(Al ﬂAQ ﬂAg) = ({(1, 1)})
%, és P(Al)P(AQ)P(A:;) =1

),(2,2)} halma-

Megjegyzés: n esemény fliggetlenségének a definiciéjaban 0sszesen 2" —n—1 nem trivialis
azonossag szerepel. (Az 1 elemi {j}, 1 < j < n, alaki részhalmazoknak megfelel§
P(A;) = P(A;) és az iires halmaznak megfelel6 1 = 1 azonossdgok automatikusan tel-
jesiilnek.) A nem trividlis azonossdgok egyikét sem lehet a fliggetlenség definicidjabol
elhagyni. Be lehet latni, hogy a definiciéban szereplé barmely nem trivialis azonossagot
elhagyva lehet konstrualni egy valdsziniiségi mezot és azon n olyan eseményt, amelyek
a fiiggetlenség definicigjaban szerepl6 Osszes tObbi nem trivialis azonossagot teljesitik,
de ezt az azonossagot nem. Ezért ezek az események nem fiiggetlenek.

Fogalmazzuk meg a fiiggetlen eseményekre vonatkozé tulajdonsidgok koziil a leg-
fontosabbakat.

Lemma. Ha Ay, ..., A, figgetlen események, és bevezetjik az A} =Aj és Aj_1 =Q\A4;
jeloléseket, akkor tetszbleges e; = +£1, 1 < j < n, sorozatra az AT, ..., A5 események
fiiggetlenek.

Indoklds: Elég belatni, hogy egy A; halmaz kicserélése az Aj_1 halmazra nem valtoztatja
meg a halmazrendszer fliggetlenségét. Tovabba az indexek szimmetria tulajdonsaga
miatt elég a j = 1 esettel foglalkozni. Ezutian a fliggetlenséget definial6 relacidk koziil
elég azokat ellendrizni, amelyekben a j = 1 index szerepel. Azt kell megmutatni, hogy
az Aq,..., A, események fliggetlensége esetén teljesil az

P((Q\A)NA, N---NA,) =P(Q\ A)P(A,) - P(A,)
azonossag minden 2 < [y < --- < I indexre. Viszont ekkor

P(Q\A)NA, N---NA)=PA,N---NA,)—PANA, N---NA)
= P(Ay,) -+ P(A,) — P(A1)P(Ay,) - - P(A)

= (1= P(A1))P(Ay) - - P(A)
P(Q\ A1) P(A) - P(AL).

Lemma. Legyenek Aq,..., Ay, B1,...,B,, események fliggetlenek eqymdstol. Tetszdle-

ges olyan C eseményre, amelyik elédllithato az A1, ..., A halmazokbol véges sok met-
szet, unio és komplementerképzés segitségével igaz, hogy a B1,...,B,, és C halmazok
fliggetlenek.

Emlékeztet6 1. Tanultdk, hogy ha adva van véges sok halmaz, akkor minden ezekbdl
a halmazokbol unio, metszet és komplementer képzéssel eldallithato halmaz megadhato
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ugynevezett konjunktiv vagy diszjunktiv normdlformdban. Ez a kovetkezot jelenti: Le-
gyen adva egy ) halmaz véges sok Ay, ..., A, részhalmaza, és jelolje A;l =Q\A4; az
Aj halmaz komplementerét, 1 < j < n. Vezessik be tovabbd az Ajl- = Aj jelolést és az
g; = £1, 1 < j < n, szdmokat valamint az dsszes lehetséges (€1, .. .,€p) alaki sorozathol
allo halmazt. Ekkor minden az A1, ..., A, halmazokbdl véges sok unio, metszet és kom-
plementer segitségével elddllithato C' halmaz megadhato a kévetkezé modon is: Létezik
az n hosszusdgi +1 sorozatokbdl dllo X2 halmaznak olyan J = J(C) C X részhalmaza,
amelyre
C= |J @AnAaZn---nAy)

(e1,.-sEn)EJ

(konjunktiv normdlforma), és létezik a 3 halmaznak olyan J = J(C) C X részhalmaza,
amelyre
C= () (A'UAZU---UAY)

(51,...,€n)€j
(diszjunktiv normdlforma).

Emlékeztets 2. Bdr erre nem lesz sziikségiink, idézzik fel a diszjunktiv és konjunktiv
normdlforma létezésének egy lehetséges indokldsdt. Mindegytk Aj, 1 < j < n, halmaz
elédllithato ilyen alakban. Ebben a specidlis esetben a J = J halmazt gy vdlasztjuk,
mint azon (e1,...,ey) sorozatok halmazdat, amelyeknek a j-ik koordindtdja ¢; = 1, a
tobbi koordindta tetszoleges. Ezutan elég beldtni, hogy amennyiben két By és By halmaz
elodllithato konjunktiv és diszjuntiv normadlformdban, akkor ugyanez igaz a BN By, B1U
Bs, Q\ By és Q\ By halmazokra is. Ez némi szdmoldssal megmutathatd. E szamoldsban
érdemes felhaszndlni az alabbi de Morgan formuldnak nevezett azonossdgokat, ame-
lyeket eqyébként is tudni kell: By UBs; = By N By, BN By = By U By, ahol B
jeloli a B halmaz komplementerét. Altaldnosabban, tetszoleges By, ... By halmazokra
BiUByU---UB, =B NByN---NBy, ésBiNByN---NBy, =B, UByU---UDBy,.

A lemma indokldsa: Minden ilyen C' halmaz felirhaté konjunktiv normalformaban, azaz

az el6bb bevezetett jeloléseket hasznédlva C' = U At N - N A®n alakban, ahol
(61,...,€n)€J
J egy n hosszisagi +1 sorozatokbdl allé6 halmaz. Tovabba az ebben a kifejezésben
szerepld A(e1,...,en) = A%t N --- N A események kiilonb6z6 (e1,...,e,) soroza-
tokra diszjunktak, és az A(ei,...,e,), B1, ..., B, események fiiggetlenek. Felirva
a fiiggetlenség definicdjaban szereplé azonossagokat ezekre a halmazrendszerekre, majd
azokat Osszeadva az Osszes (e1,...,e,) € J indexre megkapjuk a Lemma allitdsat.
Hazi feladat:

Legyenek Aq,...,A,, B1,..., By, olyan események egy (2, A, P) valdsziniiségi me-
z6n, amelyekre B, ..., By, diszjunktak, és A, ..., A,, B; fliggetlen események min-
den 1 < j < m indexre. Ekkor Ay,..., A, By + -+ B,, fliggetlen események.



Ezutan tekintettem néhany példat.

Feladatok fiiggetlen eseményekkel kapcsolatos problémakral.

Egy 100 tagi tarsasig minden egyes tagja egymastol fliggetleniil ﬁ valoszinti-

séggel betegszik meg. Mi annak a valdszintisége, hogy a tarsasagnak lesz beteg
tagja? A kapott eredményrél mit mondhatunk? Az nagyon nagy, (majdnem 1)
vagy nagyon kicsi (majdnem nulla) érték?

Megoldds: Jelolje A; azt az eseményt, hogy a tarsasig j-ik tagja megbetegszik.
Ekkor a P(A;) = Tloov és az A, események fiiggetlenek. Szamoljuk ki el6szor

a minket érdekl6 esemény komplementerének, azaz annak az eseménynek a valo-
100
szinliségét, hogy mindenki egészséges. Ez az () (Q\ A;) esemény valészintisége.
i=1
Mivel P(2\ 4;) =1 — és az A; események fiiggetlenségébol kovetkezik az
100

1\ A, események fiiggetlensége is, ezért P < N@Q\A4) | =(1- )100. Innen

1
1000°

. 1000
Jj=1
. ) ” , C e 1 100
a minket érdekl6 esemény valdszintisége 1 — (1 — M)

1/10
Végiil jegyezziik meg, hogy (1 — Wloo)loo = <(1 — T100)1000> ~ e /10 Ez a
szam nagyon kozel van az egyhez, ezért a minket érdekl6 valdszintiség értéke kicsi.
Tekintsiik a kovetkez6 valésziniiségi mezét. Q@ = {1,...,n}, ahol n valamely pozitiv

egész szam, A az () 6sszes részhalmazaibdl allo o-algebra,

az A halmaz szamossaga

P(A) =
(4) d
Legyen n = pi' - - - p;* az n szam primtényezds felbontésa, és definidljuk a kovetkezd
A; eseményeket: A; = {m: m oszthaté a p; szdmmal}, 1 < j < k. Legyen B =
{m: m relativ prim az n szdmhoz képest}. Mutassuk meg, hogy

a.) Az Aq,..., Ay események fliggetlenek.

k k
= - L 41t 6 . — 1) ynél ki 4 i}
b.) P(B) = j];[l (1 D; ), ezért Osszesen n jl;Il (1 pj) n-nél kisebb és az n-hez
képest relativ prim van.

Megoldds: A; = {pj, 2pj, ..., pﬂjpj} egy p%— szambdl allé halmaz, ezért P(A;) = pij’

1<j<k Az A; NA;,N---NA; halmaz az n-nél kisebb pj, ---p;, szdmmal

oszthaté szamokbdl all minden 1 < j; < jo < --+ < js < k sorozatra, ezért
Szamossaga o _f“p} ,és P(A;, NA;,N---NA,,) = > }.p, . Ez azt jelenti, hogy
J1 Js J1 Js
P(Ajl ﬂAjQ ﬂ“'ﬂAjs) = P(Ajl)P<A]2)P(A]g) minden 1 S jl < j2 < - <
js < k sorozatra, ezért az Ay, Az, ... A halmazok fliggetlenek.
k
Végil B = Q\ (A1U---UA,) = [ (Q\A4,). Ezért és az A; események fliggetlensége
j=1
k k
miatt P(B) = [[ P(?\ 4,) = [] (1 - Z%), ahonnan kovetkezik a B halmaz
=1 =1 ’

szamossagara megadott képlet.
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3.)

Husz héten keresztiil jatszunk a lottén. Minden héten kitoltiink (egymastdl fiigget-
leniil) 10 lottdszelvényt. Mi annak a valésziniisége, hogy pontosan két olyan hét
lesz, amelyen lesz harmas négyes vagy 6tos taldlatunk?

Megoldas: A 2. eldadés 6. feladatanak megolddsa alapjan annak a valdszintisége,
hogy egy kitoltott lottoszelvény tartalmaz harom, négy vagy ot taldlatot

L)) EEE
e () ‘

Annak a valdsziniisége, hogy valamely héten van harom vagy négy taldlatunk
ugy szamolhato ki, hogy tekintiink 10 fiiggetlen kisérletet, amelyek mindegyike p;
valoszinliséggel kovetkezik be, és annak valészintiségét kivanjuk kiszdmolni, hogy
ezen kisérletek legaldbb egyike sikeres. Annak valészintisége, hogy nem volt sike-
res kisérlet (1 — p1)!9, fgy annak a valészinfisége, hogy volt (legaldbb egy) sikeres
kisérlet po = 1 — (1 — p1)!%. Tehdt minden héten p, valdsziniiséggel kovetkezik
sikeres lottészelvény kitoltés. Annak valdszintisége, hogy az i-edik és j-ik (példaul
a harmadik és 6t6dik) héten kovetkezik be sikeres lottdkitoltés, a t&bbi héten pedig
nem p3(1 — po)'8. Mivel az ilyen hétpdrokat (%)-féleképp valaszthatjuk ki, a kere-
sett valoszinliség

(220>p§(1 R (220> (1= (1 =p)")" (1 —py)'™
— (20> 1— (1 L+ )R+ > 10

(5)

(1 1)) <(>)+ (5)6) ) -

Feldobunk egy szabalyos pénzdarabot végtelen sokszor egymés utan. Mi annak a
valoszinlisége, hogy pontosan az 6todik dobasban jelenik meg az elsé fej-dobds?
Mi annak a valdszintisége, hogy a masodik fej-dobas pontosan 6t dobassal az els6
fej-dobas utan koévetkezik be?

Megoldas: Akkor lesz az els6 fej-dobas az 6todik dobds, ha el6szor négy iras-
dobas majd egy fej-dobas torténik. Ennek valdszinlisége (%)4 . % = (%)5 Ha-
sonléan, annak a valészintisége, hogy a k-ik dobds lesz az elsé fej-dobas 27,
k =1,2,..., annak valoszinlisége pedig, hogy a k-ik dobds lesz az elso fej-dobas,
uténa pedig 5 dobas milva kovetkezik be a masodik fej-dobas 27% . 275 = 27+=5,
Annak a valdszintiségét, hogy az els6 és masodik fej-dobas kézott pontosan 5 dobas
kovetkezik be kiszdmolhatjuk tgy is, hogy kiszamoljuk minden k£ = 1,2, ... szamra
kiszamoljuk annak valdszintiségét, hogy a k-ik dobas volt az elsé és a k + 5-ik dobéas
a masodik fej-dobas, majd osszegezunk k=1,2,...-ra. fgy azt kapjuk, hogy a

keresett valésziniiség Z 27F=5 =275 Z 27k =275,
k=1 k=1
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5.) Egy szabdlyos érmét feldobunk egymas utan egészen addig, amig méasodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobdssorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintisége,
hogy az utolséelotti dobas eredménye fej?

Megoldas: Az esemény, amelyiknek a valdszintiségét ki akarjuk szamolni, a ko-
vetkezd modon is jellemezhet6: El6szor k darab frasdobas torténik valamely k& =

0,1,2,..., szammal, majd utana két fejdobas kovetkezik be. Ennek a valdszintisége
i 1\* 1 1_1§:1 2 1
2 2 2 44~2k 4 2
k=0 k=0

6.) Legyenek A; ..., A, fiiggetlen események, amelyeknek ismerjik P(A4;), 1 < j <

n, valosziniiségeit. Szamitsuk ki annak a valészinliségét, hogy pontosan k darab,
illetve hogy legalabb k darab A; esemény kovetkezik be, 0 < k < n.
Megoldds: Az, hogy pontosan k darab A; esemény kovetkezik be azt jelenti, hogy
léteznek olyan 1 < j; < jo < --- < ji < n szdmok, hogy az A;,,..., A;, események
bekovetkeznek, mig s # j;, 1 <1 < k, 1 < s < n indexekre az A, esemény nem
kovetkezik be, azaz az A, esemény kovetkezik be. Ennek valészintisége rogzitett
1 <j1 <j2 <-- < jr <n indexekre

k

P(AjN---NA; 0 M A =[] P, 11 (1=P(Ar)).

SE{I,...,TL}\{jl,...,jk} s=1 te{l,...,n}\{jl,...,jk}

fgy annak a valészintisége, hogy pontosan k darab A; esemény kovetkezik be

P, = Z P(Ajlﬂ---ﬂAjkﬂ m As)
(J1seesdr):1<g1<g2 <4 <n s€{l,....,n}\{Jj1,....Jx }
k
= > 117, I1 (1— P(A).
(J1,-dr):1<g1<ga < <n s=1 te{l,...,n\{j1,-.dx}

Annak a valésziniisége, hogy legalabb k darab A; esemény kovetkezik be @ =
B
I=k

Gyakran talalkozunk az alabbi kérdéssel, sokszor egy Osszetett feladat részfelada-
taként. Tekintsiink bizonyos Aq, ..., A, eseményeket, és szamitsuk ki annak a valdszi-
niségét, hogy legalabb az egyikiik bekovetkezik. Formalisan megfogalmazva, szamitsuk
kia P(A;U---UA,) valészinliséget.

A kovetkez6 két fontos specialis esetben meg tudjuk oldani ezt a feladatot:

a) Ha az Aj,..., A, események diszjunktak, azaz A; N A; =0, hai#j,1<4,j <n,
b) Ha az Ay,..., A, események fiiggetlenek.

Az a) esetben
P(AiU---UA,)=P(A))+ -+ P(Ay,).
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A b) esetben

P(AU---UA)=1-P@A, U UA,) =1-P(A, N---NA4,)

=1-P(A;)---P(A,)=1-(1-P(A1))--- (1 - P(Ay))

ahol A = Q\ A az A esemény komplementerét jeloli. (A fenti szdmoldsban ki-
hasznéltuk azt az eredményt, amely szerint, ha A;,..., A, fiiggetlen események,

akkor Ay,..., A, is az.)

Mit mondhatunk az altaldnos esetben, ha a tekintett A;, As,..., A, események
nem feltétleniil diszjunktak és nem feltétleniil fliggetlenek? Ez nehezebb kérdés, és
az &ltalanos esetben a P(A; U --- U A,,) valdsziniiséget nem lehet kifejezni csak a
P(A;) valészinliségek segitségével. De ebben az esetben is van egy hasznos és tar-
talmas eredmény, az ugynevezett szita formula, amely lehet6vé teszi a P(A1U---UA,,)
valészintiség kiszamitasat bizonyos plusz informaciok segitségével. Ismertetem ezt az
eredményt. A kovetkezd el6adasban targyalni fogok egy olyan feladatot, amelyet ennek
az eredménynek a segitségével tudunk megoldani.

A kombinatorikaban is van az ismertetetendo eredménynek egy megfeleléje, amelyet
szintén szita formuldnak neveznek. Erdemes ezt a két eredményt, amelyek, mint kés6bb
latni fogjuk valdjaban ekvivalensek, parhuzamosan ismertetni. Annak érdekében, hogy
megkiilonboztessiik 6ket kombinatorikus és valdszintiségszamitasi szita formularol fogok
beszélni.

El6szor a kombinatorikus szita formulat ismertetem: Legyen adva egy véges A
halmaz, amely el6all bizonyos nem feltétleniil diszjunkt A;, 1 < j < n, halmazok
A=A UA3U---UA, unidjaként. Szeretnénk megszamolni az A halmaz elemeinek |A|
szamat. Tekintsiink egy olyan esetet, amikor erre kozvetleniil nem vagyunk képesek,

de meg tudjuk szamolni az A; halmazok elemeinek |A;| szdmat minden 1 < j < n

szamra. Ekkor az S = ) |A;| mennyiség természetes becslés lenne az |A| szamra. De
j=1

ez csak egy felsO becslés az altalanos esetben, mert egy olyan elemet, amely mind az

A; mind az A; halmazban benne van valamely 7 # j indexpdrra kétszer szamoltunk

az S kifejezésben holott csak egyszer kellett volna. Ezt korrigdlandé vezessiik be az

So = >, |A; N Aj| Osszeget, és vegyiik az S; — Sy becslést. Ekkor azonban csak
1<i<yj<n
az S1 — So < |A| egyenl6tlenséget kapjuk, mert példaul egy olyan elemet, amely harom
halmazban van benne haromszor szamoltuk az S; Osszegben és haromszor vontuk le
az So Osszegben. (Ha az A;, A; és Aj halmazban van a tekintett pont akkor pozitiv
elgjellel szamoltuk az Sy Gsszeg |A1|, |Az| és |As| tagjaiban és negativ el&jellel az S
Osszeg |A; N Aj|, |A; N Ag| és |A; N Ay| tagjaiban. Ezért korrigdljuk ezt az Gsszeget.
Vezessiik be az S5 = > |A; N A; N Ayg| kifejezéseket. Ekkor be lehet latni, hogy
1<i<j<k<n

S1—S2+ 53 > |A]. Ha azonossdgot akarunk kapni akkor ezt a korrekcids eljarast tovabb
kell folytatni, mert példaul a 4 kiilonb6z6 A; halmazban szerepld elemeket figyelembe
véve ... A fenti, kissé nagyvonalian targyalt gondolatmenetet részletesebben kidolgozva
és folytatva a kovetkezo eredményhez jutunk.
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Kombinatorikus szita formula. Legyencek adva bizonyos véges sok elemet tartalmazo
A1, ..., A, halmazok, és tekintsik ezek A = A1 U As U ---U A, unidjdat. Jeldlje | X| egy
véges X halmaz elemeinek a szdmdt. Az A halmaz elemeinek |A| szdmdt a kévetkezd
formuldval fejezhetjiik ki. Vezessiik be az

Sp = > |Aj, N--NAjl, 1<k<n,

1<j1<--<jp<n
mennyiségeket. FEkkor
Al = [A1U--UAp| =81 — So+ S5 — -+ (=1)"S,.

Tovabba,

Si—S=> A4l > |A4NAI<IA =AU UA| <S5 =) |4
=1 j=1

1<j<k<n

és altalaban

21 20—1
S (=D)MIS <Al = [A U U4, <) (-1)Fs,
k=1 k=1

minden | indexre. (Legyen Sy =0, ha k > n.) Ez az egyenlétlenség azt jelenti, hogy a
kombinatorikus szita formuldban szerepld S1—Sa+Ss—- - eldjeles 6sszeq paratlan szami
tagot tartalmazo részletésszegei felsé €s paros szama tagot tartalmazo részletosszegei also
becslést adnak az |A| = |A1 U---U A, | mennyiségre.

Ezen eredmény valdszinliségszamitasi megfeleloje, a valdszintiségszamitasi szita for-

mula, hasonlé eredményt allit bizonyos Ay, ..., A, események uniéjanak a valésziniisé-
gérol.
Valészintliségszamitasi szita formula. Legyenek adva tetszéleges A1, ..., A, esemé-

nyek egy (2, A, P) valészintiségi mezén. Ekkor
P(AlUUAn) :Sl_SQ+SS_"'+(—1)n+ISn,

ahol
Sy = > P4, N N4

1<ii<-<jr<n

Tovdbba,

S1 — Sy :iP(Aj)— > P(A;jNA) <P(AU---UA,) < S =) P(4))

1<j<k<n j=1
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és altaldban

21 20—1
D (—DFHS, < P(A U UA,) <) (—1)FHLS,
k=1 k=1

minden | indexre. (Legyen Si =0, ha k > n.) Ez az egyenlétlenség azt jelenti, hogy a
P(A1U---UA,) valdsziniséget a szita formuldban kifejezd S1—So+S3—- -+ eldjeles dsszeg
pdratlan szami tagot tartalmazo részletosszegei feliilrol és paros szdma tagot tartalmazo
részletosszegei alulrol becstlik meg a vizsgalt valdsziniséget.

Hazi feladat:

Mutassuk meg, hogy a valdsziniiségszamitasi szita formula a korabban ismertetett
képleteket adja specidlis esetként diszjunkt vagy fliggetlen Aq,..., A, események
uniéjanak P(A; U---U A,,) valészintiségére.

Kiegészités. Tovabbi feladatok a feltételes valosziniliség kiszamolasarol.

1.)

Egy didk a feltett kérdésre (harom lehet&ség koziil kell kivalasztani a helyeset) p
valészintiséggel tudja a jo valaszt. Ha nem tudja, akkor tippel, és ez % val6szi-
niiséggel ad helyes eredményt. Mi a feltételes valdszinlisége annak, hogy tudja a

valaszt feltéve, hogy jo valaszt adott?

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy tudja a jé vélaszt, B azt az eseményt,
hogy j6 valaszt ad. A P(A|B) = Pl(;?g])g) feltételes valoszintliség értékére vagyunk
kivdncsiak. Ekkor P(AN B) = P(A) = p, P(B) = P(ANB) + P(ANB) =
P(A) + P(B|A)P(A) = P(A) + (1 — P(A))P(B|A) = 3 = p+ i(1 — p). Innen
P(A|B) = ==

p+5(1-p)

Egy urnaban z zold és s sarga golyé van. Egymas utan kihtzunk négy golyét tgy,
hogy minden hiizés utéan a golyét visszadobjuk az urnéba, és vele egylitt az urnaba
dobunk 2 ellenkez6 szinii golyét. Mi a valdszintisége egy zold, zold, zold, sarga
hizéassorozatnak?

Megoldas: Szamoljuk ki el0szor annak a valészinliségét, hogy az els hizés ered-
ménye Z=(zold), annak feltételes valdsziniiségét, hogy a mésodik hizas Z, feltéve,
hogy az els6 huzas Z, annak a feltételes valésziniiségét, hogy a harmadik hizas
eredménye Z feltéve, hogy elotte Z, Z és annak feltételes valdszintiségét, és hogy
a negyedik huzas eredménye S feltéve, hogy el6tte 7, Z, Z huzéas tortént. Ez a

R, . , o rw s P P 2 5+6
valosziniiség, illetve ezek a feltételes valoszintiségek —*— o) T3 TTA) TretE A
z s+6

z_j—s ) Z+§+2 " 24544 zFs46°

A Fazekas konyv egyik feladata (3.4 Példa a 32. oldalon) arrdl szél, hogy ha
egy n létszamu csoportban r véletleniil kivalasztott diaknak dolgozatot kell irni,
mi annak a feltételes valészinlisége, hogy a legrosszabb didknak is dolgozatot kell
irni, feltéve, hogy a legjobb didk is dolgozatot ir. Heurisztikusan igy érvelhetiink,
hogy ha a legjobb didk dolgozatot ir, akkor annak (feltételes) valészintisége, hogy
a legrosszabb didk is dolgozatot ir, azzal egyenl6, hogy a maradék n — 1 didk koziil

ot is kivalasztjak a maradék » — 1 dolgozatird kozé, tehat ;j Kissé pontosabban,

keresett valdszintiség
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annak valésziniisége, hogy mind a ketten dolgozatot irnak, %, annak, hogy a
legjobb diak dolgozatot ir -, ahonnan kovetkezik az allitas. Ha a konyvben szerepld
eredményt egyszertibb alakra hozzuk, latjuk hogy az eredmény helyes. Adjunk
kozvetlen, a szemléletet koveté preciz bizonyitast arra, hogy a fenti formuldk az
adott valdszintiségekre helyesek.

Megoldas: Az urna visszatevés nélkiili hizas modelljének érvelését alkalmazhatjuk
ebben az esetben is. Tegylik fel, hogy egymas utan kivalasztjuk a dolgozatot irokat,
Minden lépésben az eddig ki nem valasztottak valamelyikét valasztjuk ki egy-
forma valdszintiséggel. Ha kijeldljiik (az urndbdl valé hizasndl szereplé érvelést
haszndlva) egy kiilon (egy elemii) csoportba a legjobb, egy kiilon (egy elemii) cso-
portba a legrosszabb didkot, egy kiilon csoportba az Osszes tobbit, akkor rogzitve
egy 1 < j,k <r,j+# k szampart kapjuk, hogy annak a valészinlisége, hogy a j-ik
valasztasnal valasztunk az els6, a k-ik valasztaskor a maésodik csoportbdl, meg-
egyezik annak a valdszintiségével, hogy az els6 valasztaskor véalasztunk az els6 és a
masodik valasztaskor a masodik csoportbol. Ennek valészintiisége viszont ﬁ
Mivel a fenti események kiilonb6z6 (j, k) szdmparokra kizarjak egymaést, ezért an-
r(r—1
nEn—l)) :
Hasonléan, lathaté, hogy annak a valdszintlisége, hogy a legjobb didk dolgozatot ir

az ~ szammal egyenlo.
n

nak valdszinlisége, hogy a legjobb és a legrosszabb didk is dolgozatot ir

Adott két varos, az igazmondok és hazugok varosa. Az igazmondok varosaban egy
kérdésre 0.9 valdszinliséggel helyes a hazugok varosaban pedig 0.8 valdszintliséggel
hamis valaszt adnak. Megérkeziink véletleniil az egyik varosba, egyforma, azaz %
valoszinliséggel az igazmondok vagy a hazugok varosaba. Megkérdezziik az els6
embert, akivel taldlkozunk, hogy az igazmonddk varosaba értiink-e. Azt a vélaszt
kapjuk, hogy nem. Mi a valdszintisége annak, hogy az igazmonddk varosaba érkez-
tiink?

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy az igazmondok varosdba érkeztiink, és B
azt az eseményt, hogy a véletleniil megkérdezett ember azt valaszolja kérdésiinkre,
hogy nem az igazmondok véarosaba érkeztiink. Ekkor minket a P(A|B) feltételes
valészintiség értéke érdekel. Tudjuk tovabbd, hogy P(A) = %, P(BJA) = 0.1,
P(B|A) = 0.2. (Az els6 esetben az igazmonddk varosaban megkérdezett ember
hazudik, a masodikban a hazugok varosiban megkérdezett ember igazat mond.)
Ezért

P(ANB) P(BJA)P(A) 0.1-0.5 1

P(A|B) = P(B) ~ P(BJA)P(A)+ P(B|A)P(A)  01-05+02-05 3

Egy teszt-vizsgan, ahol harom lehet6ség koziil kell kivélasztani a helyes vélaszt
ketten vesznek részt. Az elsé résztvevo py, a masodik résztvevo pedig py valdszini-
séggel tudja a helyes valaszt, tovabba a vizsga két résztvevije egymastdl fliggetleniil
tudja vagy nem tudja, hogy mi a helyes valasz. Mindkét résztvevo a jo valaszt
jeloli meg, ha tudja azt, ellenkez6 esetben pedig mindentdl fliggetleniil egyforma
valoszinliséggel véletleniil bejeloli a harom lehetséges véalasz valamelyikét. Mi a
feltételes valészinlisége annak, hogy mind a két résztvevo a helyes valaszt jelolte
be, feltéve, hogy ugyanazt a valaszt adta?
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Megoldds: Jelolje A azt az eseményt, hogy az elsé didk jol valaszol, B azt az
eseményt, hogy a masodik didk jol valaszol, D azt az eseményt, hogy mind a két
jelolt az elsoként felsororolt feltiintetett rossz valaszt D, pedig azt az eseményt,
hogy mind a két jelolt a masodiknak felsorolt rossz vélaszt adja. Ekkor C' = (AN
B)UD,UDs jeldli azt az eseményt, hogy a két didk egyformén vélaszol. Benniinket a

P(ANB|C) = BURER9) = o LB feltételes valésainiség érdekel. Viszont

P(A)=p1+ %(1 —p1) = %, P(B) = %, és az A és B események fliggetlenek.
Innen P(AN B) = 1220 . 22 p(C) = R(AN B) + P(Dy) + P(Dy) = 22 .
L2pe glop . 1oP2 Ugyanis P(Dy) = P(Ds) = (1_—3]’1) : (1_—3”2), mivel az els6 jelolt
akkor adja az elsé rossz valaszt, ha nem tudja a helyes valaszt, és a harom lehetoség
koziil az elsé rossz valaszt jeloli ki, és ennek a valdszintisége (1 — pl)%. Annak a
val6szintlisége, hogy a mésodik jelolt ugyanezt a vélaszt adja (1 — pg)%, a két jelolt
(1*3191) . (1*3792)‘

egymastdl fliggetleniil valaszol, ahonnan P(D;) = Hasonléan, a

P(Dy) valdszintiségre ugyanazt az értéket kapjuk. Innen

(14 2p1)(1 + 2p2)
(14 2p1)(1 4 2p2) +2(1 — p1)(1 —p2)

P(ANB|C) =

Bizonyitsuk be a kovetkez6 azonossagot, amelyet teleszkép szabalynak is szoktak

nevezni: Ha adva vannak Ay, ..., Ax események egy valosziniiségi mezon, amelyekre
P(A1N---NAg) >0, akkor

P(Ain---NAg) = P(A1)P(A2|A1)P(As|A1 N Ag) - - P(Ag|A1 N -~ N A1)
Megoldds:

P(A)P(Ag|Ay)P(As|Ay N Ag) - P(Ag|Ar M-+ N Ap_y)
_ P4 )P(Al NAz) P(A1NA3NAs)  P(AiNAy - NA1 N4y
VT P(AY) P(A; N Ay) P(A NN Ap_q)

:P(A10A20~'~ﬂAk).

Két kiilonboz6 fardl leszednek 100 almat, és beteszik két kiilonb6z6 (megkiilon-
boztethetetlen) 1lddédba. Ez egyik fardl szedett almak (egymdstdl fiiggetleniil) 1
a masik fardl szedett almék pedig (szintén egymdastdl fliggetleniil) 1—10 valészinti-
séggel férgesek. Kivesziink az egyik (véletleniil kivalasztott) 14dabol két almat és
mind a kettd férges. Ezek utan kivesziink a masik ladabdl egy almat. Mi annak a
valészintisége, hogy ez az alma mar nem férges?

Megoldds: Ertsiik meg el6szor pontosabban a feladatot. Jelolje B azt az eseményt,
hogy els6 alkalommal a rosszabb fardl leszedett almakat tartalmazé ladahoz nyu-
lunk. Ekkor egyrészt P(B) = % Masrészt, ha egymaés utan, esetleg valtogatva a
lddakat kivesziink egymas utan a ladakbol almakat, definidljuk a ji,..., jx hizés-
sorozatot, ahol mindegyik js = +1, j; = 1, js = 1 azt jelenti, hogy a s-ik hizas

soran az elsének kivalasztott ladabol, j; = —1 pedig azt, hogy a masik ladabdl
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valasztottunk almat, akkor A(ji,...,j,)-nel jelélve azt az eseményt, hogy minden
kivalasztott alma férges, felirhatjuk, hogy

1 U(J1s--30n) 1 n—u(j1,---,Jn)

B 1 U(J1y--e0n) 1 n—u(j1,---,Jn)

ahol u(j1,...,7n) jeloli a ji, ..., j, sorozatban szerepl6 +1 jelek szamat. Hasonl6an
fel tudjuk irni annak feltételes valdszintiségét, hogy egy el6irt hizassorozat esetén,
amelyikben megmondjuk, hogy mikor melyik 1l4dabdl hiztunk almat a férges és
jo almahtuzasoknak el6irt sorozata jelenik meg, feltéve a B eseményt vagy an-
nak komplementerét, a B eseményt. Jelolje C' azt az eseményt, hogy az elsé két
huzésban férges almat hizunk, D pedig azt, hogy a harmadik hizasban (a lida
megvialtoztatdsa utdn) jé almat hiuzunk. Ekkor a P(D|C) = P;CEB)D) feltételes

valészintiséget akarjuk kiszamolni. Viszont,

P(C) = P(C|B)P(B) + P(C|B)P(B) =

P(CN D)= P(CND|B)P(B)+ P(CND|B)P(B)
1({/1\*9 1\°3 51
25(@ E+(1_o> z)zm-

Innen P(D|C) = Pg’gg? =3

Egy vizsgan 19 didk vesz részt. Osszesen 11 vizsgakérdés van, amelyek koziil minden
didk kettot kap. 9 didk kivaléan, 6 didk jol, és négy didk kozepesen késziilt fel. Egy
kivaléan felkésziilt didk mind a 11 kérdésre jol tud valaszolni, egy jol felkésziilt
didk 8-ra, egy kozepesen felkésziilt didk pedig 6-ra. Egy didk helyes valaszt ad
mind a két kérdésre. Mi annak a valdsziniisége, hogy 6 a jol felkésziilt didkok kozé
tartozik?

Megoldas: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a tekintett didk a kivaléan, As hogy a jol
és As, hogy a kozepesen felkésziilt didkok kozé tartozik. Jelolje B azt az eseményt,
hogy mind a két kérdésre jol valaszol. Ekkor a P(As|B) feltételes valdsziniiséget
kell kiszdmolnunk. Viszont P(4;NB) = 3, P(A;NB) = 5(3)?, és P(A3sNB) =
4 ()2, ahonnan P(B) = P(A{NB)+P(A:NB)+P(A3NB) == 5+ 3 (&)2+

19\11
4 6N\2 _ 147 4 _ P(A:0nB) _ 664 _ 128
és P(Az|B) = P(B) 14711 — 539"

15(11)" = e
Egy utazé az utlevelét keresi irdasztalanak 6 fidkjaban. De egyaltalan nem biztos,
hogy az tutlevél az iréasztalban talalhaté. Ennek valdszintisége 0.9, és az ttlevél
egyforma valdsziniiséggel lehet mindegyik fiockban. Mennyi annak a valészintisége,
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hogy az utlevél a 6. fiokban van, ha az utazé az elsé 5 fiokot mar kinyitotta, de
ezek egyikében sem talalta az ttlevelét?
Megoldds: Jelolje A;, 1 < j <6, azt az eseményt, hogy az ttlevél a j-ik fiokban van,

6
flj ennek az eseménynek a komplementerét, és legyen B = (J A; az az esemény,
j=1
hogy az tutlevél valamelyik fickban van. Tudjuk, hogy P(A;) = P(A;|B)P(B) =
%-0.9 minden 1 < j < 6 indexre, és az Aj;, 1 < j < 6, események diszjunktak. Ezen
észrevételek alapjan a feladatot igy fogalmazhatjuk at: Adott 6 egymaést kizaro
Aj, 1 < j <6, esemény, és mindegyiknek a valdszintisége % -0.9. Szamoljuk ki az
Ag esemény feltételes valészinliségét ama feltétel mellett, hogy az A;, 1 < j <5,
események egyike sem kovetkezik be.

AP<A6

5 5
Aj> feltételes valoszintiséget kell kiszamolni. Masrészt Ag C [ A;.
=1 j=1
5 _
Ezért P AG N m A] = P(A(;), és
=1

1=

P a ﬂ APt ___ Pl Pl
i=1 P (m Zg) 1—-P (.U Aj> 1 - ElP(Aj)
j=1 J=1 =
Innen
p(a (5]21 _ 095 9 3
i1 ) 1-5.09-5 60-45 5
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