A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat tizenharmadik el6adasa.
2007. mdjus 15.

A nagy szamok torvényét fogom targyalni. Felidézem a nagy szamok mér targyalt
gyenge torvényét, és megfogalmazom a nagy szamok erds torvényét is. Annak érde-
kében, hogy az eredményeket jobban megértsiik felidézek néhany korabban targyalt
fogalmat és eredményt. A bizonyitasok jelent6s részét elhagyom, vagy a nem kotelezd
Kiegészités részben ismertetem.

A nagy szamok ero6s torvénye.

Targyaltuk a nagy szamok gyenge torvényét. Ez az eredmény azt mondja ki, hogy ha

&1,&9, ..., fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok sorozata, és tekintjik e
n

valoszintiségi véltozok S, = > §;, részletOsszegeit és % atlagait minden n = 1,2, ...
j=1

szamra, akkor ezek az % atlagok sztochasztikusan konvergalnak az &; valdsziniiségi
valtozé E¢; varhato értékéhez. Belattuk, (a Csebisev egyenl6tlenség segitségével), hogy
a nagy szamok gyenge torvénye érvényes akkor, ha a &; valdszinliségi valtozonak 1étezik
szorasnégyzete. Valdjaban ez a feltétel lényegesen gyengitheté. Megmutatom, hogy
fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk atlagai nagyon altalanos feltételek mellett nemcsak
sztochasztikusan, hanem egy valdszinliséggel is konvergalnak a &; valészintiségi valtozo
E¢; varhaté értékéhez. Ezt az eredményt nevezik a nagy szamok erés torvényének. Meg-
fogalmazom az emlitett eredményeket és fogalmakat pontosan, és targyalni fogom ezen
eredmények egymassal valé kapcsolatat. Sok eredményt csak kimondok, de idéhiany
miatt a bizonyitasat elhagyom.

El6szor felirom a (részben mar korabban ismertetett) kiilonb6z6 konvergenciafogal-
makat.

Az egy valdsziniliségili konvergencia definicidja: Valdszinidségi valtozok &, n =
1,2,..., sorozata akkor konvergdl eqy valosziniséggel eqy & wvalosziniségi vdltozohoz,
ha (egyrészt ezek a valdszintiségi vdltozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniiségi mezdén
vannak definidlva, mdsrészt)

P (w: lim &,(w) = S(w)) =1

n—oo

Megjegyzés: Az egy valdsziniiségi konvergenciat a valészinliségszamitasban és mérték-
elméletben majdnem mindeniitt valé konvergencianak is hivjak.

A sztochasztikus konvergencia definicidja: Valdszinidségi valtozok €,, n =1,2,...,
sorozata akkor konvergdl sztochasztikusan egy & wvalosziniiségi vdltozéhoz, ha (egqyrészt
ezek a valdsziniiségi valtozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniségi mezén vannak defi-
nidlva, mdsrészt) minden € > 0 szdmra

Jim_ P (6,(w) = §(w)] > €) = .

1



Az eloszlasban valé konvergencia definicidja: Valosziniségi vdltozok &,, n =

1,2,..., sorozata akkor konvergdl eloszldsban egy F(u) eloszldsfiigguvényhez vagy az ezen

eloszldsfiiggvény dltal meghatdrozott eloszlashoz, ha lim P(§, < u) = F(u) minden
n—oo

olyan u szamra, ahol az F'(-) eloszlasfiiggvény fliggvény folytonos. (Azt mondjuk, hogy a
&n,n=1,2,..., valdsziniségi vdltozok sorozata eloszlasban konvergadl egy & valdsziniségi
vdltozohoz, ha ez a sorozat eloszlasban konvergdl az F(u) = P(§ < u) eloszldsfiggvény-

hez.)

A tovébbiakban targyalni fogom (részben kitiizott feladatok forméjaban) a kiilon-
b6z6 konvergenciafogalmak koézotti kapcesolatot.

A felsorolt konvergencia fogalmak kozott a kovetkez6 a kapcesolat:

Egy valdészintiségi konvergencia = Sztochasztikus konvergencia = Eloszlasban valé kon-
vergencia.

Targyaljuk el6szor az egy valdszintiségi és sztochasztikus konvergencia kapcsolatat.

Ha &, (w) — &(w) egy valdszintiséggel, akkor definidlva az

A= An(e) = fi swplnte) — )l <<

k>n

halmazokat azt kapjuk, hogy az egymésba skatulyazott A, halmazokra, (azaz A;(w) C
Ay C ---), teljesiil a P | |J A, | =1 relaci6. Ezért lim P(A,) = 1. Mivel érvényes a

n=1 n—oo
{w: [€n(w) —&(w)| < e} D A, reldcid, ezért P(|€,(w) —&(w)| <) — 1, azaz P(|¢,(w) —
(w)] > €) — 0, han — oo. Ez azt jelenti, hogy az egy valésziniiségli konvergenciabdl
kovetkezik a sztochasztikus konvergencia.

Nem kotelezd hazi feladat:

Valészintliségi valtozok &,, n = 1,2, ..., sorozata, akkor és csak akkor konvergal egy
valésziniiséggel egy & valdsziniiségi valtozdhoz, ha az n,, = sup |§, —&| valdszinliségi
k>n

valtozok sorozata sztochasztikusan konvergal nulldhoz, azaz minden € > 0 szamra

P( im sup]fk—§]>5) =0.

TXOE>n
Léassunk példat arra, hogy lehetséges olyan &,, n = 1,2,..., és £ valdszintliségi
valtozokat konstrudlni, amelyekre a &,, n = 1,2,..., sorozat sztochasztikusan tart &-

hez, de a &,, sorozat nem konvergal egy valdszintiséggel a & valdszintiségi valtozdhoz.

Tekintsiik a kovetkez6 (2, A, P) valészinliségi mez6t: Q a [0,1] intervallum, A a
Borel mérheté halmazok o-algebraja a [0, 1] intervallumon, a P val6sziniiségi mérték a
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Lebesgue mérték. Legyen
1 haze[(n—2"2"% (n+1-
En(x) =

2F)2~
0 haz¢ [(n—2")27" (n+1-2")27"]
akkor ha 28 <n < 281 k=1

) k

2,

és £(z) = 0 minden 0 < z < 1 szdmra. Ekkor P(|¢, —¢&| > ¢) = 27 minden € > 0

széamra, ha 2F <n < 281 Tehdt a &,, n = 1,2,..., sorozat sztochasztikusan konvergal
a & val6szintliségi valtozéhoz. Viszont mivel limsup &, (z) = 1 minden 0 < z < 1 szdmra,
n—od

ezért a &, sorozat nem konvergdl egy valdszintiséggel a £ valdszintiségi valtozohoz.
Miésrészt a Borel-Cantelli lemmabdl kovetkezik, hogy amennyiben minden ¢ > 0
szamra i P(|&, — &] > ) < oo, akkor a &, sorozat egy valdszinliséggel konvergél a £
valészintiségi valtozhos. Miért?
A sztochasztikus konvergencia és eloszlasban valé konvergencia kozotti kapcesolat-

ra érvényesek a kovetkezdé nem kotelezd hazi feladatok formajaban megfogalmazott
allitasok.

Nem kotelezd hazi feladat:

a.) Ha &,, n = 1,2,..., valdszinliségi valtozék sztochasztikusan konvergilnak egy
¢ valdészintiségi valtozohoz, akkor a &, valdszintiségi valtozok eloszlasban is kon-
vergalnak ehhez a £ valdszintiségi valtozohoz.

b.) Ennek az allitdsnak a megforditdsa nem igaz. Példdul, ha £, n =1,2,..., fligget-
len, egyforma eloszlasu valdszintiségi véaltozok, amelyek nem elfajultak, azaz nincs
olyan konstans amelyeket ezek a valdszintiségi valtozok egy valdszintiséggel vesznek
fel, akkor a &, valdszintiiségi valtozdk eloszlasban konvergdlnak a &; valdszinliségi
valtozéhoz, viszont nem konvergalnak sztochasztikusan.

c.) Viszont igaz a kovetkez6 éllitas: Ha &, n = 1,2,..., valdsziniiségi valtozdk elosz-
lasban konvergélnak egy a konstanshoz, (azaz egy olyan valdsziniiségi véltozohoz,
amely egy valdszinliséggel az a konstanst veszi fel, akkor a &,,, n = 1,2,..., sorozat

sztochasztikusan is konvergal ehhez az a konstanshoz.

Most ratérek annak targyaldsara, hogy hogyan lehet a nagy szamok gyenge torvé-
nyének a Csebisev egyenlOtlenségen alapulé bizonyitasat finomitva a nagy szamok eros
torvényét is bebizonyitani alkalmas feltételek mellett. Az aldbb ismertetendé érvelésben
valdjaban a tétel bizonyitasa érdekében a sziikségesnél sokkal erésebb kikotéseket teszek.
Idézziik fel a Csebisev egyenlGtlenséget, illetve a nagy szamok gyenge torvényének a
bizonyitasat a Csebisev egyenlétlenség segitségével.

Csebisev egyenl6tlenség: Ha a & valdsziniségi vdltozé mdsodik momentuma E€? =
ma, akkor tetszdleges x > 0 szamra

P(igl > x) < =3



Innen kévetkezik, ha ezt az egyenlétlenséget a € = & — E€ valdszindséqgi vdltozéra alkal-
mazzuk, hogy

.
P(lg - BEl > 2) < g,

Megjegyzés: A Csebisev egyenlétlenség a Markov egyenlétlenség kovetkezménye, amely
szerint P(|¢| > z) < % Alkalmazva ezt az 4llitast a £2 valdszinfiségi valtozéra kapjuk
a Csebisev egyenlotlenséget. Hasonlé médon, alkalmazva a Markov egyenlétlenséget a
£%F valészintiségi valtozéra, ahol k tetszéleges pozitiv egész szam, = > 0, kapjuk, hogy

P(j¢] > x) < 257

A nagy szamok gyenge torvényét ugy bizonyitottuk be, hogy megvizsgaltuk milyen
becslést ad a Csebisev egyenl6tlenség annak valdszintiségére, hogy fiiggetlen, egyforma
eloszlasu valészintiségi valtozok atlaga legalabb e-nal eltér e valtozok varhato értékétol.
Idézziik fel ezt a szamolast, illetve ezzel parhuzamosan vizsgaljuk meg azt is, milyen
becslést kapunk, ha tovabbra is azt a valdszinliségi valtozét vizsgaljuk, amelyet ugy
kapunk, hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozék atlaga minusz azok
varhaté értékét vessziik, de most ennek a valdszintliségi valtozénak nemcsak a mésodik
momentumat szamoljuk ki, mint tettiik a Csebisev egyenl6tlenség alkalmazasaban, ha-
nem a negyediket is. Latni fogjuk, hogy ekkor érdekes 1j eredményeket kapunk.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Legyenek &7, &s, . . ., fiiggetlen, egyforma elosz-
lasu valdszintiségi valtozok, S, = &1 + - - - + &,. Tegylik fel, hogy EF&; = 0, és vizsgaljuk

az
S\’ Sn\? S S
E<i>, E(i) P(Lﬂ>€>:P<+ﬁ—E&
n n n n
kifejezéseket. Az utolsd valészinliség vizsgalataban nem jelent megszoritast az E&£; = 0

feltétel, mert a &; valdszinliségi valtozokat a §; — F¢; valdszinliségi valtozokkal helyet-
tesitve az altalanos esetet erre a specidlis esetre redukalhatjuk.

>€>,5>0

S,

n 1 Sn
Var — = —VarS = %Var& = —Var&, P (
n n

n

n n? ne2

> 6) S Varfl'

Innen kovetkezik, hogy hm P( ) = 0, tehat érvényes a nagy szamok gyenge

torvénye.

S\t 1
E (—) = ;E(& &)Y,

n

E(&+ - +6&)* ZE&ﬂrG Y EGEG+4 Y ECEG,
1<j,k<n 1<j,k<n
j#k J#k =0
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+4 > E¢2E&,Eg
———

1§J7k7l§n
4.kl kiilonbdzd szadmok =0
+ E E{ESEGES,
1<g,k,l,m<n "

j,k,l,m kiilénboz8 szdmok =0

= nE¢} + 6n(n — 1)(BE)?,

ezért
Sh

n

) LEE+6(1—1)(E&)?)  const.
< < .
n2et — n2et

(

Innen kovetkezik, hogy Z P (‘ S } > 5) < oo minden € > 0 szadmra, és a Borel-Cantelli

lemma (konnyebblk felebol) kovetkezik, hogy minden € > 0 szamra és majdnem minden

ST(“’)‘ < g, han > ng(w). Alkalmazva ezt a reldciot

minden ¢ = % szamra k = 1,2,..., kapjuk a nagy szdmok erds torvényét, amelyet az
aldbbi tételben fogalmazok meg.

A nagy szamok er6s torvényérol szolo tétel egy gyenge formaja. Legyen
&1,&2, ..., figgetlen egyforma eloszldsu valdsziniiségi vdltozok sorozata eqy (2, A, P) va-

I6szindiségi mezdn, amelyekre teljesil az EE} < oo feltétel, és vezessiik be az Sp, = Y, &;
j=1

valosziniségi valtozokat. Ekkor az S"T(w) valdsziniségi vdltozok majdnem minden w € -

ra konvergdlnak ez E&y, szamhoz, azaz ezek a valdsziniségi vdltozok teljesitik a nagy

szdmok gyenge torvényét.

Megfogalmazom a nagy szamok gyenge torvényét kimondo tételt eredeti, éles for-
majaban is.
A nagy szamok er6s torvényét kimondd tétel. Legyen &1, &, ..., fuggetlen

egyforma eloszlasi valdszindségi vdltozok sorozata, és definidljuk az S, = > &k, n =

1,2,..., részletosszegeket. Az S"(w) ,n=1,2,..., sorozat akkor és csak akkor konvergdl
pozitiv valdsziniiséggel, ha F|& | < 0. Ha E|§1| < 00, akkor ez a sorozat teljesiti a nagy
szamok eros torvényét, azaz

lim Sn(w)

n— oo n

= FE&  majdnem minden w € Q-ra.

Lattuk, hogy a nagy szamok kiilonb6z6 torvényeit kimondé tételekben az Gsszeadandok
momentumairdl tesziink fel bizonyos feltételeket. So6t, az utoljara kimondott tétel a
nagy szamok eros torvényérol, egyben jelzi azt, hogy ez a feltétel nemcsak elégséges,
hanem sziikséges feltétel is. Felmeriilhet a kérdés, miért jatszik olyan fontos szerepet a
momentumok létezése ezekben az eredményekben.
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A nagy szamok torvényei olyan allitast fogalmaznak meg, hogy fiiggetlen valo-
szinliségi valtozok atlagai egyfajta tipikus viselkedést mutatnak, amelyikben az egyes
osszeadanddék hatasa onmagaban nem jelentos, azaz nagy valésziniiséggel nem fordulhat
elo, hogy van az Gsszegben olyan kiugroan nagy értéket felveve tag, amelynek hatésa
Osszemérheto az O0sszes tobbi tag hatasaval. Marpedig az, hogy egy valészintiségi valtozo
valamely momentuma kisebb egy adott szamnal olyan tulajdonsagot fogalmaz meg,
amely szerint a valdszintségi valtozo kis valdszintiséggel vesz fel nagy értékeket. Ahhoz,
hogy finomabb vizsgalatokat el tudjunk végezni, ki kell tudnunk fejezni a momentumok
végességét az eloszlasfiiggvények nyelvén. A kovetkezd lemma allitasa érdekes lesz a
nagy szamok erds torvényének a bizonyitasdban.

Lemma. FEgy & valosziniségi vdltozé abszolut értékének akkor és csak akkor létezik

vdrhatd értéke, azaz akkor és csak akkor teljesiil az E|§| < oo reldcid, ha »  P(|£] >
n=1
n) < 00.

Megjegyzés. Az alabb ismertetendd bizonyitas finomitasaval be lehet latni, hogy egy
|€] valésziniiségi valtozonak akkor és csak akkor van véges masodik momentuma, ha
[ee)

S nP(|¢] > n) < co. Altaldnosabban E|€]* < oo valamilyen a > 0, szémra akkor és

n=1

oo
csak akkor, ha " n® 1P(|¢] > n) < co. De ezen allitdsok bizonyitdsat, amelyekre nem

n=1
lesz sziikségiink, elhagyom.

A Lemma bizonyitdsa: Tekintsiik elOszor azt a specidlis esetet, amikor a £ valdszintiségi
valtoz6 csak egész értékeket vesz fel. Ekkor az E|¢| < oo relacié definicié szerint

akkor és csak akkor teljesiil, ha >  nP(|{] = n) < oo. Ezt ugy is irhatjuk, hogy
n=0

Yon(P(J¢] >n—1)— P({ >n)) < oo, és barmely rogzitett N egész szamra
n=0

N N N-1
Y nP(E=n) =Y n(P(&>n-1)= P >n) =) P(El>n)-NP(|¢| > N).
n=0 n=0 n=0
(+)
00 N-1 N
Ha E|¢| = oo, akkor > P(|¢] >n) = lim > P(|¢|>n) > lim > nP(|¢{=n)=
n=1 N—oo n=p N—o0 p=p

oo a () relaci6é alapjan. Ha E|¢]| < oo, akkor NP(|¢(] > N) < E|_§] minden N-re,

azaz az eloz6 kifejezésnek van egy N-t6l fiiggetlen felsé becslése. Ezért i P >
N-1 N "

n) = ]\}Enoo nzzjo P(¢] >n) < ngnoo nz::O nP(|¢| = n) + const. < oo, szintén a (x) reldcié

alapjan.

Egy altalanos & valdszintiségi valtozé esetén definidljuk a &; és & valdszinliségi
véaltozokat ugy, hogy k < |{| < k+ 1 esetén &, =k, & =k+1, k=0,1,2,.... Ekkor
&1 < [€] < &, és & — & = 1, ezért az E|& ], E|£| és E|&| varhaté értékek egyszerre
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végesek vagy végtelenek. Tovabba Z P(¢| > n) = Z P(& > n), ezért a Lemma
allitésa az altaldnos esetben kovetkezik annak mér beblzonyltott specidlis esetébol.
Megmutatom az el6z6 lemma eredményének és a Borel-Cantelli lemménak a se-

gitségével, hogy amennyiben E|{;| = oo, akkor a &; valdsziniiségi valtozéval azonos
eloszlasi &5, j = 1,2, ..., fiiggetlen valésziniiségi véltozok nem teljesitik a nagy szdmok

n
erés torvényét. Pontosabban azt allitom, hogy ebben az esetben az S, (w) = > &;(w),
j=1
n=1,2,..., osszegekre az S, (w) majdnem minden w € €2 pontban nem konvergens.
Valéban, az el6bb megfogalmazott eredmény, és a &; valdszinliségi valtozok azonos

eloszldsa miatt az E|&1| = oo feltételbdl kovetkezik, hogy oo = > P(|&1| > n) =
n=1

[ee)
> P(|&n] > n). Ezért, és a &, valdszintiségi valtozdk fiiggetlensége miatt a Borel-

Cantelli lemméabél kovetkezik, hogy majdnem minden w € Q-ra |£,(w)| > n végtelen
sok az (w elemi eseményt6l fiiggs) n indexre.
Sy (w)

n

= @ valamilyen véges

Sn—1(w)

Tegyiik fel, hogy valamely w € €2 elemi eseményre lim

n—oo

a szamra, amelynek értéke fiigghet az w elemi eseménytol. Ekkor a lim
n—oo
(snw) _ Sn_l(w)) _ én(w)

= a

relacié is teljesiil, ahonnan lim lim = 0. Ez a relacio

n—oo n—oo
viszont, mint lattuk egy 1 valészinliségi halmazon nem teljesiil.

n n

Lattuk, hogy mind a nagy szamok gyenge mind a nagy szamok erds torvényének
bizonyitasahoz arra van sziikségiink, hogy képesek legytink fiiggetlen (és egyforma elosz-
n

l4s1), nulla vérhaté értékii &, o, . .., valészintségi valtozék S, = > &, n=1,2,...,

Osszegének eloszlasfiiggvényére jé becslést tudjunk adni. Pontosabban arra van sziik-
ségiink, hogy jol meg tudjuk becsiilni minden n indexre és rogzitett € > 0 szamra
a P(|S,| > en) valésziniiségeket. Valdjaban a nagy szémok erds torvényének a bi-

zonyitasaban hasznosabb, ha a P ( sup |Sp| > 5n> valészintiségeket tudjuk jél meg-
1<m<n

becsiilni. Elso latasra azt gondolhatnank, hogy az ilyen valészintiségek becslésére alkal-
mazhatnank a centralis hatareloszlastételt. Valéjaban a helyzet bonyolultabb.

A centrélis hatéreloszlastétel j6 aszimptotikat ad a P(S,, > x+/n) valésziniiségekre
nagy n indexre, és rogzitett x szamra. De szabad-e rogzitett x helyett n-tdl fiiggo z,, =
ev/n (azaz \/nx, = en) szdmot {rni, és alkalmazni formélisan a centralis hatareloszlasban
szerepl6 képletet nem torddve az x,, szamnak az n indextol valé fiiggésével? Azt, hogy
e kérdés felvetésénél nem formalis kotozkodésrol van szé mutatja a kovetkezo egyszerii
példa: Legyenek &1,&5 ..., fiiggetlen egyforma eloszlésﬁ valésziniiségi valtozok, ame-

lyekre P(&; = 1) = P(& = —1) = Z ;. Ekkor a p,(x) = P (S, > nx)

valésziniiségre p,,(xz) = 0, ha x > 1, és pn( ) = 2 ”, ha x = 1. (Az x < 1 esetben is j6
aszimptotikus formulat lehet adni a p, (z) mennyiségre, de ahhoz kiilon vizsgalat lenne
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sziikséges, ezért ezt most nem tessziik.) Ez a példa azt mutatja, hogy a p,(z) fiiggvény
nem ugy viselkedik, ahogy a centralis hatareloszlastételb6l adodd formadlis analégia su-
gallnd. A P(S,, > nx) alaku val6szintiségek vizsgalataval a val6szintiségszamitéds egyik
fontos és érdekes fejezete a nagy eltérések elmélete foglalkozik. Ez az elmélet nem témaja
a jelen eldadéassorozatnak.

A nagy szamok erdés torvényének a bizonyitdsat (amikor annak éles valtozatat
vizsgaljuk, és csak a tétel sziikséges feltételeit haszndljuk a bizonyitdsban) az eléadas {6
részében nem dolgozom ki. Viszont megfogalmazom a valdszinliségszamitas egy fontos
egyenlotlenségét az ugynevezett Kolmogorov egyenlétlenséget. Ennek bizonyitasat meg-
adom egy Kiegészitésben, és ott ismertetem azt is, hogyan lehet ennek segitségével be-
bizonyitani a nagy szamok nerds torvényét.

Annak sziikséges és elégséges feltétele is ismert, hogy fiiggetlen egyforma eloszlasi
valészintiségi valtozok teljesitsék a nagy szamok gyenge torvényét. Megfogalmazom ezt
az eredményt, de az allitas bizonyitasat elhagyom. Ennek az eredménynek az ismeretét
sem varom el a vizsgan.

Tétel. Legyen &, k = 1,2,..., figgetlen, egyforma eloszldsi valdsziniiségi vdltozok
sorozata F' eloszldsfiigguénnyel. Ezek a valdsziniségi vdltozok akkor és csak akkor tel-
n

jesitik a nagy szamok gyenge torvényét, azaz a % > & atlag akkor és csak akkor kon-
k=1
vergadl sztochasztikusan n — oo esetében eqy a szdmhoz, —o0 < a < 00, ha

u

lim z[F(—z)+ (1 - F(x))]=0, és lim zF(dx) = a.

Ha 0Osszehasonlitjuk a nagy szamok gyenge és erOs torvényét azt latjuk, hogy a
nagy szamok gyenge torvénye némileg enyhébb megkotések mellett érvényes mint a
nagy szamok eros torvénye. Erdemes l4tni fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi
valtozok olyan sorozatat, amely teljesiti a nagy szamok gyenge, de nem teljesiti a nagy
szamok er0s torvényét. Ilyen példat fogalmazok meg a kovetkezo nem koételezd hazi
feladatban. Egyben jelzem, hogyan lehet bebizonyitani azt, hogy ez a példa teljesiti a
nagy szamok gyenge torvényét anélkiil, hogy felhasznalnank a nem bizonyitott tételt a
nagy szamok gyenge torvényének sziikséges és elégséges feltételérol.

Nem kotelezd hézi feladat

Legyen &, k = 1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszldsi valdszinliségi valtozdk so-

rozata, az f(x) = ﬁgll’\’ ha |z| > 2. f(z) = 0, ha |z| < 2, képlettel megadott
m

stirliségfiiggvénnyel. (flx\>2 #ﬁﬁx' = 1.) Definidljuk az S,, = > &, n=1,2,...,
k=1

részletosszegeket. Lassuk be, hogy F|{1| = 0o, ezért ezek a valdsziniiségi valtozdok
nem teljesitik a nagy szamok erds torvényét. Masrészt az %" atlagok sztochaszti-

kusan tartanak nulldhoz, azaz minden € > 0 szamra P (! %‘ > &?) — 0, han — oo.
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Sepitség: Legyen & = €' = &l (] < 02, &y =& = eI (6] > an), & 5, =

ka, , ng Ekkor P(|S,| > en) < P (|S,| > n)+P<|S|> n>§

Var S" +nP (51 7é O) Adjunk az a,, konstans alkalmas megvélasztasaval (példdul
4

an = n) j6 becslést a P(|S,,| > ne) valdsziniiségre.

Természetesen felvetodik a kovetkezd kérdés: Legyenek &1, &, ..., fliggetlen egy-

forma eloszldst valdszinliségi valtozdk, amelyekre F§; = 0. Legyen S, = > &,
k=1

n=1,2,.... Ekkor a nagy szamok gyenge torvénye szerint az % atlagok sztochasztiku-

san tartanak nulldhoz, a nagy szamok erds torvénye szerint pedig egy valoszintiséggel is
nullahoz tartanak. Hogyan lehet élesiteni a nagy szamok gyenge illetve erés torvényét?
Pontosabban fogalmazva, milyen a,, n = 1,2,... sorozatokra mondhatjuk, hogy %
sztochasztikusan tart nullahoz, ha n — co? Milyen b,,, n = 1,2, ... sorozatokra mond-
hatjuk, hogy f—: egy valoszintiséggel tart nullahoz, ha n — 0o0? Az egyszeriiség kedvéért
tegytik fel, hogy olyan valdszintiségi valtozdkat tekintiink, amelyeknek van méasodik mo-
mentumuk.

Az els6 kérdésre a valasz viszonylag egyszerii kovetkezménye a centralis hatar-
eloszlastételnek, és ezt tartalmazza a kovetkezo feladat. A masodik kérdésre a valaszt
nehezebb megadni. Erre a kérdésre az alabb megfogalmazott bizonyitas nélkiil ko6zolt
iteralt logaritmustétel adja meg a valaszt.

Feladat:

Legyenek &1, &o, . .., fliggetlen egyforma eloszlasi valészintiségi valtozok, amelyekre
n
B¢ =06s BE2 < 0o, Legyen S, = > &, n = 1,2,.... Ekkor pozitiv valés szamok
k=1
valamely a,, sorozatara a 5—" valoszintliségi valtozok akkor és csak akkor tartanak
sztochasztikusan nulldhoz n — oo esetén, ha lim \a/*i =
n—oo

Végiil megfogalmazom a valdszinliségszamitas egyik hires eredményét, az tigyneve-
zett iteralt logaritmus tételt

Iterdlt logaritmus tétel. Legyenek & (w),&2(w),. .., figgetlen, egyforma eloszldsu
valoszintiségi vdltozok valamilyen (2, A, P) valdsziniségi mezén, amelyekre E&;(w) = 0,
Var & (w) = 02 < oo. Ekkor

i sup LT @)

n—oo  +/2nc?loglogn ’

magjdnem minden w € () elemi eseményre,

§i(w) +-- -+ &n(w)

lim inf = —1, majdnem minden w € () elemi eseményre.

n—oo  /2nc?loglogn




A valészintliségszamitas bevezeto eloadas rovid attekintése.

Az el6adédssorozatot néhany fontos valdszintiségszamitasi probléma megfogalmazasaval
kezdtem, és ismertettem a valdszinliségszamitas torténetének néhany érdekes fordulo-
pontjat. A problémak megfogalmazasanak célja az volt, hogy képet adjak arrol, mi-
lyen kérdésekkel foglalkozik a valdsziniiségszamitds. Ugyancsak fontos része volt az
elbadasnak néhany kombinatorikai probléma és eredmény ismertetése, amelyek fontos
szerepet jatszanak valdszinliségszamitasi problémak vizsgalataban. A problémék és
modszerek jobb megértése érdekében felelevenitettem néhany analizisbeli fogalmat, min-
denekel6tt a Taylor sor fogalmat, illetve néhédny a végtelen halmazok szédmossagaval
kapcsolatos fontos fogalmat és eredményt.

Ezutan ratértem a valdszintiségszamitas preciz, Kolmogorov altal kidolgozott elmé-
letének az ismertetésére. Ezen elméleten beliil kiilonosen fontos annak megértése, hogy
hogyan lehet a valdszinliségszamitds problémait e formalis, a halmazelmélet nyelvét
hasznalé modell keretei kozott targyalni. Ugyancsak fontos annak megértése, hogy
a problémak atfogalmazasa a Kolmogorov-féle modellbe hogyan segit konkrét felada-
tok megoldasaban. A Kolmogorov-féle elméletet el6szor olyan modellekben targyaltuk,
amelyben a megfigyelésnek csak véges, esetleg megszamlalhatéan végtelen sok eredmé-
nye lehetséges. Annak érdekében, hogy ne csak véges vagy megszamlalhatéan végtelen
sok lehetséges kimenetelt tartalmazé modellt tudjuk vizsgdalni, sziikség volt bizonyos
mély mértékelméleti eredmények felidézésére. Példat mutattam arra is, hogy a valé-
szinliségi mérték o-additivitasabdl olyan azonossagok is kovetkeznek, amelyeket bar be
lehet bizonyitani csupan az analizis eredményeinek a felhasznaldsaval, de egy ilyen bi-
zonyitas rendkiviil sok szamolast igényel.

Elegendo a fogalmak és eredmények jelentésének megértése, illetve azt latni, hogyan
lehet ezt feladatok megoldasaban hasznalni. Kiilon targyaltam tobb olyan felada-
tot, amelyek geometriai meggondolasok segitségével egyszerlien megoldhatéak. Ezen
megoldasok hatterében természetes és szemléletes, de mély mértékelméleti eredmények
vannak. Bar e mértékelméleti eremények bizonyitasat nem targyaltam, egy ilyen elveken
alapulé (j6) feladatmegoldést teljes értékiinek fogok tekinteni a vizsgan.

Ezutan targyaltam és bebizonyitottam a Borel-Cantelli lemmat. Itt is elegendé az
eredményt megérteni, illetve természetes esetekben ezt az eredmény tudni kell hasznélni.
Az el6adasban targyalt kévetkezo fontos fogalom a feltételes valdszintliség volt. Nagyon
fontos megérteni, hogy hogyan kell ezt a fogalmat konkrét esetekben hasznalni. Az itt
kimondott eredményeket jobban meg lehet érteni, ha konkrét feladatokat vizsgalunk.

Bevezettem események fiiggetlenségének a fogalmat is. Az itt kimondott fogalmak,
eredmények ismerete rendkivil fontos. A targyalds soran széba keriiltek mértékelméleti
fogalmak és eredmények. Az egyszeriibb fogalmakat, mint példaul a valészinliségi mezd,
a o-algebra fogalmat ismerni kell, de mar olyan fogalmaknak az ismeretét, mint példaul
a majdnem-mindeniitt teljesiilo tulajdonsagok, Lebesgue integral, Fubini tétel elegendd
koriilbeliil tudni, azon a szinten, ami ahhoz kell, hogy a leirt valésziniiségi eredményeket
értsék és tudjak hasznalni. Ezenbeliil a Fubini tétel ismerete fontos, mert ezt nagyon sok
feladat megolddsdban hasznaljak. (Az itt hasznalt eredmények bizonyitdsa és részletes
targyaldsa a mértékelmélet és nem a valdszintiségszamitas témaja. Arrol, hogy milyen
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szigorusaggal kovetelik meg ezen eredmények ismeretét a mértékelmélet vizsgan nem én

dontok.)

Tobb fiiggetlen eseményekkel kapcsolatos feladatot targyaltam. Ilyen feladatok
megoldasat a vizsgan tudni kell. Ugyancsak targyaltam az e problémakor altalanosi-
tasanak tekintheté tgynevezett szita-formuldt, és néhany ennek segitségével megold-
hato problémat. Bar ez a problémakor a valdszinliségszamitas temészetes részének
tekinthetd, ennek ismeretét, illetve (a csak) ezen formula segitségével megoldhaté fe-
ladatok megoldasat nem kovetelem meg a vizsgan.

Ezutan konkrét el6szor diszkrét, majd folytonos eloszldasi valdszintiségi valtozokat
vizsgaltam. Definidltam valdszintiiségi valtozok fiiggetlenségét, varhato értékét, szoras-
négyzetét és killonbozo valdszinliségi valtozdk kovarianciafiiggvényét. El6szor diszkrét
valészintiségi valtozok esetében definidltam ezeket a fogalmakat, és csak késébb vezettem
be Oket folytonos eloszldsi valdszintiségi valtozok esetében. Ennek a targyaldsmodnak
elsésorban metodolégiai okai voltak. Ugyanis diszkrét eloszlast valészintliségi valtozok
vizsgalata nem igényli mély mértékelméleti fogalmak és eredmények ismeretét, és sok
érdekes és fontos valdszintiségszamitas jelenség mar ezek segitségével is targyalhaté.

Folytonos eloszlasi valészintiségi valtozok targyalasaban a legfontosabb fogalmak,
mint példaul a varhato érték és szorasnégyzet preciz definiciéjahoz sziikséges a Lebesgue
integral fogalma. Vazoltam a Lebesgue integral definiciéjat, de e fogalom pontos is-
merete (ezen tantargy keretein beliil) nem sziikséges. Viszont ki kell tudni szdmolni
véletlen Osszegek varhatoé értéket, szérasnégyzetet, és fiiggetlen valdszinliségi valtozok
Osszegének a stirtiségfiiggvényét (konvolucio segitségével). Tudni kell, hogy a felhasznélt
tételek milyen feltételek mellett érvényesek. E feladatok megoldésanak érdekében jol
meg kell érteni, hogy hogyan érdemes valdszintiségi problémék jé modelljét bevezetni,
és hogyan kell veliikk szamolni. Ezenkiviil tudni kell az analizisben tanult integral és
differencidlszamitas legfontosabb eredményeit is.

Bevezettem a legfontosabb diszkrét és folytonos eloszlasokat, Ezekkel tudni kell
szamolni, illetve ezen eloszlasok valészintiségi tartalmét is tudni és érteni kell.

Targyaltam a Markov és Csebisev egyenlGtlenséget. Ezutan az eléadas fontos
témaja volt az eloszlasok fogalma, legfontosabb tulajdonsagai, a valészintiségszamitas-
ban szerepl6 kiilonb6z6 konvergenciafogalmak (eloszlasban valé konvergencia, sztochasz-
tikus konvergencia, egy valdszintiséggel valé konvergencia) valamint azok jelentése és
kapcsolata. Ugyancsak fontos megérteni a nagy szamok gyenge és er0s torvényét, azt
hogy mit mondanak ki ezek az eredmények. A bizonyitasok részleteinek ismerete nem
sziikséges.

Az el6adas legfontosabb témaéja a centralis hatareloszlastétel volt. Ennek targyalasa
érdekében bevezettem a karakterisztikus fiiggvény fogalmat. Ennek erészletes targya-
ldsdra azonban nem maradt id6. Ezenkiviil a Fourier sorok elmélete, amely jobban
megvilagitja az itt szereplo fogalmakat és a bizonyitasok hatterét sokaknak nem szere-
pelt az eddigi tananyagaban. Ezért ennek az elméleti résznek az ismerete a vizsgan
nem sziikséges. Viszont nagyon fontos tudni azt, hogy hogyan és mire lehet haszndlni
a centralis hatareloszlastételt. Ebbe beletartoznak az eléadason targyalt statisztikai
problémak is.
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Végiil a tobb-dimenziés centralis hatareloszlastételt és a x-négyzet prébat targyal-
tam. Ezen beliil ismertettem bizonyos fogalmak (eloszlds fiiggvény, siirliségfiiggvény,
eloszlasban val6 konvergencia, varhat6 érték, szérasnégyzet) tobb-dimenzids megfelelbit.
Ezen fogalmakat és a hozzdjuk kotodo eredményeket ismerni kell. Viszont a bizonyita-
sokat nem kérem, elegendo ezek bizonyos durva attekintését ismerni.

Végiil megjegyzem, hogy a vizsga elsosorban feladatok megoldasabol fog allni.
Ezért a felkésziiléshez azt javaslom, hogy ne csak a definiciékat, tételeket, hanem a
targyalt feladatokat is tanulmanyozzak. Ez utébbiak is fontos részei az eléadassoroza-
tomnak, amelynek részletes leirasa megtaldlhaté a homepage-emen.

Homepage-em cime: http://www.renyi.hu/ major

Kiegészités. A nagy szamok erss torvényének a bizonyitasa.

Ebben a kiegészitésben bebizonyitom a nagy szamok torvényének elégségességrol szold
felét az alabb megfogalmazott Kolmogorov egyenl6tlenség segitségével. Pontosabban,
azt latom be, hogy ha &1,&s, ..., fliggetlen egyforma eloszlasi valdszintliségi valtozok
sorozata, amely teljesiti az F|{1| < oo feltételt, akkor ez a sorozat teljesiti a nagy
szamok erds torvényét is.

Kolmogorov egyenl6tlenség. Legyenek &1,...,&, figgetlen, (nem feltétlendl egy-

forma eloszldsi) valdszindiségi vdltozdk, B¢, = 0, B = oi. Tekintsik e valdszindségi

k
vdltozok Sy = Y. &, k=1,...,n, részletdsszegeit. Ekkor
p=1
N o
o
ES2 = F
P< sup |Sk| > a:) <t = k—12
1<k<n x X

minden x > 0-ra.

A Kolmogorov egyenldtlenség bizonyitdsa. Rogzitsiink egy = > 0 szamot, és ve-
zessiik be a kévetkezd T = 7(n,x) véletlen idépontot: 7(w) = k valamely 1 < k < n
szamra, ha |Sk(w)| > z, és |Sj(w)] < x minden 1 < j < k szdmra, és 7(w) = n,
ha |S;(w)| <  minden 1 < j < n indexre. A 7 véletlen idépont (megéllasi szabély)
szemléletes tartalma a kovetkez6: Az els6 olyan £ < n idopontot keressiik, amelyre
Sk > x. Ha van ilyen id6pont, akkor 7 ezzel az idéponttal egyenlé. Ha nincs ilyen
idopont, akkor 7 = n. Azt allitom, hogy érvényes az

ES? < ES? (b)
egyenl6tlenség. Ennek bizonyitdsa érdekében vezessiik be a 7; = max(7,j), 1 < j < n,
valésziniiségi véltozékat. Mivel 71 = 7, és 7, = n, ezért a (b) relacié bizonyitasdhoz
elég megmutatni, hogy ESEJ, < ESEJ,+ . minden 1 < j < n indexre. Viszont S;,(w) =
S’Fj+1 (w)a ha 7 > j7 és STj (w) = Sj(w)? STj+1 (w) = Sj+1(w) = Sj(w)+£j+1(w)’ ha T < j
Ezért elég megmutatni, hogy

BS2,, (@) - BS% (@) = B[ (S, (@) + §41(@))° ~ 82, ()] 1)

= OBLA(W) S (@)E41 (@) + BEL (@) Iaw) = 0,
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ahol A az {w: 7(w) < j} esemény, és [4(w) az A halmaz indikator fiiggvénye. Ennek
érdekében vegyiik észre, hogy a &j41(w) és Ia(w)S;(w) valdszintiségi valtozok fligget-
lenek, mivel a masodik val6szinliségi valtozé a £1(w), ..., &;(w) valdszintiségi valtozok
fiiggvénye. Innen kovetkezik, hogy

El4(w)Sj(w)&j41(w) = Ela(w)S;(w)EEj11(w) = 0.

Mésrészt EE? (w)la(w) > 0. Innen kévetkezik a bizonyitandé egyenlStlenség és a (b)
relécio.
A Kolmogorov egyenlétlenség egyszertien kovetkezik a (b) relaciébél és a Csebisev

egyenl6tlenségbél. Val6ban, mivel S w: sup |Sk(w)| > x} ={w: |S:(x)| > z}, ezért
1<k<n

2
P( sup | S| zaz) =P(|S:|>x) < B% <

1<k<n 2

ES?

5 -

T

Erdemes megjegyezni, hogy a Kolmogorov egyenlotlenség ugyanazt a fels6 becslést
adja annak valésziniiségére, hogy az Sj részletosszegek szuprémuma nagyobb mint
valamilyen z > 0 szadm, mint amit a Csebisev egyenlotlenség ad annak az esemény-
nek a valdszintiségére, hogy az utolsé tag S, nagyobb, mint x. Természetesen

P( sup |Sk| >x|) > P (Su| > z|),
1<k<n

de mint ahogy a Kolmogorov és Csebisev egyenlotlenség Osszehasonlitasa is sugallja a
fenti egyenlotlenség baloldala nem sokkal nagyobb mint a jobboldala.

A nagy szamok torvényének bizonyitasaban hasznos a kovetkez6 technikai jellegii
lemma.

o>
Kronecker lemma: Ha az a, €sq,, n = 1,2,... szdmsorozatok olyanok, hogy a > ay,
n=1
n

dsszeg konvergens, a q, sorozat monoton né és lim q, = oo, akkor lim X 3 apqr =
n—o00 n—oo In S
0.

o0
A Kronecker lemma bizonyitdsa. Vezessik be az R,, = > aj, n=1,2,..., Osszegeket,
Jj=n

n

n n
és frjuk fel az = 3" apgr = = 3 (Re — Rir1)ar = o 2 Bi(ak — qe—1) — Rat
azonossdgot. (A fenti tipusi szdmolds, amelyet Abel-féle atrendezésnek hivnak, a
parcidlis integréalds diszkrét megfeleléje.) Felhaszndlva, hogy 1étezik olyan R < oo szam,

amelyre |R,| < R minden n = 1,2,... indexre, minden £ > 0 szdmhoz létezik olyan
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ng = ng(e) index, amelyre |R,| < e, han > ng, és qx — qx—1 > 0 minden k = 1,2,...,
szamra, az el6z6 azonossag alapjan felirhatjuk a koévetkezé egyenlétlenséget.
1 n
<—ZR k_%1+— > elgy — qr—1) +e < R
k n0+1

QTLO

an

ha n > ng. Mivel ez az egyenl6tlenség minden € > 0 szamra érvényes, és lim ¢, = oo,
n—oo
innen n — oo hataratmenettel kovetkezik a Kronecker lemma &llitésa.
A nagy szamok erés torvényének be nem bizonyitott részének igazoldsihoz (ahhoz,

hogy véges varhato érték létezése esetén igaz a nagy szamok erds torvénye) elegendd a
kovetkezo allitast bebizonyitani.

Tétel a nagy szamok eros torvényérol. Ha &,, n = 1,2,..., fiuggetlen egyforma

eloszldsi valdszindiségi vdltozok sorozata, E|§1| < oo, E& = 0, S, = >, &k, n =
Sn o . s ow .

1,2,..., akkor nh_)m 2 =0 egy valdsziniséggel.

A nagy szamok erds torvényérdl szolo tétel bizonyitdsa. Vezessiik be a tételben szerepld
&, valdszintliségi valtozok kovetkezo felbontasat: &, =&, + &)/, ahol &, = £,1(|&,] < n),
& =& I(|€n] > n), és I(A) az A halmaz indikdtorfiiggvényét jeloli. Megmutatom, hogy

n
a tétel allitasanak bizonyitasat redukalni lehet a nh—{rolo % kzl ¢ =0 egy valdsziniiséggel,

s6t a lim = Z (&, — EE)) = 0 egy valosziniiséggel reldcié bizonyitdsara.
n—oo k?—

Az els6 redukci6 igazolasdhoz elég észrevenni, hogy
Y PE#0) = P&l >k) = P(l&]>k) <1+ Elé]| < oo,
k=1 k=1 k=1

ezért a Borel-Cantelli lemma alapjan egy valdszintiséggel csak véges sok k-ra teljestil a

n
n # 0 esemény. Innen % > & — 0 egy valdszintiséggel.
k=1

A maésodik redukcié igazolasahoz elég megmutatni, hogy
n 1 n
E !/ — | = 1
> e~ |13 g
k=1 k=1

ha n — oo, mert E|&1| < oo, és ezért E|&1]1(|&1] > k) — 0, ha k — oo.

S|+

1 n
< 5;15\51\1(\51\ > k) =0,

A redukalt allitast érdemes a Kronecker lemma segitségével visszavezetni a kovet-
kez6 allitas igazolasara. A tétel feltételeinek teljesiilése esetén a Z % 0sszeg egy
valoszinliséggel konvergens. Valoban, ebbdl az élh’tésbél és a Kroneclker lemmé&bdl a,, =
% és q, = n valasztassal kovetkezik, hogy nhjréo k21 St 291 - E& _ egy valoszinliséggel.

14



Ezen éllitas igazolasdhoz elég belatni, hogy tetszdleges € > 0 szamra

N

P ( 2

& — B¢,
k

>€> — 0 han— oco.

Innen ugyanis kovetkezik, hogy

N / /
- F
P sup 5 g"375"’>2€ — 0 han— .
N,M:N>n, M>n | ‘=%, k
Mivel ez az egyenlétlenség alkalmazhaté minden ¢ = %, k = 1,2,..., szdmra, in-

nen kovetkezik, hogy a Z §.-Bg, 5’“ sorozat egy valészinliséggel Cauchy sorozat, és a

Z §—Pg 5’“ Osszeg egy valdszintiséggel konvergens.

Az igazolandd egyenlGtlenséget a Kolmogorov egyenltlenség segitségével igazol-
hatjuk. Ugyanis a Kolmogorov egyenlétlenség alapjan

& — B¢ Eﬁk
(z&a 2

Ezért a kivant egyenlétlenség igazolasahoz elég megmutatni, hogy

2 = 3 2
k e £ k

=N

><i°° Vargp _ 1 o= B¢’
=N

[e%s} E§],€2
k2

< oQ.
k=1

Ez az egyenl6tlenség kovetkezik az alabbi szamolasbdl.

1Nk
%/ -

;k_ ¢ gzk_ EEX(|€1| > k) < const. Z]2Pj<|§1|<J+1)

7j=1

bl
Il
<

< const. ZjP(j < |&1] < j+1) < const. E|& ] < oo.
j=1
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