A Valészintiiségszamitas 1. el6adassorozat tizenkettedik el6adasa.
2007. madjus 8.

A tobbvaltozds centralis hatareloszlastétel

Lattuk, hogy a centralis hatareloszlastétel értékes informaciét ad arrdl, hogy hogyan
viselkedik (nagyszamu) fiiggetlen, egyforma eloszlasi valésziniiségi valtozé Osszegének
az eloszldsa. Bizonyos kérdések vizsgdlataban felmeriil ennek a problémanak olyan
altalanosabb valtozata, ahol nem valds, hanem vektorértékii fiiggetlen, egyforma elosz-
lasi valdszintiségi valtozok Osszegeinek a viselkedése érdekel minket. Lassunk néhany
olyan problémat, ahol ilyen kérdések jelennek meg.

a.) Tekintsiink egy dobdkockat. Feldobjuk sokszor, felirjuk a dobdsok eredményét,
és ennek alapjan akarjuk eldonteni, hogy a dobdkocka szabalyos-e. Természetes
azt varni, hogy a dobodkocka akkor szabalyos, ha mindegyik dobaseredmény a
dobasszamok egyhatoda plusz egy kis eltérés. De mely eltéréseket tekinthetiink
kicsinek? Ha csak azt nézziik, mennyi annak a valésziniisége annak, hogy példaul a
hatos dobéasok szamanak eltérése a dobasok szamanak egyhatodatél kisebb mint egy
adott szam, akkor a centralis hatareloszlastétel pontos leirdast ad erre a problémara.
De ha a kiilonb6z6 dobaseredmények egyiittes viselkedésére vagyunk kivancsiak,

akkor 4j eredményre van sziikségiink.

b.) Legyenek &4, ...,¢&, figgetlen a [—%, %] intervallumban egyenletes eloszlasu valo-
n

szinliségi valtozok. Ekkor a ) £, Osszeg normalizéltjanak az eloszldsdra jo leirast
Jj=1

n
ad a centrélis hatareloszlastétel. Hasonl6 allitdast mondhatunk a 532- 0sszeg nor-
j=1

n n
malizaltjanak az eloszlaséra. De tudunk-e hasonl6 eredményt adnia ) & és > 5]2-
j=1 j=1
osszegek normalizéltjanak az egyiittes eloszlasara?

Létezik a centralis hatareloszlastételnek olyan tobb-dimenzids véltozata, amelyet
az irodalomban tobbvaltozos centralis hatareloszlastételnek neveznek. A fenti kérdések
vizsgalatdban ez az eredmény bizonyult hasznosnak. Ezt hasonléan lehet bizonyitani
a mar targyalt egyvaltozds centrdlis hatareloszlastételhez. Jelen eléadas {6 célja nem
a bizonyitas, hanem az eredmény megértése. Elsosorban azt kell megérteniink, hogy mi a
centrélis hatareloszlastétel megfogalmazasaban megjelend normalis eloszléds tobbvéltozds
megfelel6je. Ennek keretében tisztaznunk kell azt is, hogy mi a valés értékii valészintiségi
valtozok esetében bevezetett varhatd érték és szorasnégyzet megfeleléje vektor értéki
valdszintiségi valtozok esetében. Ugyancsak fontos megérteni vektorértékii valdsziniiségi
valtozok eloszldsban valé konvergencidjanak a definiciéjat, illetve annak legfontosabb
tulajdonsagait.

Legyenck ¢U) = (fij),..., lgj)), j = 1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszldsi k-

dimenzids val6szintiiségi valtozdk, (véletlen vektorok), ahol régzitett j indexre semmilyen

(fliggetlenség jellegli) feltételt nem tesziink fel az §j ) , ,(Cj ) valoszintiségi valtozok

g e
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kozott. (Tobb-dimenzids valésziniiségi valtozdk fiiggetlenségének a fogalmét ismertet-
tem a 9. eldadas elején, és az megtalalhatd az el6adas ismertetésének els6 és masodik

2
oldalédn.) Tegyiik fel tovabba, hogy Egéj )" < 50 minden 1 < s < k indexre. Tekintsiik

az Sp = (Sn1s-- s Snp) = &0 = 259),..., Zf,ij) ,n = 1,2,..., véletlen
j=1

7j=1 7j=1
Osszegeket. Célunk annak bizonyitasa, hogy az S, véletlen vektorok alkalmas nor-
malizaltjanak 1étezik hatareloszldsa, és a hatareloszlast pontosan le akarjuk irni. Latni
fogjuk, hogy ez lehetséges. A hatareloszlastételben megjelené hatareloszlasokat fogjuk
tobb-dimenzids normaélis eloszlasnak nevezni.

Lassuk, hogyan lehet targyalni az elobb emlitett két problémét egy ilyen jellegii
eredmény segitségével. Az a) feladat vizsgalatanak érdekében vezessiik be a kovetkezo
valészintiségi valtozékat: Ha a dobdkockat n alkalommal dobjuk fel, akkor legyen ¢;,
1 < j < n, a kovetkezd 6-dimenzids valészintiségi valtozé: A §; valdszinliségi valtozd
l-ik koordindtdja 1, ha a j-ik dobas értéke [, 1 <1 < 6, és &§; Osszes tobbi koordinataja
nulla. Ekkor a &; valdsziniiségi valtozdk fiiggetlenek, (az egyes valdszintiségi valtozok

n
koordinatai nem feltétleniil fiiggetlenek), és az S, = ) &; Osszeg l-ik koordindtaja
j=1
egyenld az [ értékli dobasok szamaval minden 1 < [ < 6 index esetén. Ezért egy az
S, véletlen Osszeg aszimptotikus viselkedését nagy n szamokra leiré hatareloszlastétel

hasznos lehet a szdmunkra. Hasonld a helyzet a b) példaban, ha olyan n; = (ﬁj,f’f),
n

1 < j < n, két-dimenzids fiiggetlen vektorok, S, = > n; Osszegét vizsgaljuk, ame-
j=1

lyekre &1,. .., &, fiiggetlen, a [—%, %} intervallumban egyenletes eloszlasu valdszintiségi

valtozok.

Ismertetni fogom a centralis hataroszlastétel természetes megfelelGjét abban az eset-
ben, ha fiiggetlen és egyforma eloszlasi véletlen vektorok alkalmasan normalt 0sszegének
a viselkedését vizsgaljuk. Annak érdekében, hogy ezt megtehessem, be kell vezetnem
a hatareloszlasban megjelend normalis eloszlas tobb-dimenzids megfelel6jét, amit tobb-
dimenzids normalis eloszlasnak fogunk nevezni. De ehhez el6bb be kell vezetnem az egy-
dimenzios esetben definidlt varhaté érték és szorasnégyzet tobb-dimenzids megfelel6jét.
Ezenkiviil meg kell érteni, hogy a varhaté érték és szorasnégyzet tulajdonsagai hogyan
oroklodnek, ha azokanak a tobb-dimenzidos esetben megjelend megfelel6it vizsgaljuk.
Az egy-dimenzids esetben definidlt varhaté értéknek megfelelé tobb-dimenzids varhaté
érték (vektor) fogalménak és tulajdonsdgainak a megértése viszonylag egyszeri, de a
szorasnégyzetnek megfelel¢ kovariancia matrix tulajdonsagainak jo megértése sziiksé-
gessé teszi néhany a linearis algebraban tanult fogalom és eredmény felelevenitését.
Megjegyzem hogy most és a tovabbiakban is a tobb-dimenziés vektorokat mint sorvek-
torokat tekintem. Valgjaban mind a sor mind az oszlopvektor jelolés lehetséges. Egyik
jel6lés sem jobb a masikndl, és az irodalomban nem egységes a jelolés. A fontos az, hogy
kovetkezetes jelolést alkalmazzunk.

Tobb-dimenzios valdszintliségi valtoz6 varhaté értékének és kovariancia mat-
rixdnak a definiciéja. Legyen Z = (Zy, ..., Zy) k-dimenzids véletlen vektor, amelynek
minden koordindtdja teljesiti az EZJ2 < o0, 1 <5 <k, feltételt. E véletlen vektor
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vdrhatd értéke az EZ = (EZy,...,EZy) k-dimenzids vektor, kovariancia mdtriza pedig
az a D = (dj;), 1 < j,l <k, kxk méretd mdtriz, mely matriz j-ik sordaban és l-ik
oszlopdban 1évé elem a d;; = Cov (Z;,Z)) = EZ;Z, — EZ;EZ; szdm.

Megfogalmazom a vektorértékii valoszintliségi valtozdk varhato értékének és kovari-
ancia matrixanak néhany fontos tulajdonsagat. Ezek egyszerti kovetkezményei a valos
szam értékl valoszinliségi valtozok mar targyalt tulajdonsagainak, ezért a bizonyitast
elhagyom.

Tétel vektor értékii valosziniiségi valtozok varhaté értékének és kovariancia
métrixdnak néhany tulajdonsagaroél. Legyenek ZU) = (ij), ey Z,E,J)) ,1<757<n,
véletlen k-dimenzids vektorok ugyanazon az (2, A, P) wvaldsziniségi mezén. FEkkor a

ZW 4. 4 ZM) Gsszeq vdrhatd értéke megegyezik a ZU) vektorok vdrhatd értékeinek az
0sszegével, azaz

E (Zu) +---+Z<">) ) AO I ) (O

Ha a ZU, 1 < j < n, véletlen vektorok fiiggetlenek, akkor a kovariancia mdtriz is
additiv, azaz, ha a ZY9) mdtriz kovariancia mdtriza a D; madtriz, 1 < j < n, akkor a
ZW .. 4 Z() wéletlen dsszeq kovariancia mdtriza a D1+ - -+ D,, mdtriz. Ha eqy Z =
(Z1,...,2Zy), véletlen vektor varhato értéke M = (M, ..., M), kovariancia mdtriza a
D k x k méreti mdtriz, a tetszdleges valds szam, akkor az aZ = (aZy,...,aZy), véletlen
vektor vdrhatd értéke aM , kovariancia mdtriza pedig az a®D kovariancia mdtriz. Legyen
tovdbbd x = (x1,...,xy) tetszdleges k-dimenzids vektor. Ekkor E(Z +x) = EZ + x, a
Z + x vektor kovariancia madtrixa pedig megeqyezik a Z vektor kovariancia mdtrizdval.

A kovetkezd eredmény célja annak jellemzése, hogy milyen matrixok jelenhet-
nek meg, mint alkalmas véletlen vektor kovariancia matrixa. Ennek az eredménynek
az ismertetésében és bizonyitasdban fel kell hasznalnunk a linearis algebra néhany
alapvet6 fogalmét és eredményét. Igyekszem az allitdsokat gy leirni, hogy 6nmagukban
érthetoek legyenek, Egy kiegészitésben leirom a felhasznalt eredmények ismertetését és
bizonyitasat.

El6szor idézziik fel a kovetkezo linearis algebrai fogalmat.

Szimmetrikus és pozitiv (szemi)definit matrixok definiciéja. Legyen D = (d; ;)
eqy k X k méretti matrixz. Azt mondjuk, hogy a D mdtriz szimmetrikus, ha minden
1 < 4,1 <k indexre dj; = d; ;. Pontosabban azt kéveteljik meg, (ha nemcsak valds,
hanem dltalanos komplex értéki elemekkel rendelkezé matrizokat is tekintink, am: ebben
az eléaddasban nem fog eléfordulni), hogy d;; = lej: ahol zZ a z komplex szam konjugdltja,
azaz, ha z = a +1ib, akkor Z = a —ib. Egy k x k méreti szimmetrikus D = (d;,;)

mdtrix positiv (szemi)definit, ha minden x = (x1,...,xx) k-dimenzids vektorra xDx* =
ko k

Yo > xidjz; > 0. (Ebben a formuldban x* jeldli az x vektor transzpondltjdt, azaz

j=11=1

azt az oszlopvektort, amelynek folilrol szamiva l-ik eleme megegyezik az x vektor balrol
szamitott [-ik elemével. Ekkor xDx* a szokdsos vektorszorzast jeloli.
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A D = (di ;) szimmetrikus mdtrizot (szigorian) pozitiv definitnek nevezink, ha

ko k

pozitiv szemidefinit, és rdaddsul az xDx* = Y Y x;d;jx; = 0 reldcio csak abban a
j=11=1

trivialis esetben teljestl, ha xr1 = xo = --- = xp, = 0.

Az eredmények és fogalmak jobb megértése érdekében érdemes megadni a fent
leirt koordinatarendszerben leirt definiciok koordinatarendszertol fliggetlen ,,absztrakt”
definicidjat is és megérteni a két definicié kapcsolatdt. Ennek leirdsat (a bizonyitdsok
tobbségének elhagydsaval) tartalmazza a linedris algebrai Osszefoglalé. A kévetkezd
eredményben megfogalmazom azt a fontos eredményt, amely megadja a kovariancia
matrixok jellemzését. A bizonyitas felhaszndl bizonyos nem trividlis linearis algebrai
eredményeket is.

Tétel a kovariancia matrixok jellemzésér6l. Legyen Z = (Z1,...,7Z%) eqy k-
dimenzios véletlen vektor. Ekkor a Z vektor kovariancia mdtrixa szimmetrikus és pozitiv
szemidefinit mdtriz. Megforditva, tetszdleges D szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdt-
rizhoz létezik olyan Z = (Z1, ..., Zy) véletlen vektor, amelynek ez a D mdtrix a kovari-
ancia mdtriza. S6t igaz a kévetkezd tartalmasabb dllitas is: Legyen Y = (Y1,...,Y%)
olyan véletlen vektor, amelynek a kovariancia mdtriza az identitds mdtriz, azaz VarY; =
1,1<j<k, Cov(Y;,V1) =0, hal <jl<k, ésj#l. (Eza helyzet példdul akkor, ha
azY;, 1 < j <k valdsziniségi vdltozok fiiggetlenek, és VarY; = 1.) Ekkor létezik olyan
A = (aj;) kxk méretii mdtriz, amelyre igaz, hogy a Z = (Z1,...,Z) = (Y1,...,Y5)A =

k k
doarpYp, ..., Y agpYy | véletlen vektor kovariancia mdtriza a D mdtriz.
p=1 p=1

Igaz tovabba a kovetkezd dllitds is. Eqy Z = (Z1, ..., Zy) véletlen vektor kovariancia

mdtriza akkor és csak akkor (szigorian) pozitiv definit, ha e vektor koordindtdi kézott
k
nincs linedris dsszefiiggés, azaz ha 1, ..., xy valds szamokra » x;Z; = K valamilyen
i=1
K (determinisztikus) valds szamra egy valdsziniiséggel, akkor x1 = -+ =z = 0.

Megjegyzés: Ez az allitas annak a valdszintliségi valtozokrol szolé egyszerii eredménynek
tobb-dimenzids megfelelGje, amely szerint egy valdszintiségi valtozé szérasnégyzete nem
negativ szam. Tovabba azt is tudjuk, hogy egy valdszinliségi valtozd szérasnégyzete
szigorian pozitiv, ha ez a valdszintliségi valtozo nem egyenlé egy konstanssal egy va-
16szintiséggel. Ennek a ténynek a megfeleloje a tétel végén kimondott allitas, amely
szerint egy véletlen vektor kovariancia matrixa pozitiv definit, ha nincs a véletlen vek-
tor koordinatainak olyan linearis kombinaciéja, amelyik egy valészintiséggel megegyezik
egy szammal. Ugyanis a nem negativ szamoknak a pozitiv szemidefinit matrixok a
pozitiv szamoknak pedig a pozitiv definit matrixok felelnek meg magasabb dimenziéban.
Magénak a tételnek a bizonyitasa egy aldbb megfogalmazandd nem trividlis linedris al-
gebrai eredményen alapul, amelyik azt mondja ki, hogy egy pozitiv szemidefinit matrix
felirhatd, mint egy alkalmas matrix nényzete. Ez az allitds annnak a ténynek a tobb-
dimenzids megfeleldje, amely szerint pozitiv szamokbdl lehet négyzetgyokot vonni. Je-
gyezzik meg, hogy a pozitiv szemidefinit matrixokbdl vont négyzetgyok nem egyértel-
milen meghatarozott, mint ahogy a valds szamok kozott is csak akkor egyértelmii a
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gyokvonas, ha csak a pozitiv gyokot tekintjiik.

Tétel a linearis algebrabdl. Legyen D pozitiv szemidefinit mdatrix. Ekkor létezik olyan
A madtrixz, amelyre érvényes a D = A*A azonossdg, ahol A* az A mdtrix transzpondlt-
jat jgeloli. Sét, olyan A mdtrizot is vdlaszthatunk, amelyre az A mdtriz onadjungdlt és
szemiadefinit, és D = A?. Eme megszoritds esetén az D = A*A = AA egyenlet megolddsa
egyértelmi. (Egy A = (aj;1) k x k méretd mdtrixz transzpondltja az A* = (ay5), illetve az
dltaldnos komplex szamokat is tartalmazo matrizok esetében az A* = (a;;) k x k méretd
mdatriz, ahol Z a z komplex szam konjugdltja.)

A tétel bizonyitdsa a linedris algebrdrdl kimondott tétel segitségével. Tekintsiink el6szor
egy Z = (Z1,...,2Zy) egy k-dimenzids véletlen vektort és annak D = (d;;), d;; =
Cov(Z;,2Z1), 1 < j,l <k, kovariancia matrixat. Ekkor D szimmetrikus méatrix, mert
d;; = di;, azaz Cov(Z;,Z;) = Cov(Z;,Z;). Mésrészt tetszlleges © = (z1,...,Tk)
k-dimenziés vektorra

k k k k k
d w;Zi | =) ) E(x;x(Z;Z — EZ;EZ)) =Y Y x;wCov(Z;, Z)
j=1 j=1

=1 (=1 j=11=1

j=11

hE

*
zjrid;; = xDx”,
1

k
és Var | > x;Z; | > 0. Innen kovetkezik, hogy xDx* > 0 tetszéleges x = (x1,...,x)

k-dimenziés vektorra, azaz D szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrix.

Megforditva, legyen D pozitiv szemidefinit matrix, és ¥ = (Y7,...,Y%) olyan
véletlen vektor, amelynek a kovariancia métrixa az identitds madtrix, azaz VarY; = 1,
1 <j<k Cov(Y;,;)V;) =0, hal<jl <k, ésj# 1l A kimondott linedris algebrai
eredmény szerint létezik olyan A = (a;;), 1 < 7,1 < k k x k méretdi matrix, amelyre
D A*A. Azt allitom, hogy a Z = (Z1,...,Zx) =Y A, azaz a Z = (Z1,...,2Zy), Z; =

Z p.iYp, 1 < j < Kk, véletlen vektor kovariancia matrixa a D matrix. Innen kovetkezik

k k
a feladat mésodik allitdsa is. Viszont Cov (Z;, Z;) = Cov (Z apiYp, Y. anYq), ezért
= q:
ko k
Cov(Z;, Z1) = >, > apjaqiCov(Y,,Y,), ahonnan, mivel Cov (Y,,Y;) = 0, ha p # q,
p=1q=1

és Cov (Y,,Y,) =1, Cov (Z;,Z;) = Z ap.jap1 = dj;, ahol d;; a D = A*A métrix j-ik
p_
soraban és [-ik oszlopaban szerepl6 konstans.

Végiil a D kovariancia matrix akkor és csak akkor (szigortan) pozitiv definit, ha
k k
xDz* > 0, azaz Var (Z xj§j> > 0, azaz Y x;§; # K valamilyen konstanssal minden
i=1 i=1
nem azonosan nulla (z1,...,xx) # 0 vektorra.
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Ezutan be tudjuk vezetni a tébb-dimenzids normalis eloszlasfliiggvények fogalmat,
és meg tudjuk fogalmazni a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastételt.

Tobb-dimenziés normalis eloszlasok definiciéja. Definidljuk elészor a tobb-di-

menzios standard normdlis eloszldst. Azt mondjuk, hogy egy (&1, ...,&k) véletlen vek-

tor eloszlasa a k-dimenzios standard normdlis eloszlas, ha a &1, ...,& valosziniségi

vdltozok fiiggetlenek, és mindegyik &; valdsziniségi valtozo, 1 < j < k, standard normdlis

eloszlasiu. Ekvivalens megfogalmazdsban azt mondhatjuk, hogy egy (&1, ...,E&k) véletlen

vektor eloszldsa a k-dimenzios standard normdlis eloszlds, ha e véletlen vektornak létezik
k

striségfiggvénye, és az az f(uy,...,ux) = W exp {—% > u?} fiigguény.
j=1

Egy (m,...,nx) k dimenzids véletlen vektor k dimenzids normdlis eloszlasi vektor
nulla vdrhatd értékkel, ha e véletlen vektor eloszldsa megegyezik valamely (71, ...,7Mk) =
(&1, .., &) A k-dimenzids vektor eloszldsdval, ahol A egqy k X k méretd mdtrix, tovabbd
(&1,...,&k) eqy k-dimenzios standard normdlis eloszldsi véletlen vektor.

Egy (C1,-..,Ck) véletlen vektor k-dimenzids normdlis eloszldasu vektor, ha eloszldsa
megegyezik eqy (N1, ..., M) + (M1, ..., mg) véletlen vektor eloszldsdval, ahol (n1,...,nk)
eqy k-dimenzios normalis eloszldsu véletlen vektor, amelynek a vdarhato értéke nulla, és
(my,...,my) k-dimenzids determinisztikus vektor.

Megjegyzés: A tobb-dimenzids normalis eloszlds definici6jabdl, illetve a 10. eldadés elején
targyalt feladat azon kovetkezményébol, hogy fiiggetlen normaélis eloszlasi valdszintiségi
valtozok linearis kombindciéi is normalis eloszlastuak kovetkezik, hogy egy tobb-valto-
z6s normalis eloszlasu valészintiségi valtozo minden koordinataja normalis eloszlasi. Az
allitas megforditasa nem igaz. Késébb latni fogunk példat olyan kétvaltozos valdszinii-
ségi valtozora, amelynek mind a két koordinatdja normalis eloszlasi, 6 maga mégsem
kétvaltozos normalis eloszlasi véletlen vektor.

Megfogalmazok még egy késébb bizonyitandé eredményt, amely sziikséges a tobb-
dimenzids centralis eloszldstétel kimondasahoz.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszlas tulajdonsagairdl. Tekintsink egy k-
dimenzios (n1,...,mk) = (&1, -, &) A+ (mq,...,my) normdlis eloszldsi valoszintiségi
vdltozdt, ahol A egy k x k méretd matriz, m = (mq,...,mg) k-dimenzids (véletlentél
nem fiiggd) vektor és (&1,...,&k) egy k-dimenzids standard normdlis eloszldst véletlen
vektor. Akkor (m1,...,mx) m = (ma,...,mg) vdrhato értéki és D = A*A kovariancia
mdtrizu véletlen vektor. FEgy normdlis eloszlasu véletlen vektor kovariancia mdtriza
pozitiv (szemi)definit, és megforditva, minden k x k méreti pozitiv (szemi)definit mdtriz-
hoz és k dimenzios vektorhoz létezik olyan k-vdltozos normdlis eloszlasu véletlen vektor,
amelynek ez a kovariancia mdtrixa és varhato érték vektora. Tovabbd eqy k-dimenzios
normdalis eloszldsiu valosziniiségi vailtozo eloszldsdt meghatdrozza annak m vdrhato érték
vektora és D kovariancia mdtriza.

Jegyezzilkk meg, hogy rogzitett D (szimmetrikus és pozitiv szemidefinit) matrixra

az A*A = D egyenletnek nem egyértelmii a megoldasa. Tekintsiink két kilonbo6zé
A és B maétrixot, amelyre A*A = B*B. A fenti tétel szerint, ha tekintiink egy k-
dimenzids standard normélis eloszlasui (&1, .. ., k) vektort, illetve a segitségével definidlt



(&1y...,&k)A és (&1,...,&)B véletlen vektorokat, akkor bar ez az utébbi két véletlen
vektor kiilonb6z6, eloszlasuk megegyezik. Ugyanis mind a két (normalis eloszlasi) vek-
tor nulla varhaté értéki és A*A = B* B kovariancia matrixi. Ez a tulajdonsag erésen
kihasznélja azt, hogy normélis eloszlasi valdsziniiségi valtozokrdl van szd. Annak,
hogy egy tobb-dimenzdés normalis eloszlast egyértelmiien meghatiroz annak varhato
érték vektora és kovariancia matrixa fontos kovetkezményei vannak. Ehhez a kérdéshez
kés6bb visszatérek.

Tanulsagos lehet a kovetkezo példa, amely segithet az el6z6 tétel jobb megértésében.
Legyen £ = (&1,...,&;) k-dimenziés standard normalis eloszlasu véletlen vektor és U
egy unitér transzformacié a k-dimenzids térben, azaz legyen UU* = U*U = I, ahol
I az identitds matrix a k-dimenzids térben. Az el6z6 tétel szerint a & = €1 és n =
EU véletlen vektorok eloszlasa megegyezik, mert mind a két vektor normalis eloszlasu,
(minden koordindtdban) nulla véarhaté értékkel és UU* = I kovariancia matrix-szal. Ez
annak ellenére igy van, hogy az U unitér matrix lényegesen kiillonbozhet az I identitas
matrixtol.

Viszont a fenti példa allitdsdnak okat meg tudjuk érteni, ha felidézziik az unitér
transzformacié szemléletes jelentését. Egy unitér transzformacié tavolsagtarto linedris
leképezés, ezért a tér egy forgatdsa (és utdna esetleg a tiikrozése egy k — 1 dimenziés
altérre). Masrészt lattuk, hogy egy standard normalis eloszlasu véletlen vektor stirtiség-
fiiggvénye egy x pontban csak e pontnak az origét6l mért |z| tavolsdgatdl fiigg. Ezért
egy ilyen valdszintiségi valtozé eloszldsa nem valtozik, ha elforgatjuk, (és akkor sem, ha
utdna esetleg tiikrozziik egy k — 1-dimenziés altérre). A fenti példa ezt a tényt fejezi ki.

Megfogalmazom ezen eléadés {6 eredményét.

A t5bbvaltozés centralis hatareloszlastétel. Legyenck ¢0) — (5{”, L g”),

1 =1,2,..., figgetlen, egyforma eloszlasu k-dimenzios valosziniiséqgi valtozok, amelyekre
2

teljestl az E&l(l) < 00,1 <1<k feltétel. Legyen a 1) = <§§1), ey ,(cl)) vektor varhato

értéke EED) = <E££1), . ,Eﬁ,il)) , kovariancia mdtriza pedig eqy D kxk méretii matrix.

Definidljuk az S = (an)? .. .,S,gn)) = Y ¢l = (Z éj), ey §,ij)> osszegeket,
j=1 j=1 j=1

n=1,2,.... Ekkor minden (z1,...,xx) k-dimenzids vektorra érvényes a

. ]‘ n n ]‘ n n

azonossdg, ahol ®p(x1,...,xk) a k-dimenzids nulla varhaté értékii D kovariancia mat-
rizd normalis eloszlasfigguény értéke az (x1,...,x ) pontban.

1. megjegyzés. Ahhoz, hogy lassuk, hogy a fenti tobbvaltozos centralis hatareloszlastétel
értelmes, tudnunk kell a kovetkezo két allitast:

i) TetszOleges (véges) kovariancia matrix-szal rendelkezé véletlen vektorhoz létezik
egy vele megegyez6 kovariancia méatrixu (és nulla varhat6 értékii normalis eloszlasi
vektor.



ii) A tételben szereplé hatareloszlast egyételmiien megadtuk, azaz egy nulla varhaté

érték vektorral rendelkezd normaélis eloszlasu véletlen vektor eloszlasat egyértelmi-
en meghatarozza annak kovariancia matrixa.
A fenti két tulajdonsig kovetkezik a tobb-dimenzids normalis eloszlas tulajdonsa-
gairdl szolo tételbol. E tétel legtobb allitasat mar igazoltuk. De még meg kell
indokolni, hogy egy tobb-dimenzids normadlis eloszldst miért hatdaroz meg annak
varhaté érték vektora és kovariancia matrixa.

2. megjeqyzés. Az egy és tobbvaltozos centralis hatareloszlastétel megfogalmazasaban
masfajta normalizdlast hasznaltunk. Az egyvaltozds esetben az Osszeg szérasaval, azaz
V/no osztottunk, ahol 02 = Var ¢, mig a tébbvaltozds esetben /n-nel. Az egyvaltozés
esetben is oszthattunk volna /n-nel, és akkor a hatdreloszlas egy nulla varhaté értéki és
o? szérasnégyzetit normélis eloszlast valdszintiségi valtozé eloszlasa lett volna. A t&bb-
valtozés esetben az egyvaltozés esethez hasonlé normalizélds az n~/2X ! métrix-szal
valé szorzas lenne, ahol Y2 a tekintett véletlen vektorok kovariancia métrixa, ¥ ennek
pozitiv négyzetgyoke, azaz az az egyértelmiien meghatarozott pozitiv definit ¥ matrix,
amelynek négyzete a ¥? kovariancia matrix, X! pedig ennek a matrixnak az inverze.
Ilyen normalizdlast akkor vélaszthatunk, ha a X2 matrix invertdlhaté. Ez akkor teljesiil,
ha %2 szigortan pozitiv definit. Ekkor a limesz egy standard normalis eloszldsi véletlen
vektor. De bizonyos fontos esetekben ez a feltétel nem teljestil. Példaul, ha az eléadas
elején tekintett (szabdlyos) kocka véletlen dobésait tekintjiik, akkor, mint a kévetkezo
feladat mutatja, nem invertalhaté kovariancia matrix jelenik meg a hatareloszlasban.
Ez azzal fligg Gssze, hogy a kiillénb6z6 eredményii dobasok szdmanak az Osszege (nem
véletlen) konstans, mert egyenld az 6sszes dobés szaméval.

Feladat:

Legyenek ¢U) = (f%j ), ce éj )) fiiggetlen, 1 < j < n, egyforma eloszlasu véletlen
vektorok P(ﬁ,gj) =1) = %, minden 1 < k <6, 1 < j < n indexre, és 5,?,) =0, ha

k' # k, és f,(cj) = 1, minden 1 < k, k' < 6 indexre. Legyen S = ﬁ 21 &; e véletlen
]:

vektorok normalizalt osszege. Ekkor a £() és S vektorok kovariancia métrixa az a
D = (d;x), 1 < i,k <6, métrix, amelyre d; , = —%, ha i # k, dp = %. A D
matrix nem invertalhato.

Megoldds: A ¢€9) vektor D matrixénak clemei d;, = E¢P¢Y) — BeW peld) —
~BEV B = —dihai £k, bs dpy = B ( fﬂ)z (B =1 - (1) = &
Az S véletlen vektor kovariancia matrixa ugyanez a D métrix. A D métrix nem
invertalhatd, mert a sorosszegei nullaval egyenloek.

Megjegyzem tovabba, hogy az egyvaltozés esethez hasonléan a tobbvaltozds cent-
ralis hatareloszlastételnek is 1étezik altaldnositasa fliggetlen nem feltétleniil egyforma
eloszlasu véletlen vektorok normalizdlt Osszegeinek hatéareloszlasara nagyon altalanos
feltételek mellett. Ezzel a kérdéssel azonban itt nem foglalkozunk.

A tobbvéltozds centralis hatareloszlastétel bizonyitasa hasonld a klasszikus egy-
valtozds esethez. Az ott bevezetett fogalmaknak és eredményeknek megadhatdak a
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tobb-dimenzids altalanositasaik, és a megfelel6 eredmények hasonléan bizonyithatdak.
Ezért csak a fogalmakat és az eredményeket fogom ismertetni. A bizonyitds a karakte-
risztikus fiiggvény fogalmanak tobb-dimenziés dltalanositasan alapul, illetve azon, hogy
az egydimenzids esetben bizonyithato eredmények természetes médon altalanosithatoak
a tobb-dimenzids esetre is. Ennek a kérdésnek rovid targyaldsat a kiegészitésben irom
le, ami nem része a f6 anyagnak. Viszont az el6adas {6 részében ismertetem (bizonyitas
nélkiil) azokat az eredményeket, amelyek segitenek a tobbvaltozds centralis hatarelosz-
lastétellel kapcsolatos feladatok megoldasaban.

Tobb-dimenzids eloszlasfiiggvények eloszlasban valé konvergenciajanak a de-
finicidja. Legyen F,,(x1,...,x), n =1,2,..., k-dimenzids eloszldsfiggvények sorozata.
Azt mondjuk, hogy az Fy(x1,...,x1) eloszlasfigguények eloszlasban konvergdlnak egy k-
dimenzios F(x1,...,xy) eloszldsfiggvényhez, ha nli_)rrgo Fo(x1,...,21) = F(x1,...,7%) az

F(-) (hatdr)eloszldsfiggvény minden (z1,...,x) folytonossdgi pontjdban.

Tétel az eloszlasban valé konvergencia jellemzésérol folytonos fiiggveé-
nyek segitségével. F,,(uy,...,ux), n=1,2,... k-dimenzids eloszldsfiigguények soro-
zata akkor és csak akkor konvergdl eloszlasban egy F(uy,...,ux) k-dimenzios eloszlds-
fiigguényhez, ha minden a k-dimenzics téren értelmezett folytonos, korldtos g(uy, . . ., u)
fuggvényre teljesiil a

lim [ g(uy,...,ux) Fp(dus,..., dug) = /g(ul,...,uk)F(dul,..., dug)

n—oo

az0nossdg.

Megjegyzés: A tobbvaltozoés centrédlis hatareloszlastétel valdgjaban azt mondja ki, hogy
a tekintett normalizalt 6sszegeknek van hatareloszlasa, és az a tételben definilt tobb-
dimenzidés normalis eloszlas. Ez a tétel megfelel céljainknak, de ha precizek vagyunk,
akkor az altalunk kimondott tétel némi magyarazatra szorul. Ugyanis az ott kimondott
limesz relacié nem kovetkezik a normalizalt 6sszegek eloszlasban valé konvergenciajabol
abban az esetben, ha a hatareloszlasként megjelené tobb-dimenziés normalis eloszléds
kovariancia matrixa nem invertalhaté. Ekkor ugyanis ez az eloszldas egy altérre van
koncentralva, és a hatareloszlds nem folytonos minden pontban. A tételben kimon-
dott allitas ekkor is érvényes, de erre a tényre nincs sziikségiink. Ennek az allitasnak
az igazolasahoz azt kell kihasznalni, hogy a tételben szereplé Osszeadanddk eloszlasa
ugyanabba az altérbe van koncentralva, mint a hatareloszlas.

Az egydimenzids esetben ki tudtuk szamolni a centralis hatareloszlastétel alapjan
annak (kozelitd) valdszinliségét, hogy sok fliggetlen valdszintiségi véltozé normalizalt
Osszege egy intervallumba esik. A tobb-dimenzids esetben is szeretnénk hasonlé ered-
ményeket alkalmazni. De ebben az esetben egy altalanosabb probléma jelenik meg.
Olyan eredményre van sziikségiink, amely segit kiszamitani annak valdszintiségét, hogy
fliggetlen véletlen vektorok normalizalt O0sszegei valamilyen altalanos geometriai alak-
zatba, példaul egy gémbbe vagy ellipszoidba esnek. Olyan eredmények érdekelnek min-
ket, amelyek azt mondjak ki, hogy ilyen valdszinliségek hatarértéke is létezik, és ez
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a hatarérték egyenlo azzal a szammal, amit a tébbvaltozds centrélis hatareloszlastétel
sugall. A kovetkezo két tétel valamelyikébél, amelyek az eloszlasban valé konvergencia
tulajdonsagairdl szolnak, levezethetjiik a centralis hatareloszlas ilyen iranyu kovetkez-
ményeit.

1. Tétel az eloszlasbeli konvergencia tulajdonsagairdl. Legyen &,, n=1,2,...,
k-dimenzios véletlen vektorok sorozata, amelyek eloszlasban konvergadlnak eqy o k-di-
menzios véletlen vektorhoz, és legyen F a k-dimenzios téren értelmezett folytonos fiigg-
vény. (Az egyszeriiség érdekében tekintsink valds értéki figgvényeket, de wvaldjdaban
tekinthetiink tetszdleges l-dimenzics téren értelmezett fiigguényt.) Ekkor az ng = F (&),
k=1,2,..., valosziniségi valtozok eloszldsban konvergdlnak azny = F (&) valdsziniségi
vdltozohoz.

2. Tétel az eloszlasbeli konvergencia tulajdonsagairdl. Legyen F,,, n=1,2,...,
k-dimenzios eloszldsok sorozata, amelyek eloszlasban konvergdlnak eqy Fy k-dimenzios
eloszlashoz. Jelolje pur, az F,, eloszlds szerint indukdlt Stieltjes mértéket. Ha A olyan
halmaz a k-dimenzios téren, amelynek OA hatdra teljesiti a g, (0A) = 0 azonossdgot
az Fy hatareloszlasmérték szerinti pup, Stieltes mérték szerint, akkor nh—{lgo pr, (A) =

HF, (A)

A fenti két tétel bizonyitasat elhagyom, noha azok nem nehezek. Valgjaban e
tételek sokkal altalanosabb valtozata is érvényes és viszonylag egyszeriien bizonyithato
szepardbilis metrikus tereken definilt valészintiségi mértékekre. (De ehhez egy altaldno-
sabb fogalomrendszer bevezetésére lenne sziikségiink, amivel itt nem fogok foglalkozni.)
Viszont megmutatom, hogyan lehet megoldani a fenti két eredmény valamelyikének és
a tobbvaltozds centralis hatareloszlastétel segitségével az eldadas elején megfogalmazott
feladatot kockak szabalyossaganak az ellenorzésérdl.

Megmutatom, hogy hogyan lehet az eloszlasbeli konvergencia tulajdonsagairél szélo
1. tétel segitségével segitségével megoldani a bevezetés elején megfogalmazott feladatot
kockak szabalyossaganak ellenérzését alkalmas dobassorozat megfigyelésének segitségé-
vel. (A 2. tételt is alkalmazhatnénk, de az els6 tétel alkalmazasa kissé kényelmesebbnek
bizonyult.) Valdjdban egy altaldnosabb eredményt fogok térgyalni, amely elvezet a
matematikai statisztika egyik fontos mdédszeréhez, az igynevezett x-négyzet probahoz.

Tekintsiik a kovetkezo feladatot:

Legyen adva k urna, és ellendrizziik azt a feltevést, amely szerint ha egy golyot véletleniil
bedobunk ezen urndk valamelyikébe, akkor az p;, p; > 0, valésziniiséggel esik a j-
k
ik urnaba, ) p; = 1. Ezen feltevés ellenérzésének az érdekében dobjunk egymastdl
j=1
fiiggetlentil n golydt ezekbe az urndkba, és jeldlje v, (j) a j-ik urndba es6 golydk szamét.

k .
Be fogjuk latni, hogy feltevésiink teljesiilése esetén a > W
J

j=1
tozoknak létezik hatareloszlasuk n — oo esetén, és ez a hatareloszlas az ugynevezett
k — 1 szabadsagfoki x? eloszlés.

valoszintliségi val-
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Megfogalmazom ezt az eredményt pontosabban is. Elétte bevezetem a x? eloszldsok
definicigjat.
A k szabadsagfoktu x? eloszlas definicidja. Legyen &1,...,&, k darab figgetlen
k
standard normdlis eloszldasu valdszinidségi valtozd. Ekkor a 5? valosziniiségi valtozo

j=1
eloszldsdt nevezziik k szabadsdgfoki x?(k) eloszldsnak.

Megjegyzés: Lattuk a 9. eléadés 5. feladatdban, hogy a 2 szabadsdgfoki x2(2) eloszlés a
A= % paraméterii exponencialis eloszlas, azaz az az eloszlas, amelynek stirtiségfiiggvénye

az f(z) = 2e7%/?, haz >0, és f(z) =0, ha = < 0.

Ezutdn megfogalmazom a x? préba alapjdul szolgdlé eredményt. A bizonyitas
ismerete nem kotelezo a vizsgan.

Tétel urnadobas eredményének aszimptotikus viselkedésérdl. Legyen adva k
darab urna, amelyekbe bedobunk egymdstol figgetlendil golyckat gy, hogy mindegyik
k

golyd p; valdszintiséggel esik a j-ik urndba, 1 < j < k, > p; = 1. Jeldlje v,(j) a
j=1
7-ik urndba esé golyok szamdt az n-ik dobds utan. Ekkor a

(Vn(]> - npj)Q
1 "Pj

, n=12,...

k
J:
valdszintiségi vdltozdk eloszldsban konvergdinak a k — 1 szabadsdgfoki x*(k — 1) elosz-
lashoz, ha n — co. (Az urndk k szama rdgzitett.)

Megjegyzem, hogy a fenti tételben megjelen6 hatareloszlas csak az urnak k szaméatol
figg, de nem figg a p;, 1 < j < k, valészinliségektdl. Ez jelzi azt, hogy természetes
statisztikat vezettiink be, olyat amelyben a kiilonb6z6 urnadkban levo golydk szamanak
az eltérése annak varhato értékétol egyforma fontos szerepet jatszik. Az, hogy a hatar-
eloszlds a k — 1 szabadsagfogi x?(k — 1) eloszlds, azzal fiigg ossze, hogy bar k véletlen
szam sulyozott négyzetOsszegét tekintettiik, (az egyes urndkba esé golyok szamanak
eltérését tekintettiik azok varhatd értékétél), de ezek kozott van egy determinisztikus
Osszefliggés. Nevezetesen az, hogy az Osszes urnaba es6 golyok szama minusz azok
varhato értéke nullaval egyenld. Ezt informalisan gy szoktak interpretalni, hogy k — 1
szabadsagi fokkal rendelkezd véletlen vektorok koordinatainak a négyzetosszegét tekin-
tettiik, illetve azok hatareloszlasat. Ilyen esetben a hatareloszlast olyan véletlen 0sszeg
adja meg, amelyben mindegyik szabadsagi foknak egy Osszeadandé felel meg, amelyik
fiiggetlen a tobbi Osszeadandétdl, és az egy standard normalis eloszlasu valdszintiségi
valtozo négyzete. Az eredmény bizonyitasit egy nem kotelezo kiegészitésben from le.

Lassuk, hogy az eldadas elején emlitett masodik feladatot hogy tudjuk megoldani a
tobb-valtozos centralis hatareloszlastétel segitségével.
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Feladat:

Legyenek &1, ..., &, fiiggetlen a [—%, %] intervallumban egyenletes eloszlasi valdszi-

n n
niiségi valtozok. Mutassuk meg, hogy a > & és > 5? Osszegek normalizaltjainak,
. . j J
azaz a /22 21 & és (/B0 (5? — ) valészinfiségi véltozoknak az egyiittes el-

oszlasa a két-dimenzids standard normadlis eloszlashoz konvergdl, ha n — oo.

Megoldds: E¢ =0, EE? = &, Varé = &, Varg? = B¢ — (B2 = & — 4 =

55- Tovabbéd Cov (¢,£2) = E¢® — EEEE* = 0. Ezért a (v12¢5,v180 (£ — §5)),
j=1,2,..., véletlen vektorok fiiggetlenek, nulla varhaté értékkel és az identitas

kovariancia matrix-szal. Innen, és a tobb-dimenziés centralis hatareloszlastételbol
kovetkezik a feladat allitasa.

A fenti eredmények bizonyitdsaban kihasznaltuk azt a tényt, hogy egy normaélis
eloszlast vektor eloszlasat egyértelmiien meghatdrozza annak varhaté érték vektora
és kovariancia matrixa. Ezt a kiegészitésben bebizonyitom e véletlen vektor karak-
terisztikus fliggvényének a segitségével. De ez a bizonyitds mély, eddig nem tanult
matematikai ismereteket is felhasznal. Itt kiszamolom egy normalis eloszlasu véletlen
vektor striiségfiiggvényét. Megmutatom, hogy ez a stlriségfiiggvény akkor és csak
akkor létezik, ha a normalis eloszlasu véletlen vektor kovariancia matrixa invertdlhato.
Ebben az esetben a strliségfiiggvény kifejezheté a varhato érték és kovariancia matrix
segitségével. Innen kovetkezik, hogy a normalis eloszlast meghatarozza a kovarian-
cia matrixa és varhaté érték matrixa abban az esetben, ha a kovariancia matrix in-
vertalhaté. A bizonyitandé éllitas igazolasa az altalanos esetben visszavezethetd erre az
eredményre, de ezt az érvelést nem dolgozom ki. Viszont adok egy maésik, linedris algeb-
rai eredményeken alapulé bizonyitast arra, hogy egy tobb-dimenziés normaélis eloszlast
meghataroz annak varhaté érték vektora és kovariancia matrixa. A kovetkezo linearis
algebrai eredményt fogom hasznalni, amelyet matrixok polar felbontasanak is neveznek.

Tétel matrixok polar felbontasardl. FEgy A k X k (négyzetes) mdatrix felirhato
A = UK alakban, ahol U wunitér és K szimmetrikus, pozitiv definit matriz. (Ha-
sonloan felbonthato A = KUy alakban egy szimmetrikus, pozitiv definit és unitér madtriz
szorzatdra.)

Megjegyzés. Azért nevezik ezt a felbontast polar felbontdasnak, mert ez annak a megfele-
16je, hogy egy z komplex szam felirhat6 z = Re’¥ alakban, ahol R = |z| a z sz4m abszolut
értéke, az €' tényezbvel valé szorzds pedig ¢ szoggel valé forgatdst jelent. Mivel két
matrix szorzata nem feltétlentil kommutativ az A = UK és A = K U; felbontasban
kiilonboz6 matrixok szerepelhetnek.

A normdlis eloszlds egyértelmiiségérdl szolo tétel bizonyitasa a fenti linedris algebrai
0sszefiiggés segitségével. Elég belatni, hogy egy ¢ = £A nulla varhat6 értékii normalis
eloszlasu vektor eloszlasat, ahol £ k-dimenzids standard normélis eloszlasu vektor, A
pedig k x k méretii matrix meghatarozza annak D = A* A kovariancia matrixa. Ennek
érdekében irjuk fel az A matrix A = UK polar felbontésat, és vegytik észre, hogy D =
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A*A = KU*UK = K?, és mivel egy pozitiv (szemi)definit matrix pozitiv szemidefinit
négyzetgyoke egyértelmiien meghatrozott, ezért K = D/2. Innen ¢ = €A = EUDY/? =
nDY2, ahol n = ¢U. Viszont lattuk, hogy egy U unitér transzforméciéra az n = U
vektor is standard normadlis eloszldsi. Innen kovetkezik, hogy a ¢ = nD'/2 véletlen
vektor eloszlésa csak a D'/ ezért csak a D matrixtdl fiigg.

Most megadom egy tobb-dimenzidés normalis eloszlasi vektor striiségfiiggvényét.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszlast vektor siiriiségfiiggvényének az
alakjardl. Legyen adva eqgy n = (n1,...,nk) k-dimenzids normdlis eloszldsi valdszini-
ségi vdltozd, amelynek m = (mq,...,my) = (Eny,...,Eng) a vdarhato érték vektora és
D = (d;;), d;;, = Cov(n;,m), 1 < 4,1 <k, a kovariancia mdtriza. Az n k-dimenzios
valosziniségi valtozonak akkor €s csak akkor van siriségfigguénye, ha a D kovariancia
mdatrixz invertdlhaté. Ha a D kovariancia matriz invertdlhato, akkor azm = (n1,...,Mk)
véletlen vektor striségfiigguénye a kovetkezd alaki:

1 - *
f(x):f(x17axk): (27r)’€/2detD1/2 exp{—(m—m)D 1(m—m) /2}7
ahol x = (z1,...,71) € RF k-dimenzids vektor.

Bizonyitds: Az n = (n1,...,m) véletlen vektor eloszldsa megegyezik egy olyan 77 =
(My.eosmk) = (&1, -+, &) A+ (M, ..., my) véletlen vektornak az eloszldsaval, amelyikre
&, 1 < j <k, fiiggetlen standard normalis eloszlast valészintiségi valtozok, és D = A* A.
Jegyezziik meg, hogy a linedris algebra standard eredményei szerint az A és A* matrixok
egyszerre invertalhatéak vagy nem invertalhatoak, és a D = A* A matrix akkor és csak
akkor invertalhaté, ha az A matrix invertalhat6. Ezért, ha a D méatrix nem invertalhatd,
akkor az n vektornak nincs stirtiségfiiggvénye, ha pedig a D matrix invertalhato, akkor
a kovetkezé modon szamolhatunk:

Alkalmazva az * = yA + m transzforméciot & = (&1,...,&), © = (T1,...,Tk),
7 —_— 2 e 2 . .o Ve .
y=(y1,---,yk) 6s p(v) = o(y1,...,yx) = W@ (vit++vk)/2 jelsléssel kapjuk, hogy

tetsz6leges mérheté B C R* halmazra

PieB)=PneB)=P(Ec(B-m4d™)= e(v) dy
(Y1, yk)E(B—m)A—1

! ¢ ((x—M)A™") da

N |detA| (ml,...,mk)eB

alakid, ahol |det A| az © = yA + M leképezés Jacobian-ja.

E formulabdl kiolvashatd, hogy a vizsgalt normalis eloszlasu valdszinliségi valtozd
stirtiségfiiggvénye a @gp ((:1: — m)A‘l) fiiggvény. Annak érdekében, hogy bebizo-
nyitsuk a tételt vegyiik észre, hogy mivel D = A*A, ezért det D = det A*det A =
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(det A)2, és | det A| = det D'/, ahonnan

1 r—m)A7 (x —m)A~!
e ((z—m)A™") = (27r1)k/2 exp {_ (( ) 2( ) ) }
1 ox {_(ac—m)A_1 (A_l)*(x—m)*}
~ (2n)k/2 P 2
1 (x —m)(A*A)~L(z —m)*
~ enpr P {‘ 2 }
1 (x —m)D~ Yz —m)*
Eril 2 f

mert A~1 (A71)" = A=1 (A4*)7! = (4*A)"". Innen kovetkezik a Tétel 4llitasa.

Megjegyzés: Egy tobb-dimenzids normaélis eloszlast valdszintiségi valtozé karakterisz-
tikus fliggvényét megadoé képletben a kovariancia matrix szerepel, mig a stirtiségfiigg-
vényét megadd képletben a kovariancia matrix inverze. Mivel a karakterisztikus fiigg-
vény kiszamolasaban nem kell invertalni a kovariancia matrixot, ezért a karakterisztikus
fiiggvény segitségével konnyebb vizsgalni a normalis eloszlasfiiggvények tulajdonsigait.

Annak, hogy egy normalis eloszlasu véletlen vektor eloszlasat egyértelmiien meg-
hatarozza annak varhato érték vektora és kovariancia matrixa meglep6 és fontos kovet-
kezményei vannak. Lassuk be a kovetkez6 (fontos) allitast.

Feladat:

Legyen (&1,...,&) k-dimenzids normalis eloszlasi véletlen vektor, amelynek ko-
ordindtéi korrelalatlanok, azaz Cov (§;,&;) = 0, ha i # j. Ekkor &1, ..., & fiiggetlen
normalis eloszldsi valdszintliségi valtozok.

Megoldds: Feltehetjiik az dltaldnossag megszoritdsa nélkiil, hogy E§; = 0,1 < j <
k. Legyen E§]2- = ‘732'~ Tekintsiink fiiggetlen standard normalis eloszlasi nq, ..., Nk
valésziniiségi valtozokat, és vezessiik be a 77 = (o1m1, 0272, . .., 0knk) véletlen vek-
tort. Ekkor 77 nulla varhaté értékii, normalis eloszlasu véletlen vektor, amelynek
kovariancia matrixa megegyezik a & = (&1, ..., &) kovariancia matrixaval. Ezért e
két vektor eloszlasa megegyezik. Innen koévetkezik, hogy a &1, ... , & valdszinliségi
valtozok fliggetlenek és normalis eloszlasiak.

Annak érdekében, hogy a fenti feladat eredményét jobban tudjuk értékelni oldjuk meg
a kovetkezo feladatot.

Feladat:

Mutassunk példat két korreldlatlan & és n valdszintiségi valtozéra, amelyek nem
fiiggetlenek.

Megoldas: Sok egyszerti példat adhatunk. Tekintsiik példaul a kovetkezo példat:
Legyen £ egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozo a [—%, %} intervallumban, Ekkor
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a & és n = £2 valészintiségi valtozok korreldlatlanok, de nem fiiggetlenek. Valdban,
B¢ = 0, By = EE&? = &, E¢yp = BE& = 0, Cov(&,n) = Eén — ESEn = 0.
Masrészt € és 7 nem fliggetlenek, s6t az n valdszintliségi valtozd a & valdszintiségi
valtozo determinisztikus fliggvénye. Egy lehetséges formalis indoklasa annak, hogy
¢ és n nem fiiggetlen a kovetkezd: Legyen 0 < a < 1 tetszOleges szam. Ekkor
{w: n < a®} ={w: [§] < a}. Ezért P(€ < a,n < a®)=P(<a),azaz P(£ <a,n<
a?) # P( < a)P(n < a?).

Végiil lassunk példat olyan két-dimenziés (£,7n) vektorra, amelynek mind a két
koordinatdja, azaz mind a £ mind az 1 valészinliségi valtozd normalis eloszlasi, viszont
a (&,n) vektor (mint két-dimenzids véletlen vektor) nem normaélis eloszlasu.

Feladat:

Definidljuk a kévetkezd (€2, B, P) valdsziniiségi mezét: ©Q = [0,1], B a Borel o-
algebra [0, 1]-en, és P a Lebesgue mérték. Definidljuk a kovetkezé & és n valdszint-
ségi valtozdkat ezen a mezén: &(x) = & 1(x),

Léassuk be, hogy ¢ és n normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok, de a (£, n) vektor
nem normalis eloszlasu valészintiségi vektor.

Megoldads: A & és n valészintiségi véaltozok azonos eloszlasiuak. Tovabba,
P> z) = AN2(x),1]) =1 - 0(z) .

Az, hogy (&,n) vektor nem normélis eloszlasi kévetkezik példaul a P(E+n = 0) = %
azonossaghdl. Ugyanis, ha (£,7) normalis eloszldsu lenne, akkor az lenne a & + 7
valésziniiségi véltozo is. Ennek viszont ellentmond a P(§ +n =0) = % relacio.

Nem kotelezd feladat.

Legyen £ egy [ valtozds normalis eloszlasi valészintiségi valtozd, A egy k x | méretil
matrix. Mutassuk meg (alapvet6 linedris algebrai ismeretek felhasznalasaval), hogy
n = EA egy k valtozds normalis eloszlasu valdszinliségi valtozo.
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Kiegészités: A tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel bizonyitasardl.

A bizonyitasban az egyvaltozos esetben ismertetett eredmények tobb-dimenzids valto-
zataira van sziikségiink.

Az egydimenzids esethez hasonléan a fenti tétel és Weierstrass méasodik approximéa-
cids tétele (pontosabban annak tobb-dimenzids altalanositdsa) segitségével eloszlasfiigg-
vények konvergenciajat jol lehet vizsgalni a karakterisztikus fliggvények aldbb bevezetett
tobb-dimenziés altalanositasanak a segitségével.

Tobb-dimenzids valdsziniiségi valtozok karakterisztikus fiiggvényének a de-

finicidja. Legyen & = (&1,...,&k) k-dimenzids valdszindiségi vdltozo valamely (2, A, P)
valdszintségi mezdn, és jelolje F(uq,...,ug) = P& < ug,..., & < ug), —00 < uj <

00, 1 <j<k,al=(&,-..,&) véletlen vektor eloszlasfiggvényét. A & = ({1,...,&k)
k-dimenzios & valosziniségi valtozonak a karakterisztikus fligguénye a

oo oo
O(t,... tg) = Eeiti&it+tnér) — / / ei(t1“1+“'+t’f“’“)F(du1,...,duk),
—o0<tj<oo, 1<j<k,

fiigguény. Adva egy F(uq,...,ux) k-dimenzids eloszldsfiiggvény az F eloszldsfiiggvény
karakterisztikus fliggvényét is definidlni fogjuk mint eqy F eloszldsi & = (&1,...,&) k-
dimenzids valdsziniiségi vdltozé karakterisztikus fligguényét. (Mivel a karakterisztikus
fliggvényt a (&1, ..., &) valdszintségi valtozo eloszldsfiggvényének a segitségével ki lehet
szdmolni, ezért jogunk van egy eloszldsfiggvény karakterisztikus fiigguvényérdl beszélni.)

Tétel. Legyen F(x1,...,x) és G(x1,...,xK) két eloszldsfiggvéy, amelyek karakterisz-
tikus fligguényei megegyeznek. FEkkor F(x1,...,z;) = G(x1,...,xx) minden k-dimen-
2i0s (x1,...,x)) vektorra.

Megfogalmazom az eloszlasfiiggvények és azok karakterisztikus fliggvényei konvergen-
cidja kozotti kapcesolatot leiré Alaptételnek nevezett allitas tobb-dimenzids véltozatat.

Az eloszlasok konvergenciajarol szolo Alaptétel tobb-dimenzidés valtozata.
Legyen Fy(ui,...,ux), —o0o < uj; < oo, 1 < j < k, k-dimenzics eloszldsfiiggvé-
nyek egy sorozata pn(ty,...,tx) = [ ei(““l*'”*t’f“k)Fn( duy, ..., duy) karakterisztikus
fliggvényekkel, n =1,2,.... Ha a vo(ty,...,tx) = nlLII;O on(t1, ... ty) hatdrérték létezik
minden —oo < t; < 00, 1 < j <k, szamra, és a po(t1,...,ts) limeszfiggvény folytonos
az origoban, akkor létezik olyan Fy(uq,...,uy) eloszlasfiggvény a k-dimenzids térben,
amelynek a @o(t1,...,tx) fligguény a karakterisztikus fiigguvénye. Tovdbbd e feltétel tel-
jestilése esetén az Fy(uy,...,u) eloszlasfigguények eloszldsban konvergdlnak ehhez az
Fo(uy,...,ug) eloszldsfigguényhez.

Megforditva, ha F,(u1,...,ug), n=1,2,..., eloszldsfiggvényeknek egy olyan soro-
zata, amely eqy Fo(uy, ..., ur) eloszldsfiggvényhez konvergdl eloszldsban, ¢, (t1,.. ., tx),
n = 1,2,..., jeloli az F,(uy,...,ux), @o(ti,...,tx) pedig az Fo(uy,...,ug) eloszlds-
fliggvény karakterisztikus fliggvényét, akkor po(t1,...,tg) = nango on(t1, ..., tg) minden
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—o00 < t; <00, 1< j <k, szamra. Tovabbd, ez a konvergencia egyenletes minden véges
intervallumban.

Ahhoz, hogy a fenti eredményeket hasznalni tudjuk a tobb-dimenzids centrélis
hatareloszlastétel bizonyitasaban ismerniink kell a tobb-dimenziés normalis eloszlasok
karakterisztikus fliggvényeit. Errol szol a kovetkezo eredmény.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszasu valdszintliségi valtozék karakte-
risztikus fiiggvényérdl. Legyen n = (n1,...,mx) = (§&1,---,&k)A + (my,...,mg)
eqy k-dimenzids normdlis eloszldsi valdsziniségi valtozé, ahol m = (mq,...,my) k-
dimenzios (determinisztikus) vektor, A = (aj;), 1 < j,1 < k, k x k méretd mdtriz,
tovdbbd € = (&1,...,&k) k-dimenzids standard normdlis eloszldsu véletlen vektor. Ekkor
az (n1,...,nk) véletlen vektor karakterisztikus fligguénye a

k k k
. . . - 1
i(tn) — poiltimi+tteme) — i(t,m)—tATAL" /2 _ ; E . E E ot
Fe = Fet'inin klk) — e = exp z' 1tjmj P 2 1d’ltjtl
j= 71=1Il=

fliggvény, ahol (x,y) jeloli az © = (x1,...,x;) ésy = (Y1,...,yx) vektorok (z,y) =
k

> x;y; skaldrszorzatdt, t = (t1,...,t;), d;j1 az A*A kovariancia mdtrizdnak j-ik so-
j=1

raban, és l-ik oszlopdaban szerepld konstans. A D = A*A mdtriz megegyezik az n =
(M, ...,mk) véletlen vektor kovariancia mdtrizdval.

Bizonyitas:

Eei(tn) = Bei(tAGHm) _ giltm) Boi(tA™€) _ giltim) (—tA” AL /2 _ (i(tm)—tAT A" /2

- . - k -
mert, ha tA* = = (f1,...,%), akkor Fe!tA"8) = Feilhi&it+iule) — ] Feiti& =
j=1
k _
11 6—55/2 — o~ (ED)/2 _ —tATAL"/2
j=1
Az 7 véletlen vektor D = (d;;) kovariancia matrixdban a j-ik sor I-ik eleme d;; =

k k k k
Cov (nj,m) = Cov | > apj&p, D aqiq | = 2 ap,jap,lEf;% = > apjap, ésezaz ATA
p=1 q=1 p=1 p=1
matrix j-ik soraban és [-ik oszlopdban all6 elem. Ezért az n véletlen vektor kovariancia
matrixa a D = A* A matrix. Az nyilvanvald, hogy az 7 véletlen vektor varhaté értéke m.

Kovetkezmény. Egy tobb-dimenzios normdlis eloszldsu véletlen vektor eloszldsat egy-
értelmiien meghatdrozza annak vdarhato érték vektora és kovariancia mdatriza.

A kévetkezmény bizonyitdisa. Az el6z6 tétel alapjan egy normalis eloszldsu véletlen vek-
tor karakterisztikus fliggvényét egyértelmiien meghatarozza annak varhato érték vek-
tora és kovariancia matrixa. Viszont egy eloszlast meghataroz annak karekterisztikus
fliggvénye.
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2. Kiegészités. A y-négyzet probarol.

Az urnadobds eredményének aszimptotikus viselkedésérol szélo hatareloszlastétel bi-
zonyitasa azon alapul, hogy egyrészt meg tudjuk adni a

{Vn(j)_npj’]zla’k}
npj

véletlen vektorok hatéareloszlasat a tobb-dimenzids centrdlis hatareloszlastétel segitsé-
gével. Masrészt alkalmazhatjuk az eloszlasbeli konvergencia tulajdonsagairél kimon-

dott 1. tételt. Ennek alapjan tudjuk azt, hogy ha <77§n), e ,77,(671)) véletlen vektorok

eloszlasban konvergalnak egy (1, ..., n;) véletlen vektorhoz n — oo esetén, és ha tekin-
tiink egy f(x1,...,zx) folytonos k-véltozos fliggvényt, akkor az f (n:(ln), .. ,nlin)>, n=
1,2,..., valészintiségi valtozdk eloszlasban konvergalnak az f(n1,...,n;) valésziniiségi

valtozéhoz. Ezen eredmény az f fliggvény alkalmas (természetes) megvalasztasival
lehet6vé teszi a minket érdeklo statisztikdk hatareloszlasanak megadasat. De ezzel még
nem fejezziik be a tétel bizonyitdsat. A kapott hatareloszlast alkalmas, jol attekinthetd
alakban akarjuk megadni. Ez, mint ldtni fogjuk, bizonyos linearis algebrai meggon-
dolasok segitségével lehetséges.

Ezt azért tudjuk megtenni, mert mint azt kés6bb megmutatom, ha (n1,...,n;) k-
dimenzids nulla varhaté értékiit D kovarianciamatrixi normalis eloszlasu véletlen vektor

valamilyen ismert D kovariancia maéatrix-szal, akkor bizonyos alapvetd linedris algeb-
k
rai eredmények felhasznéldsdval egyszerii formédban megadhatjuk a > 77]2 valészintiségi
j=1
valtozo eloszlasat.
Annak érdekében, hogy az urnadobas eredményének aszimptotikus viselkedésérdl
(wn(j)—mp;) 1<
Nz
7 < k, véletlen vektorok hatareloszlasat n — oo esetén a tobb-dimenzids centralis
hatareloszlastétel segitségével. Ennek érdekében vezessiik be a kovetkezo

szolo tételt bebizonyitsuk, el0szor hatarozzuk meg a tételben szerepld

Zm = (ZW ZEY =12, n,

véletlen vektorokat. A Z,, vektor Zﬁz) koordinatdja 1, és az Osszes tobbi koordinatéja
nulla ha az m-ik dobasban az j-ik urndba esik a golyd. Vezessiik be e véletlen vektorok

; (J) _ .
kovetkez6 transzformaltjait is: X, = (XT(,}), e ,X,,(,f)), m=1,2,...,n, x{ = L\/p_j_pg,

1 <m<mn,1<j <k Vegyik észre, hogy a vizsgalt v,(j) mennyiségek (a j-ik urndba
es6 golydk szama az n-ik dobds utan) és a fenti X, véletlen vektorok kozott a kovetkezo
kapcsolat érvényes.

Lyx, - (unu) —om k) —npk> |

vn A= V/1P1 /TP
Tovabba az X, vektorok fuggetlenek és egyforma eloszlastak, varhaté érték vektoruk
nulla, és kovariancia matrixukat a Cov (X%),Xﬁ)) = —/pipi, 1 <l <k, j#I, és
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VarXfT{) = (1-p;), 1 <4l <k 1<m<n, képlet adja meg. Ugyanis egyszeri
szdmolés segitségével kapjuk, hogy FZ,, = (p1,...,pk), Cov (ZT(,JL),ZT%)) = —pipi, 1 <
gl <k, j#I, és Var Z5) = pi(1—p;), 1 < 4,0l <k 1<m <n. Innen latszik, hogy

: ov (20) 7O : ar 200
BXyn = 0,és Cov (X4, X4)) = © ) — — i, Var X(J) = Y2 = 1-p,. A

tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel szerint a (V" (\}%zp L., %lp . ) eloszlasu

véletlen vektorok eloszldsban konvergalnak egy nulla varhaté értékii és D = (d; ), d; ; =
—\/Pibj, ha i # j, d; ; = 1 — p; kovariancia métrixd (71, ...,7%) normalis vektorhoz.
(A fenti érvelésbél specidlisan az is kovetkezik, hogy létezik olyan normalis eloszldsu
véletlen vektor, amelynek D a kovariancia métrixa.)

Ezért alkalmazva az eloszlédsbeli konvergencia tulajdonsagairdl szolo 1. tételt az

valdszi-
npj

b (vn(G)—npy)?
j=1

k
flzy,... ) = > :c? folytonos fiiggvénnyel azt kapjuk, hogy a
j=1

k

niiségi véltozoknak van hatareloszlasuk, és az megegyezik a > 7)? valoszintliségi valtozo
j=1
eloszlasaval, ahol (77,...,n;) normélis eloszlasu véletlen vektor nulla varhaté értékkel
és D kovariancia matrix-szal. Ezt a kifejezést felirhatjuk fiiggetlen standard normaélis
eloszlasu valdészintiségi valtozok kvadratikus alakjaban is. Ezt a kifejezést szeretnénk
minél egyszeriibb, attekinthetobb alakban megadni. E célbdl hasznos belatni az alabbi
lemmat.

Lemma. Legyen n = (n1,...,n) k-dimenzids normalis eloszldsu valdszintiségi valtozo
nulla varhato értékkel és D kovariancia mdtriz-szal. Legyenek a D madatriz sajdtértéker a

k
AL, ..y Ak szdmok (multiplicitdssal). Ekkor a 77]2- valosziniségi valtozo eloszlasa meg-
j=1
k
egyezik eqy > Ajﬁjz valosziniiségi valtozo eloszlasdval, ahol &1, . .., &k fiuggetlen standard
j=1
normdalis eloszlasu valdsziniségi vdltozok.

Bizonyitds: A D matrix felirhaté D = UAU™ alakban, ahol U unitér, A pedig olyan di-
agonalis matrix, melynek atléjdban a D matrix \; sajatértékei vannak (multiplicitdssal).
(Az U maétrix is felirhaté explicit médon a D métrix sajatvektorainak segitségével, de
erre a tényre most nincs sziikségiink. )

Az n = (n1,...,m) véletlen vektor eloszlasa megegyezik egy 7 = (71,...,7%) =
ENY2U* = (&1,...,&)AY2U* véletlen vektor eloszlasdval, ahol € = (&1,...,&;) stan-
dard normalis eloszlastu véletlen vektor. Valéban 7 normaélis eloszlasu véletlen vektor,
melynek varhato értéke nulla és kovariancia métrixa a

(A1/2U*)*A1/2U* _ UA1/2A1/2U* —UAU* = D

matrix. Ezért az n és 7 véletlen vektorok eloszldsa megegyezik. Innen az is kovetkezik,
k k
hogy a > 77? valdsziniiségi valtozé eloszldsa megegyezik a > 77]2. valoszintliségi valtozo
j=1 j=1
eloszlasaval. Vegyiik észre, hogy az 7 = (71,...,7k) = U = (7,...,7%)U vektorra
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k k
teljestil a ) 77?- = 7772- azonossag, mert U unitér, tehat tavolsagtartd transzformacio.
i=1 i=1

k
Viszont 7j = qU = EAY2U*U = ¢AY/2. Ez azt jelenti, hogy a > 77]2- valészintiiségi valtozd
j=1

k k
‘ . 1/2 2 2 A NS, ‘ ¢ . .
eloszldsa megegyezik a ZI(A J7E) = Zl A;&; valészintiségi valtozo eloszldsdval, és ez
j= j=
a Lemma allitasa.

Az urnadobds eredményének aszimptotikus viselkedésérdl szolé tétel bizonyitisinak a
k
befejezése. Tekintsiik a ) 77]2 valésziniiségi valtozot, ahol (m1,...,nmr) k-dimenzids
=1

normalis eloszlasu V&léSZijlﬁSégi valtozd, amelynek varhato értéke nulla, és D = d;,
d;j; = Cov (nj,m), 1 < j,1 <k, kovariancia métrixat a Varn; = (1 —p;), 1 < 5,1 <k,
és Cov (n;,m) = —/pjpi, ha 1 < 4,1 < k, és j # | képletek hatdrozzdk meg. Az
el6z6 lemma alapjan azt kell megmutatni, hogy a fenti D kovariancia matrixnak az
1 k — 1 multiplicitdsu sajatértéke (azaz k — 1 ortonormdlt 1 sajatértékkel rendelkezd
sajatvektora van) és ezenkiviil még a nulla a sajatértéke 1-szeres multiplicitassal.

Irjuk fel a D métrixot D = I — B alakban, ahol I az identitds méatrix, B = (bij5),
bij = /Pi/Pj, 1 < i,j < k, és vegylik észre, hogy amennyiben egy B matrixnak a
sajatvektorai eq,...,er vektorok, A1,..., A\ sajatértékkel, akkor tetszoleges ¢ szamra
az I 4+ c¢B matrix sajatvektorai ugyanazok az eq,...,er vektorok 1+ cAy,..., 14+ cAg
sajatértékkel. Fzt az eredményt alkalmazva ¢ = —1 vélasztassal elegendé megtaldlni
a B maétrix sajatértékeit. Viszont egy B = (b;b;), 1 < 4,j < k alakd métrix egyik

k
sajatvektora a b = (b1,...,by) vektor Y b3 sajatértékkel, és a b vektort ortogonalisan
=1

kiegészité altér a B matrix k — 1—dirrjlenzio’s sajat altere nulla sajatértékkel. Ez azt
jelenti, hogy a nulla a B matrix k£ — 1 multiplicitasu sajatértéke, mert B k — 1-dimenzios
nulla sajatértékli sajatalterének egy ortonormdlt bazisa k — 1 ortonormalt sajatvektort
biztosit nulla sajatértékkel.

Az el6bb megfogalmazott allitasok egyszeriien ellenérizhetéek. Valdéban egyszeri

k
szdmolds mutatja, hogy a b = (by,...,bx) vektorra bB = (Z b32> b, és ha valamely
j=1

k
c=(c1,...,c) vektorra Y ¢;b; =0, akkor ¢B = 0, mert ebben az esetben a c¢B vektor
j=1
k
l-ik koordinatéja b; ) ¢;b; = 0. Ez azt jelenti a b vektor ortogonalis kiegészit6 alterének
j=1

elemei a B matrix sajatvekorai nulla sajatértékkel.

Jelen esetben D = [ — B alakd matrixot tekintettiink, ahol a B matrix a fent
k k
vizsgélt alakd a b; = ,/p; szdmokkal. Ezért > b? = p; = 1, és a B vektornak a
j=1 j=1
nulla £ — 1-szeres az 1 pedig egyszeres multiplicitasu sajatértéke. Ez azt jelenti, hogy
a D = I — B matrixnak a nulla egyszeres az 1 pedig k — 1-szeres multiplicitasa gyoke,

mint allitottuk.
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