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Eloszlasok konvergencidjdrol.

A centralis hatareloszldstétel azt &llitja, hogy bizonyos valészinliségi valtozok eloszla-
sainak a sorozata konvergal a normalis eloszlasfiiggvényhez. E tétel teljes, részletes
bizonyitasaval nem fogok foglalkozni, de beszélek néhdany a bizonyitds soran felmeriil6
fontos kérdésrol.

El6szor a kovetkezo kérdéssel fogok kissé részletesebben foglalkozni. A centrélis
hatareloszlastétel azt mondja ki, hogy bizonyos eloszlasfiiggvények (fliggetlen véltozok
normalizalt részletdsszegeinek az eloszlasfiiggvényei) eloszldsban konvergalnak a nor-
malis eloszlasfiiggvényhez. De mit jelent az eloszlasban valé konvergencia? Ez a
kérdés korantsem olyan egyszerli, mint az els6 pillanatban gondolnank. Viszont en-
nek tisztazasa sziikséges ahhoz, hogy jol megértsiik a hatareloszlastételek tartalmat.
El6szor megadom a helyes definiciét, és utana elmagyaradzom, miért ez a definicié fejezi
ki a minket érdeklé konvergenciat.

Eloszlasban valé konvergencia definiciéja. Legyen F,,(-), n = 1,2,..., eloszlds-
fligguények sorozata a szamegyenesen. Azt mondjuk, hogy az F,(-) eloszldsfigguények
eloszlasban konvergalnak eqy F(-) eloszldsfiggvényhez, ha nll_)II;O F,.(x) = F(z) az F(+)
(hatdr)eloszlasfiiggvény minden folytonossdgi pontjdban.

Legyen &,, n = 1,2,..., valosziniiségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a
&n waldszindségi vdltozok eloszldsban konvergdlnak eqy F(-) eloszldsfigguényhez, ha az
F,(x) =P, <z), —00 < x < 00, eloszldsfiigguények eloszlasban konvergdlnak az F(x)
eloszlasfiigguényhez.

Legyen &,, n = 1,2,..., valosziniiségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a
&n valosziniiséqgi valtozok eloszlasban konvergdlnak eqy & valosziniségi vdltozohoz, ha az
F,(x) = P&, < z), —00 < x < 00, eloszlasfigguények eloszldsban konvergdlnak az
F(x) =P <z), —00o < x < o0 eloszldasfigguényhez.

1. megjegyzés: A fenti definiciéban van bizonyos 6nismétlés. Sokszor el6fordul, hogy
ugyanazt a fogalmat némileg eltéro szohasznalatban hasznéljdk. Ezért egymas mel-
lett felsoroltam a kiilonb6zo lehetséges megfogalmazasokat. Tulajdonképpen csak arrdl
van sz6, hogy valdszintiségi valtozok eloszlasban valé konvergencidjan e valdszintiségi
valtozok eloszlasanak az eloszlasban valé konvergencidjat értjiik. Tovabba azt mond-
hatjuk, hogy az eloszlasban valé konvergencia limesze egy & valdszinliségi valtozé, ha a
limesz ennek a valdszintliségi valtozonak az eloszlasa.

2. megjegyzés: A normalis eloszlasfiiggvény minden pontban folytonos. Ezért a centralis
hatareloszlasfiiggvény azt mondja ki, hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdészinliségi
valtozok normalizaltjai eloszlasban konvergdlnak a standard normalis eloszlasfiiggvény-
hez. Ebben az esetben nincs jelentdsége annak, hogy a hatareloszlaslasfiiggvény (jelen
esetben nem létez6) szakadési pontjaiban nem kdveteljiik meg a konvergenciat.

Felmeriil a kérdés, hogy miért van kitiintetett szerepe a hatareloszlasfiiggvény sza-
kadasi pontjainak az eloszlasfiiggvény konvergenciajanak definiciéjaban. Természetes-e,
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hogy ezekben a pontokban nem koveteltiik meg a konvergenciat? E kérdés megértésének
érdekében a kovetkezo észrevételt teszem.

Egy a szamegegyenesen megadott F' eloszlasfiiggvény indukal egy valdszintiségi
mértéket a szdmegyenesen. Ez az a Stieltjes mérték, amelyet pp-fel jeloltem. E mérték
létezését csak kimondtam egy tételben, de az allitas bizonyitasat elhagytam, mert az a
mértékelmélet feladata. Az eloszlasban valé konvergencia definiciéjaban valéjaban nem
az F, eloszlasfiiggvények konvergenciajat koveteljiik meg az F' eloszlashoz, hanem az
F,, eloszlasok altal indukalt p g, Stieltjes mértékek konvergencidjat az I’ eloszlas altal
indukalt pp mértékhez. Szemléletesen a pp, mértékek ugy képzelhetok el, mint olyan
tomegeloszldsok a szdmegyenesen, amelyekben egy A C R halmaz ,silya” a up, (A)
mérték. Az eloszlasban valé konvergencia azt jelenti, hogy a pr,  tomegeloszlasok nagy
n indexre kozel vannak a pp tomegeloszlashoz. A pp  valdszintiségi mérték kozelsége
a pp valoszinliségi mértékhez szemléletesen azt jelenti, hogy a pp, tomegeloszlas kis
megmozgatasaval el6 lehet allitani a pp tomegeloszlast.

Az eloszlasban valé konvergencia definiciéjanak jobb megértése érdekében tekintsiik

a kovetkezo egyszerti példat. Legyen x¢p = 0, és z,, n = 1,2,..., olyan szdmsorozat,
amelyre z,, <0,n=1,2,...,és lim x, =0. Legyen pur ,n=0,1,2,..., az a mérték,
n—oo

amely az x,, pontba van koncentralva, azaz up, ({x,}) = 1, részletesebben up, (A) =1,
ha z, € A, és up,(A) =0, haz, ¢ A. A up, eloszlds azon F,, eloszlasfiiggvény altal
meghatarozott Stieltjes mérték, amelyre F,,(z) = 0, ha v < z,,, F,,(z) = 1, ha z >
xr,. Természetes azt varni, hogy az eloszlasfliiggvény alkalmas definicidéja esetén a most
definialt példaban az F), eloszlasfliiggvények eloszlasban konvergalnak az F{ eloszlashoz.
Masrészt vegyiik észre, hogy nli_)rrg@ F,(x) = Fo(z) minden = # 0 szdmra. De az x = 0
pontban, azaz az Fj fiiggvény szakadasi pontjaban ez a konvergencia nem teljesiil, mert
F,(0) =1, han > 1, és Fy(0) = 0. Tehat az altalunk megadott definici6 szerint az F,
eloszlasok eloszlasban konvergalnak az F|y eloszldshoz. De ahhoz, hogy ez teljesiiljon,
sziikség volt arra, hogy az eloszldsban valé konvergencia definicigjaban ne koveteljiik
meg az eloszlasfiiggvények konvergencidjat a hatarfiiggvény szakadasi pontjaiban.

Be lehet latni, hogy az eloszlasban valé konvergencia kifejezi azt a szemléletes
tartalmat, amelyet a tomegeloszlasokkal valé reprezentéicié sugall, ezt azonban nem
tessziikk. Ehelyett egy olyan eredményt fogalmazok meg, amely az eloszldsban valod
konvergencia egy ekvivalens jellemzését adja meg. Ezt az eredményt megfogalmazom itt,
az el6adas f6 részében, de a bizonyitast csak a kiegészitésben adom meg. Az eredmény
ismertetése utan arrol irok, hogy az miért hasznos hatareloszlastételek vizsgalataban.

Tétel eloszlasban valé konvergencia kiilonb6z6 lehetséges jellemzésérol. FEi-
oszlasfiigguények eqy F,(u), n =1,2,..., sorozata akkor és csak akkor konvergdl elosz-
lasban egqy F(u) eloszlasfigguényhez, ha minden a szamegyenesen definidlt folytonos és
korlatos g(u) figgvényre teljesiil a

lim [ g(u) dF, (u) = / 9(u) dF (u) (a)

n—oo
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1. megjegyzés: Az eloszlasban valé konvergencidjanak két jellemzését adtuk meg. Az
egyik az eredeti definicid, a masik a tételben megadott ekvivalens jellemzés. A tételben
adott jellemzés azért hasznos, mert amikor eloszldsok konvergenciajat akarjuk bizo-
nyitani, akkor azt egyszeriibb gy megtenni, hogy korlatos és folytonos fiiggvények
ezen eloszlasok szerinti integraljanak a konvergencidjat bizonyitjuk be. Viszont, mint a
centrélis hatareloszlastételéhez kapcsolodd az elozd eléadasban targyalt példak is mu-
tatjak, a hatareloszlastételek gyakorlati alkalmazasaiban altaldban eloszlasfiiggvények
konvergenciajanak az eredeti definicigjat hasznaljuk.

2. megjeqyzés: Az eloszlasban valé konvergenciat szokas gyenge konvergencidanak is
nevezni. Erdemes megjegyezni, hogy a funkcionalanalizisben is szokas Banach terek
funkciondljainak gyenge konvergencidjarél beszélni, és az elébb kimondott tétel azt is
jelenti, hogy a gyenge konvergencidanak a valdsziniiségszamitasban és funkcionalanali-
zisben hasznalt értelmezése Gsszhangban van egymassal. Ugyanis egy a szdmegyenesen
definidlt p (valésziniiségi) mértéket fel lehet fogni, mint a korldtos és folytonos fligg-
vények Banach terén értelmezett (korldtos és linedris) funkciondlt. Nevezetesen a pu
mérték az f(-) korldtos és folytonos fliggvényhez hozzdrendeli a pu(f) = [ f(u)p(du)
szamot. A funkciondlanalizisben definidlt fogalomrendszer szerint a u,, mértékek gyenge
konvergencidja a p mértékhez azt jelenti, hogy nh—>H;o [ fw)pn(du) = [ f(u)p(du) min-
den folytonos és korlatos fiiggvény esetében, ez pedig a fent kimondott tétel szerint
a p, mértékeknek, pontosabban az altaluk meghatérozott Fy,(z) = u,({u: u < z})
eloszlasfiiggvények gyenge (azaz eloszlasbeli) konvergencidjat jelenti a y mértékhez, pon-
tosabban az éltala meghatarozott F(z) = pu({u: u < z}) eloszlasfiiggvényhez.

Sok vizsgalatban az eloszldsban valé konvergencidnak a tételben megadott jellem-
zése jobban hasznalhaté mint az eredeti definicié.

Megjegyzem, hogy a fenti tételnek van egy mdésik haszna is. Ez lehetdséget ad
arra, hogy eloszldsok konvergenciajanak definiciéjat altaldanosabb terekben is bevezes-
siik. Ilyen igény természetes modon felmeriil, ha nemcsak valészintiségi valtozok visel-
kedését akarjuk vizsgalni, hanem véletlen folyamatokét is. Ebben az esetben az a prob-
léma meriil fel, hogy olyan valészintiségi valtozokkal kell dolgoznunk, amelyek értékiiket
nem a szamegyenesen, hanem egy sokkal gazdagabb térben, példaul a szdmegyenesen
értelmezett fliggvények terén veszik fel. Viszont az eloszlasfiiggvények konvergenciaja-
nak eredeti definicigja nem altalanosithaté altalanos terekre, mert az erdsen kotédik
a szamegyenes, (illetve a tobbdimenziés eloszldsok definicidja esetében az euklidészi
tér) geometridjdhoz. Ha eloszlasfiiggvények helyett valdsziniiségi mértékeket tekintiink,
akkor ezek konvergencidjanak a definiciéjat természetes médon tudjuk definidlni nagyon
altalanos terekben is az (a) reldcié dltaldnositdsa segitségével.

Ha eloszlasfliggvények konvergenciajat az (a) tulajdonsag vizsgalatdanak segitségével
akarjuk bebizonyitani, akkor természetes médon felmeriil az a kérdés, hogy nem lehet-
séges-e ezt a feltételt gyengiteni, nem elegendé-e az (a) reldcié teljesiilését a folytonos
és korlatos fiiggvényeknek csak egy elég gazdag részosztalyara ellenérizni, és ennek se-
gitségével eldonteni, hogy teljesiil-e az eloszlasban valé konvergencia. Természetesen a
folytonos és korlatos fliggvények olyan részosztalyat kivanjuk tekinteni, amelyikre ez a
feltétel konnyebben ellendrizhets. Kideriilt, hogy erre a kérdésre igenlé valaszt lehet
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adni, elegendd csak a trigonometrikus fiiggvényeket tekinteni, azaz az g;(u) = €%,
—00 < t < oo, alaku fliggvényeket. Megjegyzem, hogy ezek a fliggvények komplex és
nem valés értékiiek, de mindazok az eredmények, amelyek valds értékii valdszintliségi
valtozokra érvényesek, természetes moédon altalanosithatok komplex szam értékli valo-
szintiségi valtozokra is. Annak oka, hogy a trigonometrikus fliggvényeket jél tudjuk
haszndlni az, hogy minden —oo < s,t < oo, paraméterre teljesiil a gs(u)gi(u) =
estettt = eilsttu — g (u) azonossidg. Létni fogjuk, hogy ez az azonossig sok
segitséget jelent, ha fliggetlen valdsziniiségi valtozdk oOsszegeinek eloszlasat vizsgaljuk.
Megjegyzem, hogy az ilyen jellegli 0sszefliggések alkalmazdsa nemcsak a valdszinliség-
szamitasban fontos. Ennek altalanositdsan alapul az algebra egy mély és fontos tertilete,
a csoportreprezentaciok elmélete.

A tovabbi vizsgalatokban hasznos a karakterisztikus fiiggvények alabb megadott
definicidja.
Valészintliségi valtozé karakterisztikus fliggvényének a definiciéja. Legyen &
valdszindiségi vdltozé valamely (2, A, P) valdszindiségi mezén, és jelilje F(u) = P(€ <
u), —0o < u < 00, a & wvaldsziniségi vdltozo eloszldsfiigguvényét. A & wvaldsziniségi
vdltozonak a karakterisztikus figguvénye a

o0
o(t) = Be' = / e™F(du), —oo<t< oo,

— 00
fuggvény. Adva eqy F eloszldsfligguény az F' eloszldsfiigguény karakterisztikus fligguényét
s definidlni fogjuk mint eqy F eloszldsu & valosziniségi viltozo karakterisztikus fliggué-
nyét. (Mivel a karakterisztikus fiigguényt a & valdsziniiségi valtozo eloszldsfiggvényének
a segitségével ki lehet szdmolni, ezért jogunk van eqy eloszldsfiigguény karakterisztikus
fligguényérdl beszélni.)

A kovetkezo egyszert allitdsokat azok fontossaguk miatt kiilon Lemma formajaban
mondom Kki.

Lemma valészintiiségi valtozok karakterisztikus fliggvényének viselkedésérol.

Legyenek &1, ...,&, fiuggetlen valosziniiségi vdltozok, jelolje S, = i §; e valdsziniiségi

vdltozok dsszegét és p;(t), 1 < j < n, a & valdsziniiségi vdltozo jk;z}r’akterisztikus fuigg-

vényét. Ekkor az S, dsszeq karakterisztikus fiigguénye a 1, (t) = EeSn = ﬁl ©;(t),
j=

S, —A oy
2n= valdszindségi

—0 < t < oo fiuggvény. Ha A és B # 0 wvalds szdmok, akkor a
valtozo karakterisztikus figgvénye az

. . t . n t
it(Sp,—A)/B _ —itA/B v\ _ —itA/B N
Fe =e wn<B)—e _||1%(B>

J:

fligguény.
Legyen & olyan valdsziniségi valtozo F(-) eloszldsfiigguénnyel, amelyre teljesil az
o0

E|¢)F = / lu|*F(du) < oo egyenlétlenség valamilyen k pozitiv egész szdmra. Ekkor

— 00



a & valdszintiségi vdltozo ¢(t) karakterisztikus fligguényének a derivdltjai megadhatdk a
oo

C}%gp(t) = / ijujeit“F( du) képlettel minden 0 < j < k és —oo < t < o0 szdmra.

— 00

. o0
Specidlisan, t = 0 vdlasztdssal djdﬁj(-t) = / u F(du) = EE? minden 0 < j <k
t=0 >
szamra.
Bizonyitds:

n
EeitSn — Fitittén) Eettéipitée | pitln — [oitél peitée || Feitén — H ©; (t)
j=1

a &, 1 < j < n, fiiggetlensége miatt illetve az e valdszinfiségi valtozék ebbél
kovetkezo fiiggetlensége miatt. Ezenkiviil

Feit(Sn—A)/B _ [i(t/B)Sug—itA/B _ ~itA/B,, (%) ,

ha az S,, valésziniiségi valtozé karakterisztikus fliggvénye 1, (t). Innen kovetkeznek a
Lemma els6é paragrafusaban kimondott allitasok.

A Lemma masodik paragrafusidban kimondott allitas bizonyitasa érdekében irjuk
oo

fel a p(t) = Bei't = / "™ F( du) azonossagot, és differencidljuk 7, j < k, alkalommal.
— 00
Be lehet latni, hogy az E|£|* < oo feltétel teljesiilése esetén az azonossig Jobboldaldn

az integralds és differencidlas sorrendje felcserélhetd. Innen kapjuk, hogy C%(p(t) =

o0
/ Pl e F( du). Alkalmazva a t = 0 helyettesitést megkapjuk a Lemma utolsé
— o0

allitasanak a bizonyitasat is.

Megjegyzés: Legyenek &1,&s. ..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszintliségi valtozok,
amelyekre E¢; = 0, és vezessiik be a 0o = Var ¢y, valamint az Ee*& = (t), —0co <
t < oo (p(t) a & valdsziniiségi véltozd karakterisztikus fiiggvénye) jeloléseket. Legyen
tovdbba S, = > & és S, = \%”U az S, valoszinliségi valtozé normalizaltja. Ekkor

k=1

Vn
teszi, hogy viszonylag jé becslést adjunk a S, valészinliségi valtozo karakterisztikus
fliggvényére. Azt kivanjuk vizsgalni, lehet6vé teszi-e ez a formula egy jé hatarelosz-
lastétel bizonyitasat fliggetlen, egyforma eloszldsi valdszintiségi valtozék normalizalt
Osszegeire.

Ee'tSn = ()", Ee'tSn = (%) , és (ﬁ) ~1— % Ez a formula lehetévé

Tekintsiik eloszor csak azt a specidlis esetet, amikor olyan olyan & valdszintiségi

valtozd eloszlasfiiggvényét tekintjik, amelyik csak egész értékeket vesz fel. Legyen
oo

P& =k) =pr, k =0,£1,£2,..., > pr = 1. Ekkor a & valésziniiségi valtozé

k=—0o0

karakterisztikus fiiggvénye az ¢(t) = Ee'® = Y M P =t)= Y pre, —00 <

k=—o00 k=—o0



t < oo. Ekkor a ¢(t) fliggvény 27 szerint periédikus, és tulajdonképpen egy Fourier sor,
amelynek k-ik (azaz az e’* trigonometrikus fiiggvényhez tartozé Fourier egyiitthatéja)
pr. A Fourier sorok elméletének egy egyszerli, de nagyon fontos eredménye alapjan

m .
egy p(t) = > ape™, —m <t < m, fiiggvény Fourier egyiitthatéit a o(t) Fourier sor
k=—occ
ismeretében az
L™ ke
ap = — e t)dt *
= o [ el (4

képlet segitségével ki lehet szamolni. Az elébb kimondott Lemma alapjan fiiggetlen
valészintiségi valtozok normalizalt 6sszegének a karakterisztikus fiiggvényére viszonylag
egyszerii és jo kozelitést lehet adni. Ez és a (%) formula azt is lehet6vé teszi, hogy
egész értéki valdsziniiségi valtozdk esetében jé becslést adjunk arra, hogy fiiggetlen
valoszinliségi valtozok Osszegei egy adott értéket vesznek fel. Ez lehetové teszi a centrélis
hatéareloszlastétel bizonyitasat abban a specialis esetben, ha egész értékili valoszinliségi
valtozdk Osszegét vizsgdljuk. Az altalanos eset vizsgdlatdnak a vezérmotivuma tulaj-
donképpen az, hogy hogyan tudjuk ezt a mdédszert adaptalni az altalanos esetre, amikor
nem Aall rendelkezésiinkre a (x) képlethez hasonlé viszonylag egyszeri ,,inverziés for-
mula”. Az egész értékii valdszintliségi valtozok vizsgalatanak részleteit nem dolgozom Kki.
Viszont a kiegészitésben megmutatom, hogyan lehet ennek a mddszernek a segitségével
az analizis egyik fontos képletét, az el6z6 el6addsban megfogalmazott Stirling formulat
bebizonyitani.

Ahhoz, hogy karakterisztikus fiiggvényekkel jol tudjunk szamolni, sziikségiink van
olyan eredményre, amely szerint a trigonometrikus polinomok a folytonos fliggvények
egy elég gazdag részosztalyat alkotjak. Ilyen jellegli eredmény Weierstrass masodik
approximacios tétele, amely azt mondja ki, hogy folytonos és periodikus fiiggvényeket
tetszoleges pontossdaggal lehet kozeliteni a szuprémum norméaban trigonometrikus poli-
nomokkal. (Weierstrass els6 approximacios tétele hasonlé allitdst fogalmaz meg véges
intervallumban folytonos fiiggvények polinomokkal valé approximéalhatésagéardl.) Meg-
fogalmazom ezt az eredményt, és (vézlatosan) bebizonyitom annak néhény szamunkra
fontos kovetkezményét.

Weierstrass masodik approximaciés tétele. Tetszoleges folytonos és 2w szerint
n

periodikus f(t) fiigguényre és ¢ > 0 wvalds szamra létezik olyan P,(t) = . aze
k=—n
trigonometrikus polinom, amelyre

sup |f(t) — P.(t)] < e.

—oco<t<oo

Ahhoz, hogy eloszlasfiiggvények karakterisztikus fiiggvényeinek konvergencidajabdl
kovetkeztetni tudjunk magunknak az eloszlasfiiggvényeknek a konvergenciajara tudnunk
kell azt, hogy az a karakterisztikus fiiggvények meghatirozzak az eloszlasfiiggvényeket.
Megfogalmazom ezt az eredményt, és megadom ennek bizonyitasat Weierstrass masodik
apprximacios tétele segitségével. Ezt a bizonyitast is csak a kiegészitésben ismertetem.
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Tétel arrdl, hogy egy eloszlasfiiggvényt meghataroz annak karakterisztikus
fliggvénye. Legyen F(-) és G(-) két eloszlasfiiggvéy, amelyek karakterisztikus fligguénye
megegyezik. Ekkor F(z) = G(x) minden —oco < x < oo szdmra.

Az el6z6 tétel bizonyitasi mddszerének finomitdsa segitségével lehet bebizonyitani
a kovetkez6 eredményt, amelyet fontossdga miatt alaptételnek neveziink. Ennek bi-
zonyitasa azonban a Fourier analizis mas moddszereit is felhasznalja. Emiatt, illetve
idohidany miatt a bizonyitast elhagyom.

Eloszlasok konvergencidjardl sz6lé Alaptétel. Legyen F,(u), —oo < u < o0,

eloszldsfiggvények egy sorozata p,(t) = [€e"“F,(du) karakterisztikus figguényekkel,

n = 1,2,.... Ha a po(t) = lim @,(t) hatdrérték létezik minden —oo < t < 00
n—oo

szdmra, €s a po(t) limeszfigguény folytonos az origoban, akkor létezik olyan Fy(u)
eloszlasfigguény, amelynek a po(t) figguény a karakterisztikus figgvénye. Tovdbbd e
feltétel teljesiilése esetén az F, (u) eloszlasfigguények eloszlisban konvergdlnak az Fo(u)
eloszldsfiiggvényhez.

Megforditva, ha F,(u), n = 1,2,..., eloszldsfigguvényeknek egy olyan sorozata,
amely egy Fo(u) eloszlasfigguvényhez konvergdl eloszlasban, ¢, (t), n=1,2,..., jeloli az
F,(u), wo(t) pedig az Fy(u) eloszldsfiigguény karakterisztikus figgvényét, akkor ¢o(t) =
nler;O ©n(t) minden —oo < t < 0o szamra. Tovdbbd, ez a konvergencia egyenletes minden

véges intervallumban.

A fent kimondott tétel a valészintiségszamitas rendkiviil fontos eredménye, és az
eloszlasbeli konvergencia vizsgalatdaban rendkiviil fontos szerepet jatszik. Ezért illik
tudni ennek az eredménynek a pontos megfogalmazasat. Viszont a minket érdeklo
hatareloszlastétel bizonyitasahoz elegenddé tudni e tétel alabbi gyengitett véltozatat,
amelynek bizonyitasa egyszeriibb.

Eloszlasok konvergencijjardl szd6lé Alaptétel gyengitett valtozata. Legyen
Fo(u), —00 < u < oo, eloszdsfigguények egy sorozata pn(t) = [ e F,(du) karak-
terisztikus fliggvényekkel, n = 1,2,..., és Fy(u), —oo < u < oo, eloszldsfiiggvény
wo(t) = [e™Fy(du) karakterisztikus fiiggvénnyel. Az F, eloszldsfigguények akkor
és csak akkor konvergdlnak eloszlisban az Fy eloszlashoz, ha a @, (t) karakterisztikus
fliggvények konvergdlnak a ¢o(t) karakterisztikus fliggvényhez minden —oo < t < oo
szamra.

Megjegyzés: Az alaptétel illetve annak gyengitett valtozatanak {6 jelentésége abban all,
hogy lehet6vé teszik eloszlasfiiggvények konvergencidjanak bizonyitdsat azok karakte-
risztikus fiiggvényeinek segitségével. A lényeges kiilonbség az Alaptétel, illetve annak
gyengitett valtozata kozott az, hogy az Alaptétel segit a hatareloszlds megtaldlasaban
akkor is, ha azt nem ismerjiik a kezdet kezdetén, illetve annak vizsgalatdban, hogy
létezik-e egyaltaldn valamilyen hatareloszlas. Ha eleve megvan a jelolt a hatarelosz-
lasra, és annak ki tudjuk szamitani a karakterisztikus fliggvényét, (a centralis hatarel-
oszlastételben ez a helyzet), akkor a konvergencia bizonyitdsahoz elegendé az Alaptétel
gyengitett valtozatdanak a haszndlata.

Az alaptétel, illetve annak gyengitett valtozata alapjan a centralis hatareloszlastétel
bizonyitasahoz elég kiszamolni a standard normaélis eloszlasfiiggvény karakterisztikus
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fliggvényét, és megmutatni, hogy ha vessziik fliggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi
valtozok osszegeinek a normalizaltjait, akkor ezek karakterisztikus fiiggvényei a standard
normalis eloszlas karakterisztikus fiiggvényéhez tartanak. Eloszor a standard normalis
eloszlasfiiggvény karakerisztikus fliggvényét szamolom ki. Ez a szamolas egyszerii, de
fontos szerepet jatszik benne a komplex fiiggvénytan egyik alapveté eredménye arrdl,
hogy tgynevezett analitikus fliggvények integralasanal hogyan lehet athelyezni az in-
tegraldsi utat.

Tétel a standaQrd normalis eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliggvényérol. A
Le=v"/2) —o00 < u < o0, striségfigguénnyel rendelkezd standard normidlis

p(u) = o
eloszldsfiiggvény karakterisztikus fligguénye a g(t) = e~t’/2 fligguény, azaz

/Oo itu L —u?/2 d —t2/2
e ——=¢€ u=-e .
— oo vV 2T

Magyardzat:

/OO pitu 1 6—u2/2du:/oo 1 e—(u—it)2/2e—t2/2du
—c0 V2 —oo V2

t2/2 R 2/2 —t2/2
— et/ / e 267t /2 gy,

—oo—it V2

A fenti szamolasban a szokédsos technikat alkalmaztuk, az exponensben szerepl6é kvad-
ratikus alakot teljes négyzetté alakitotuk at. Azt allitom, hogy

XL 2y e
/ e W27t /2 gy = 1.

—oo—it V2T

Ez az integral abban kiilonbozik a standard normadlis stiriiségfiiggvény integraljatol,
hogy a normadlis stirliségfiiggvény integraljat nem a valés tengelyen, hanem egy vele
parhuzamos egyenesen tekintjik. Azt allitom, hogy ez az integral ugyanannyi, mintha
a valds tengelyen integraltunk volna. Ezt nem nehéz belatni, ha szabad hivatkozni
a komplex fliggvénytan talan legfontosabb eredményére, amely szerint egy analitikus
fiiggvény korintegralja egy zart gorbén nulla. Azt kell kihasznalni, hogy a g(x) =
e~ /2 fiiggvény analitikus az egész szdmsikon, és ezenkiviil a g(z) fiiggvény olyan,
hogy amennyiben a z argumentum imaginarius részének az abszolut értéke kisebb mint
valamely fix K szam realis részének az abszolut értéke pedig nagyon nagy, akkor a
g(z) fliggvény nagyon kicsi. Mivel ez a bizonyitdas a komplex fiiggvénytani ismeretek
felhasznélasa segitségével egyszertien végrehajthato, viszont ez a komplex fliggvénytani
rész, amelyet nem tanult mindenki elengedhetetlen a bizonyitasban, ezért a részletek
kidolgozasat elhagyom.

Viézlatosan ismertetem, hogyan lehet a fenti eredméanyek segitségével belatni a
centrdlis hatdreloszlastételt. Legyenek &1, ...,&, fliggetlen, egyforma eloszlasu, nulla



varhaté értékli és 1 szérasnégyzetil valdsziniiségi valtozok ¢(t) karakterisztikus fiigg-

n
vénnyel. Azt kell belatni, hogy az \S/ﬁ = # > & normalizdlt 6sszegek karakterisztikus
k=1

fiiggvényei konvergdlnak a standard normalis eloszlasfiiggvény e~t’/2 karakterisztikus
fiiggvényéhez, ha n — oco. Viszont a valdszintiségi valtozok karakterisztikus fiiggvényé-

nek viselkedésérol szold lemma alapjan tudjuk, hogy az % normalizalt 6sszeg karakter-

n
. . . , n{ _t_ , , e, s ., t ~ 'tE£1 .
isztikus fiiggvénye ¢ ( \/ﬁ> , tovabba Taylor sorfejtés alapjan ¢ ( ﬁ) 1+ aves
2 2 n
L 2}3; 8 = 1— L. Innen a vizsgalt karakterisztikus fliggvények értékei @™ <ﬁ> ~

2n

n
— %) ~e /2 A teljes bizonyitas kidolgozasahoz azt kell megmutatni, hogy a

felhaszndlt aszimptotikus azonossagok elég jo kozelitést adnak.
Feladat:

Mutassuk meg, a karakterisztikus fliggvények segitségével, hogy amennyiben & és n
két fiiggetlen, normalis eloszlasu valdszintiségi valtozd mq és mo varhatd értékkel,
0% és o2 szérasnégyzettel, akkor ¢ + n normalis eloszlast valészintiségi valtozéd
my + my vérhaté értékkel, és 07 + 03 szérasnégyzettel.

Megoldds: Trjuk fel a & valészintiségi valtozé o1 (t) = Ee''€ az n valésziniiségi valtozé
@ (t) = Ee™™ és a ( = £+ valdszintiségi valtozé p3(t) = Fe €+ karakterisztikus
fiiggvényét. Azt kapjuk, hogy ¢1(t) = eitmi—oit*/2 mert ¢ = o1& + mq, ahol &;
standard normélis eloszlasti valszinfiségi valtozé, ahonnan ¢ (t) = Eet(@16+m1) —
eitmi Beilton)€ — gitmio—(101)*/2  Hagonléan, pa(t) = eitm2=031*/2  Fyért p3(t) =
01 (t)pa(t) = eftlmitma)=(o7+03)1/2 ahonnan kévetkezik, hogy ¢ normalis eloszlsd
valészinfiségi valtozé mq + mo varhaté értékkel és 0% + o3 szérdsnégyzettel.

Néhdany tovabbi feladat:

1.) Legyen & és n két fiiggetlen egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozé valamely [a, a+
1] illetve [b, b+ 1] intervallumon. Szémitsuk ki a £+n és { —n valésziniiségi valtozok
striségfiiggvényét.

Megoldds: A feladatot meg lehet oldani megfelelé konvolucidk kiszamitasanak a
segitségével. De mivel ezt a feladatot mar megoldottuk egy specialis esetben a
9. eléadas 6. feladataban, egyszeriibb a feladat megoldasat visszavezetni erre a
specidlis esetre. Ennek érdekében vezessiink be két fiiggetlen & és mo a [—3, 3]
intervallumon egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozot. Feltehetjiik, hogy & =
fo+a+5ésn=mno+b+35. Ekkor {40 ==E&+mo+a+b+1,§—n=E—n+a—b.
Ezenkiviil £y + ng és £y — 1o stirtiségfiiggvénye megegyezik, és ez az emlitett feladat
eredménye szerint g(x) = 1 — |z|, ha =1 < x < 1, g(z) = 0, ha z < —1 vagy
x > 1. Innen z + 7 stirliségfiiggvénye g(x —a—b—1)=1—|xr —a—b—1|, ha
lt—a—b—1]<1,9(x—a—b—1)=0,ha|x—a—b—1| > 1, { —n siiriiségfliggvénye
glx—a+b)=1—|z—a+b,halr—a+b <1, g9g(x—a+b)=0,ha|zr—a+b] > 1.

2.) Egy egységnyi oldali négyzet két atellenes oldalan taldlomra vélasztunk egy-egy

pontot. Mekkora annak a valdszinlisége, hogy ezek tavolsdga a-nal kisebb (1 <

a<\/§)?



Megoldas: Jelolje & a négyzet egyik, n a négyzet atellenes oldalara ledobott pont
értékét. A két ledobott pont tévolsidga (a Pitagorasz-tétel szerint) /(£ —n)? + 1,
ezért minket a P(1/(§ —1n)2+1 < a) = P(|€¢ —n| < Va? — 1) valészinliség értéke
érdekel. £ és n két fiiggetlen a [0, 1 intervallumon egyenletes eloszldsi val6szintiségi
valtozo. A feladatot egyrészt megoldhatjuk a geometriai valészintiségek mddszeré-
vel. Ekkor azt hasznaljuk, ki, hogy a (§,7n) véletlen vektor az egységnégyzet egy
véletlen pontja, és a keresett valészinliség az {(u,v): 0 < wu,v <1, —Va?2 —1<
u—v < va? — 1} halmaz teriilete, ami 1 — (1 — va2 — 1)2 = 2va2 — 1 — (a? - 1).
Maésrészt a minket érdeklo valdszintiséget kiszamolhatjuk az el6z6 feladat segitsé-
gével is. E feladat eredménye szerint ugyanis ismerjiik a £ —n valdsziniiségi valtozd
g(x) sliriségfliggvényét, ahonnan tetszoleges 0 < u < 1 szamra P(|§ —n| < u) =
[, 9(@)dz =2 ['(1 — ) dov = 2u — u? Innen u = Va2 — 1 vélasztdssal a keresett
valészintiség 2o — o? = 2v/a?2 — 1 — (a? — 1).

A [0, 1] intervallumon taldlomra felvesziink két pontot. Mennyi annak a valészinti-
sége, hogy a két felvett pont tavolsaga kisebb, mint a 0 pontnak a hozza kozelebb
esO ponttol valé tavolsaga?

Megoldas: Ezt a feladatot legegyszeriibben a geometriai valoszintiségek modszerével
tudjuk megoldani. Egyszeriibb eloszor a feladatban kérdezett esemény komple-
menterének a valdszinliségét kiszamolni. Legyen £ az els, n a masodik ledobott
pont értéke, és vezessiik be az A = {w: {(w) > 2n(w)} és B = {w: n(w) > 2¢(w)}
eseményeket. Ekkor a minket érdeklé esemény komplementere az A U B esemény.
Tovabbd, az A és B események diszjunktak, P(A) = P(B), ezért P(AUB) = 2P(A).
A (&,n) véletlen vektor egyenletes eloszldst az egységnégyzeten, és az A esemény
azt jelenti, hogy ez a pont az {(u,v): 0 < 2v < uw < 1} halmazba esik. Ennek
valészintisége . Ezért P(AU B) = 3, és a keresett valészintiség 1 — 5 = 3.
Megjegyzem, hogy az el6bb tekintett P(A) eseményt a kovetkezoképp szamolhatjuk
ki dltalanos elvek segitségével. A (&, n) véletlen vektor siiriiségfiiggvényét ismerjiik.
Ez a £ és n valésziniiségi valtozok fliggetlensége miatt g(u,v) = f(u)f(v), ahol
flw) =1, ha0<u<1, f(u)=0, hau<0vagy u > 1a ¢ és n valésziniiségi
valtozok stiriiségfiiggvénye. Innen,

P(A) = / oz ) da dy — / F(@)f(y) de dy
{(z,y): z>2y} {(z,y): z>2y}

1 x/2 1 211
:/ dxdy:/ / dy dx:/fdx:{x_] _ -
{(z,y): 1>2>2y>0} o \Jo 0 2 4], 4

Legyen & és n két fiiggetlen standard normélis eloszlast valdszintliségi valtozo.
Szamitsuk ki a g hényados eloszléas és stirtiségfiiggvényét.

Megoldas: Tegyiink el6szor egy altalanos megjegyzést. Ha adva van két valdszinii-
ségi valtozd € és n, amelyek (egylittes stirliségfiiggvénye egy ismert f(u,v) stirliség-
fliggvény, akkor az g hényados eloszlasfliggvényét a kovetkezo mddon szamolhatjuk
ki: Vezessiik be a g(u,v) = g,(u,v) fiiggvényt, amely a stkon az {(u,v): £ <z}
halmaz indikdtorfiiggvénye, azaz g(u,v) = 1, ha 2 < z, és g(u,v) = 0, ha * > x.
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Ekkor

P (g < x) — Bg(&,n) = //g(u, o) f(u, v) du dv = //{(W)z S dude

Latni fogjuk, hogy az ebben a feladatban vizsgdlandé integral viszonylag egyszerti,
konnyebben kezelhetd.
A feladatban vizsgaland6 hanyados eloszlasfiiggvénye

1 2 2
F(I):P<Q<m>=// — e W2y dy
5 v<zTU 27
1 oo

1 1
=2— / re”" 12 dp dy = - + — arctanz.
2 7

2m J_ % <p<arctanz J0

Ebben a szamolasban a felirt integralt atirtuk w = rcosp, v = rsinp transz-
formaciéval polarkoordinatarendszerben. E szamolds soran az integrandusban meg-
jelenik az r Jacobian mint szorz6 faktor. Ezutan azt vegyiik észre, hogy a belsé r

o0
valtozo szerinti integrdl [ re=" /2 dr = [—6*7”2/2} =1.
0
Kiszamoltuk a keresett valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvényét. E valdsziniiségi
. L s e . ;e . e 1. _ dF(xz) __
valtozé stirtiségfiiggvénye az eloszlasfiiggvény derivéltja, azaz az f(r) = =5~ =

m fliggvény.

Masodik megoldds. A (£,n) vektor stirliségfiiggvénye %6_(”’2“/2)/ 2 ami forgatésin-
varidns fiiggvény. Innen kovetkezik, hogy annak valdszintisége, hogy a (&, n) vektor
egy origobol kiinduld a szogli szogtartoméanyba esik, o-. Ezért

P (g < a:) =P ((«5,7}) € [—g, arctan x) U [g, arctan x + 77) szégtartoményban)

1 5 ; ™ 1 1 ;
= 5 (arc anx + 2) =3 + 7Tarc anzx.

5.) Tegyiik fel, hogy a kovetkez6 jatékot jatszhatjuk: Feldobnak egy szabélyos pénz-
darabot egymastdl fliggetleniil egymas utdn. Amennyiben fej a dobas eredménye,
akkor a feltett tét dupldjat kapjuk, ha irds, akkor a tét % részét elveszitjik, és
csak % részét Orizhetjiilk meg. Mivel ez a jaték elonyos, ezért feltessziik minden
jatékban minden pénziinket. Lassuk be, hogy amennyiben A volt a vagyonunk a
jaték kezdete el6tt, és Z,, jeloli vagyonunkat az n-ik jaték utan, akkor

a) EZ,=A (%)n, azaz vagyonunk varhato értéke exponencidlisan né.

b) Z, sztochasztikusan tart nulldhoz, azaz ha sokdig jatszunk akkor kozel egy valé-
sziniiséggel majdnem minden pénziinket elveszitjik. (Valéjaban Z,, egy valészinii-
séggel is tart nulldhoz, csak ennek indokldsdhoz sziikséges az el6addson eddig nem
targyalt nagy szamok erés torvénye is.)

c) Ertsiik meg, hogy ez a két allitds nem mond egymaésnak ellent.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 &; valdsziniiségi valtozokat: &; = 2, ha a j-ik dobas
eredménye fej, {; = %, ha a j-ik dobas eredménye irds. Ekkor &1,&s, ..., flggetlen
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valészintiségi valtozok, P(§; = 2) = P (gj = %) = %, és ezenkiviil Z, = A& &y --&p.
Fzért B = 5 (2+3) = L, 65 BZ, = BEAQS & = AEGEG -+ B&, = A(L)". Bz
a feladat a) allitasa.

n

A Z, = A&i& -+ &, reldciéhol kovetkezik, hogy L log Z, = 24 4 L S~ og¢;. Tovib-
j=1

bé, Elogé; = % (10g2 + log %) = —% log % Ezért a nagy szamok (gyenge) térvénye sze-
rint % log Z,, sztochasztikusan konvergal a negativ —% log % szamhoz. Innen tetszoleges

e > 0 szdmra P(Z, >¢) =P (% log Z,, > 1055), és ez a valészinliség nulldhoz tart, ha

n — oo. Valéban, a nagy szamok gyenge torvénye, és a —1—10 > —% log% egyenlotlenség
miatt lim P (%logZ, < —75) = 1. Mivel lim 2% = 0 innen kévetkezik a feladat b)
n—oo

n—oo

allitasa.

Az a) rész bizonyitdsa azon alapult, hogy E¢{; > 1, a b) részé pedig azon, hogy
Elog&; < 0. Ez a két egyenldtlenség teljesiilhet egyszerre, mert a varhato érték és
a logaritmus egymassal nem felcserélhetd. Igaz az Fe” > P egyenlétlenség (ez a kon-
vex fiiggvényekre vonatkoz6 tugynevezett Jensen egyenlGtlenség specidlis esete), ahon-
nan & = logn valasztassal B¢ > e!°8 P& de egyenlSség nem frhaté a fenti egyenlétlenség
helyett. Jegyezziik meg, hogy hasonld, de egyszertibben érthet6 példat mutat a feladat a)
és b) allitdsanak egyszerre valé teljesiilésére a kovetkezé modell. Olyan jatékot jatszunk,
amelyben % valoszinliséggel elveszitjiik, % valoszinliséggel pedig megharomszorozzuk a
pénziinket. Az egyes jatékok egymastol fliggetlenek, és minden idopontban minden
pénziinket feltessziik. Ekkor annak a valdsziniisége, hogy az n-ik jaték utan minden

pénziinket elveszitjik, 1 — (%)n, ami rendkiviil gyorsan tart egyhez, és pénziink varhaté

értéke 3" (%)n, ami exponencidlisan gyorsan n6 az n fliggvényében. Hasonld, csak kissé
rejtettebb eset torténik az dltalunk targyalt feladatban is. Tekintsiik a feladatban vizs-
galt jaték nyereményét sok jaték utan. Azt allithatjuk, hogy nagy n indexre az n-ik
jaték utan nagy valoszintiséggel alig marad pénziink. Viszont kis valdsziniiséggel nagyon
sok pénzt nyeriink, és ezért nyereményiink varhaté értéke nagy. Ez az oka annak, hogy
nemcsak a b), hanem az a) allitas is teljestil.

Eszrevétel az 6todik feladathoz:

Tekintsiik az eloz6 feladatban tekintett jatékot azzal a kiilonbséggel, hogy a jaték minden
egyes forduléjaban vagyonunk w-ad részét, 0 < u < 1, tessziik fel tétként. Jelolje
Z,(u) vagyonunkat a jaték n-ik 1épése utdn. Ekkor az % log Z,,(u) valészintiségi valtozok
sztochasztikusan konvergélnak egy B(u) szémhoz. Hatarozzuk meg a legjobb @ szamot,
amelyikre B(u) = sup B(u). Lassuk be, hogy B(u) > 0.

0<u<l1
Megoldds: Vezessiik be a & = §;(u), j = 1,2,..., valésziniiségi valtozékat, melyekre
¢; = 1+ u, ha a j-ik dobas eredménye fej, és ; = &(u) = 1 — 27”, ha a j-ik dobés
eredménye irds. Ekkor az n-ik 1épésben a vagyonunk 7, = A& ---&,,a &, 5 =1,2,...,
valészintiségi valtozok fiiggetlenek és egyforma eloszlasuak, ezért %logZ = % +

n
13" log¢;, és a nagy szdmok gyenge torvénye szerint az 1 log Z,, valészintiségi valtozdk
Jj=1
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sztochasztikusan konvergdlnak a B(u) = Elog& = 1 (log(1+u)+1log (1 —2%)) =
3log(1 +u) (1 — 2%) szdmhoz. A B(u) fiiggvény a maximumét az @ =  helyen veszi
fel, és B(u) = 3 log 22 > 1.

Néhany az eloszlasok konvergenciajaval kapcsolatos eredmény bizonyitasa.

Az eloszlasban valo konvergencia kiilonbozd lehetséges jellemzésérdl szolo tétel bizonyi-
tdasa. Tegylik fel el6szor azt, hogy az F), eloszlasfiiggvények eloszlasban konvergalnak
egy F' eloszlasfiiggvényhez, és tekintsiink egy folytonos és korlatos ¢(-) fliggvényt a
szamegyenesen. FEkkor a g fliggvény folytonossaga és az F' illetve F, eloszlasfiiggvények
viselkedése miatt +oo pontok kornyezetében minden € > 0 szamhoz 1étezik olyan elég
nagy K = K(e) > 0, amelyre [ > K lg(uw)| dF,(u) < € minden n = 1,2,... indexre,
és ez az allitas érvényes akkor is, ha az F), eloszlasfliiggvényt az F' eloszlasfiiggvénnyel
helyettesitjiik. Tovédbba a folytonos g(:) fiiggvény a [—K, K] intervallumban egyen-
letesen folytonos. Ennek az észrevételnek és annak a ténynek a segitségével, hogy
nh—{go F,(x) = F(x) az F(-) minden folytonossagi pontjaban be lehet latni, véve a

[— K, K] intervallumnak egy olyan elég finom felosztdséat, amelynek az osztépontjai az
F fiiggvény folytonossagi pontjai, hogy

< e, han>ng(e).

/u: |u|§Kg(u) dF, (u) —/ g(w) dF (u)

u: |u|<K

(E 1épésben kihasznaljuk azt, hogy egy monoton fiiggvénynek csak megszamlalhat6 sok
szakadasi pontja van. Miért?) Innen € — 0 hatdratmenettel megkapjuk az (a) allitas
bizonyitasat.

Megforditva tegyiik fel, hogy teljesiil az (a) relaci6, és legyen z az F' fiiggvény
folytonossagi pontja. Rogzitve egy kis ¢ > 0 szdmot definidljuk a kévetkezd g*(u) =
gig(u), —o00 < u < oo folytonos és korlatos fiiggvényeket: gt (u) = 0, ha u > x + &,
gt(u)=1hau<z, gt(u) === har <u<a+e,g (u)=0,hau>x, g u) =1,

r—u

hau<z—e¢ g (u)= ,ha z —e <wu < x. Alkalmazva az (a) allitast kapjuk, hogy

S

n—oo n—oo

Flz—¢) < /g;x(u)F( du) = lim [ g, (u)F,(du) < liminf F,(7)

<limsup F,,(z) < lim [ g7, (u)F,(du) = /gjm(u)F( du) < F(x + ¢),
n— 00 n—0o0 ’ ’
és véve az € — 0 hataratmenetet kapjuk, hogy lim F,(x) = F(x), feltéve, hogy az x
n—oo
pont az F' fliggvény folytonossagi pontja.
Annak bizonyitdsa, hogy eqy eloszldsfiigguvényt meghatdroz a karakterisztikus fiiggvénye.

Vegyiik észre, hogy Weierstrass méasodik approximacios tételébol kovetkezik, hogy tet-
szbleges K > 0 és € > 0 szamokra és a K szam szerint periodikus h(-) fliggvényre igaz,

n ..
hogy létezik olyan P, (t) = 3. a;e? /K trigonometrikus polinom, amelyre teljesiil
j=—n
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a sup |P,(t) — h(t)| < € becslés. Integralva a h(-) és a P,(-) fiiggvényt a F' és G
—oo<t<oo

eloszldsfiiggvény szerint, a fenti approximdciébdl kapjuk, hogy [ |h(u) — P, (u)|F(du) <
e 6s [|h(u) — Po(w)|G(du) < e. Ezért |[ h(u)F(du) — [ h(u)G( du)| < 2e. Mivel
ez minden ¢ > 0 szdmra igaz, ezért [ h(u)F(du) = [h(u)G(du). Tovdbbd, innen
kovetkezik az is, hogy ha h(-) kompakt tart6jd, folytonos fiiggvény, azaz ha létezik olyan
A szém, amelyre h(u) = 0, ha |u| > A, akkor [ h(u)F(du) = [ h(u)G(du). Valéban,
definidljuk minden K > A szdmra azt a hg (-) fliggvényt, amely a h(-) fiiggvény [— K, K|
intervallumra vett megszoritdsdnak a 2K szerinti periodikus kiterjesztése, azaz h (u) =
h(u — 2IK), ahol [ olyan egész szdm, amelyre —K < u < K. Ekkor [h(u)F(du) =
Kli_r)noofhK(u)F( du) = [ggnmfhK(u)G(du) = [ h(u)G(du).

Legyenek —oo < z < y < oo olyan szamok a szamegyenesen, amelyek folytonossagi
pontjai mind az F' mind a G eloszlasfiiggvénynek. Belatjuk a fenti reldcié segitségével,
hogy F(y) — F(z) = G(y) — G(z). Valéban, rogzitsiink egy € > 0 szdmot, és definidljuk
a kovetkez6 h(-) = h(-)figgvényt: h(u) =1, haz <wu <y, h(u) =0, hay+e < u vagy
u<x—e, h(u) = WT_“, hay <wu <y+e, h(u) = “_T“H'E, haxz—e < u < z. Felhasznilva
az [ hE(u)F(du) = [ hE(u)G(du) azonossigot, és azt hogy ;15)% [ he(u)F(du) = F(y)—
F(z), gii%fhs(u)G(du) = G(y) — G(x), ha z és y az F és G fiiggvény folytonossagi
pontjai, € — 0 hataratmenettel kapjuk az F'(y) — F(z) = G(y) — G(x) azonossigot.

Ez utobbi azonossagot felhasznalva és alkalmazva az x — —oo hataratmenetet
kapjuk, hogy F(y) = G(y), ha y mind az F(-) mind a G(-) eloszlasfiiggvénynek folyto-
nossagi pontja. Mivel az F' és GG eloszlasfiiggvénynek csak megszamldlhato sok szakadasi
pontja van, és mind a két fliggvény balrdl folytonos, innen kovetkezik, hogy az F' és G
eloszlasfiiggvények megegyeznek.

Stirling formula:

n n
n! ~V2mn (—) ,
e

A Stirling formula bizonyitdsa: El6szor azt mutatom meg, hogy
27

”!:(e> /_’;

(a)

en(e“ —1—1t) dt

Tekintsiink egy & Poisson eloszlast valészintiségi valtozét A = n paraméterrel,
k
legyen azaz P({ = k) = Zye ", k= 0,1,2,.... Szamitsuk ki a { valészintiségi valtozo6
P(t) = Ee't karakterisztikus fiiggvényét. Ez a kdvetkezd P, (t) Fourier sor:

S itk - nk —n+ikt —n - (neit)k —n+ne®t
Pn(t):ZP(Szkz)e :Zﬁe =e Z ¢ :
k=0 k=0 )

k=0

Innen, illetve a () formuldbdl k = n vélasztassal kapjuk, hogy

n 1 ™ . 1 s
P((=n)= e eI, (1) dt = 5

- fintfnJrne“) dt
n! 2 J_ .

e
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Ez a formula ekvivalens az (a) formuldval.
Az (a) formula alapjan a Stirling formula bizonyitdsdhoz elég megmutatni azt, hogy

lim —Y— n(e —1—3t) dt =
n—oo \/27r /_ﬂ_

amit dgyis irhatunk, hogy

f” n(e“—l—it) dt
e [ e /2qt =1

Viszont tekintve az e fiiggvény Taylor sorat kapjuk, hogy

it . t? 3 nt’ n—1/8

n(e* —1—it) = —n 5+a(t)t :—7+ﬁ() ,
alkalmas |a(t)| < const. és |B(t)] < const. egyiitthatékkal, ha [t| < n3/%, ahonnan
erlet=1=it) _ o=nt?/2,8(tn"1E _ o—nt?/2 (1+ v(t)n_l/s), Iv(t)| < const., ha t < n3/8,

és
n—3/8

/ en(e“—l—z’t) dt
_n—3/8

lim 75

n—oo n 9
—_n—3/8

Tovabba nem nehéz belatni, hogy

= 1.

—3/8 5
) f’an 5 € —nt /2 dt
1m

n— oo f *nt2/2 dt - 17

P P . —n—3/8 it—l—'t) , ™ ( it—l—'t) . ’
ezért elég megmutatni, hogy az [ enle Dt és [ ™ ®t) dt integralok
elég kicsik. Ennek bizonyitdsdhoz jegyezziik viszont meg, hogy |e?| = eR°* tetszdleges
z komplex szamra, ahol Re z a z szdm valds részét jeloli. Innen

it_q_: _ _ 1/4
|en(e 1 zt)| _ en(cost 1) <e const. n ’

ha n3/8 < |t| <, ahonnan kdvetkezik a kivant becslés.
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