A szeptember 26-i gyakorlat témaja

1.)

Szamitsuk ki annak valészintiségét, hogy lottén (pontosan) harom taldlatot ériink
el.

Megoldds: Szémoljuk ki, hdny olyan hizdssorozat van, amely a (majdani lottéhu-
zason) kihtzott 5 szdmbdl pontosan 3-at tartalmaz, és 6sszesen hany 5 hosszusagu
hizéssorozat van. (A huzdssorozatok Osszeszamolasanal nem vessziik figyelembe,
hogy milyen sorrendben hiztuk ki a golydkat, csak azt, hogy mi a kihizott 5 golyd.)
Képzeljiik el gy, hogy a kihizott (eltaldlandd) goly6k pirosra, a nem kihizott
goly6k fehérre vannak festve. Akkor az a kérdés, hogy hanyféleképp tudunk az 5
piros golyobdl 3-at, a 85 fehér golyébdl 2-t kivalasztani. Megtargyaltuk, hogy a
85 golydbdl (825)—féleképpen tudunk kivélasztani 2-t, és 5 golydbdl (g)-féleképpen
tudunk kivalasztani 3-t. Az Osszes olyan 5 elemii sorozat szama, amely 3 piros és 2
fehér golydt tartalmaz (825) (g) Megbeszéltiik korabban, hogy 90 golyébdl 5-6t (950)—
féleképpen valaszthatunk ki. Minden hiizdssorozat valdszintisége egyforma, ezért a
harom taldlat valészintisége

kedvezd eset (825) (3)

Osszes eset (950)

Megjegyzés. Azt mondtuk, hogy minden huzassorozat valészintisége egyforma nagy.
Ez kozvetleniil akkor lathato, ha a htuzassorozatokban a kihizott golydk huzasanak
a sorrendjét is figyelembe vessziik, mig szamunkra az az eset az érdekes, amikor
azt nem vessziik figyelembe. De ez a masodik eset konnyen visszavezethetd az
els6 esetre, mert minden a huzassorozat sorrendjét figyelembe nem vevo sorozat
megjelenése ugyanannyi (nevezetesen 5!) a hizassorozat sorrendjét figyelembe vevé
sorozat valamelyikének a megjelenését jelenti.

Szamitsuk ki annak valdszinliségét, hogy lotton legaldbb harom taldlatot ériink el.

Megoldas: Az, hogy legalabb harom taldlatunk van azt jelenti, hogy harom, négy
vagy Ot taldlatunk van. Tovdbb4 ez a hidrom esemény egymast kizérja, (mésképp
fogalmazve ezek diszjunkt események). Ezért a kiszdmolandé valdsziniiség egyenld
annak a valészintiségével, hogy 5 taldlatunk van plusz annak a valészinliségével,
hogy 4 taldlatunk van plusz annak a valdszintiségével, hogy 3 talalatunk van. Ezt
az el6z6 feladathoz hasonléan tudjuk kiszamolni, és az eredmény:

L+ (DG +()E)

(5)

Megjegyzés: A kérdés természetes folytatasa olyan valdszintiségek kiszamolasa, mint
példaul a két talalat elérésének valdszintisége akkor, ha tobb szelvényt is kitoltiink.
Az ilyen kérdések vizsgalatat azonban elhalasztom. Ezekre akkor térink vissza, ha
tanultuk a fliggetlenség fogalmat.




Hazi feladat:

Egy urnaban [; darab 1-es szint, [y darab 2-es szinfi, és igy tovabb [, darab s-es
szinii goly6 van. Hany olyan (visszatevéses) r = ry + - - - + r hosszi huzdssorozat
van, amelyik pontosan r; darab 1-es szini, ro darab 2-es szinti, és igy tovabb rg
darab s szinli golyét tartalmaz?

3. Két ember 8 és 9 ora kozott megjelenik egy téren egymastol fliggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a kettd félorat var a masikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valészinlisége annak, hogy talalkoznak?

Megoldas: Tekintsiik az egységnégyzetet, és valasszuk azt a véletlen pontot az
egységnégyzeten, melynek x koordinataja megadja, hogy az els6 ember az y ko-
ordinataja pedig megadja, hogy a masodik ember ember mikor érkezett. Ekkor az
igy definialt pont egyenletes eloszlasu az egységnégyzeten, azaz annak valdsziniisé-
ge, hogy ez a pont az egységnégyzet egy (szép) részhalmazaba esik megegyezik e
halmaz teriiletével. Az, hogy a két ember taldlkozik azt az eseményt jelenti, hogy
az igy definidlt (x,y) pont az egységnégyzet

A:{(:I;,y): —%gy—xgé}ﬂ[(),l] x [0, 1]

1 3
részhalmazéaba esik. Ennek a halmaznak a tertilete 1 — 2 - 3= T és ez a keresett
valészintliség.
4. Két egy méter hosszi botot véletlenszerlien, (egymastdl fliggetleniil) egyenletes

eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot Osszeragasztjuk. Mi annak a valdszi-
niisége, hogy az igy kapott 1j bot hossza kisebb mint 0.8 méter?

Megoldas: Ez a feladat is hasonlé médon targyalhaté. Tekintsiik az egységnégyze-
tet, és valasszuk azt a véletlen pontot az egységnégyzeten, melynek x koordinataja
megadja, hogy hol tortiik el az els6 botot az y koordinatdja pedig azt, hogy hol
tortiik el a mésodik botot. Ekkor az igy definidlt pont egyenletes eloszlasu az
egységnégyzeten. Az az esemény, hogy az Osszeragasztott bot hossza kisebb mint
0.8 megegyezik annak az eseménynek a valészinliségével, hogy az (z,y) pont a
kovetkezo Al, AQ, Ag és A4 halmazok Al U A2 U A3 U A4 uniéjéba esik: A1 =
{(z,y): z+y <0.8tN0,1] x [0,1], Ay = {(z,y): x+ (1 —y) < 0.8} N[0, 1] x [0, 1],
As = {(z,y): 1 —24+y <08} N[0,1] x [0,1] és Ay = {(z,y): 1 —x+1—y <
0.8} N [0,1] x [0,1]. Rajzoljuk le ezeket a halmazokat. Az dbra mutatja, hogy az
A;UAyU A3 U Ay halmaz komplementere az a négyzet melynek cstcsai a (0.3, 0.5),
(0.5, 0,3), (0.7, 0.5), és (0.5, 0.7) pontok. Ennek a négyzetnek a teriilete, 0.08 tehat
a minket érdekl6 valdszintiség 1 — 0.08 = 0.92.

Ertsiik meg azt a valdszinliségi modellt, amelyben a fenti problémédkat targyaltuk. Mi-
lyen (2,4, P) val6szinliségi mez6ben tudjuk targyalni a 3. feladatot?

Az w elemi eseményeket természetes modon definidlhatjuk. Egy lehetséges kimene-
tel az, hogy az els6 ember 8+ 6rakor a méasodik ember 84y érakor érkezik, 0 < z,y < 1.
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Ezt természetes médon azonosithatjuk az (x,y) pontparral. Ilyen médon defindlhatjuk
az Q) = [0, 1] x [0, 1] egységnégyzetet, mint a biztos eseményt, és egy (z,y) € [0, 1] x [0, 1]
elemi esemény azt jelenti, hogy az elsé ember 8 +x a masodik ember pedig 8 + y érakor
érkezett.

A A o-algebra és a A o-algebrdn értelmezett P valdszinliségi mérték definicidja
sokkal nehezebb. Ez néhdny a matematika mély és az Ondk tananyagdban nem sze-
replé eredményén alapul. Viszont az eredmények szemléletesek, ezért a probléma az
eredmények pontos ismerete nélkiil is targyalhaté. Az természetes, hogy P({w}) = 0
minden w = (x,y) elemi eseményre. Az A o-algebra az Q részhalmazaibdl all, és
természetes egy A halmaz valészintliségét tgy definidlni, mint ennek a halmaznak a
teriiletét. De beszélhetiink-e az egységnégyzet tetszoleges részhalmazanak a teriiletérol?
A vélasz erre a kérdésre nemleges, és a helyzet pontos tisztazasihoz a matematika
mély eredményeire van sziikség. Lényeges kiilonbség a korabban tekintett és most
targyalt probléma kozott, hogy a jelen esetben az elemi események ismert P({w}) =0
valészintisége nem segit az altaldnos halmazok valésziniiségének a meghatarozasaban.
Mér egy [a,b] x [c,d] téglalap valésziniliségének a definicigjahoz sem elegendd az elemi
események valésziniiségének az ismerete. (Itt taldlkozunk azzal az eredménnyel, hogy
egy téglalapnak kontinum sok, tehat tobb mint megszamlalhatéan sok pontja van.) Mit
lehet tenni e probléma megoldasa érdekében?

Természetes, hogy az [a,b] X [c,d] C 2 téglalapok definiciéjat a P([a,b] X [c,d]) =
(b—a)(d—c) képlettel definidljuk, azaz egy téglalap valésziniisége megegyezik e téglalap
teriiletével. Ezenkiviil megkoveteljiik, hogy a valdoszinliség o-additiv, azaz véges vagy
megszamlalhatéan végtelen sok diszjukt halmaz uniéjanak a valdszinlisége megegyezik
az unioban szereplé halmazok valdszinliségének az Osszegével. Ez a tulajdonsag sok
halmaz valészinliségét egyértelmiien meghatarozza. A matematika itt nem targyalt ered-
ményeibdl kovetkezik, hogy a téglalapokon definidlt és a teriilettel egyenl6 valdszintiség
egyértelmiien kiterjeszthetd a téglalapokat tartalmazo legsziikebb o-algebrara, (az, hogy
beszélhetiink a téglalapokat tartalmazo legsziikebb o-algebrardl szintén része az ered-
ménynek), és szép halmazokra ez megegyezik a halmaz teriiletével. A P valdszintiséget
a téglalapok teriiletének a fenti kiterjesztéseként definidljuk a téglalapokat tartalmazé
legsziikebb A o-algebran.

Ilyen médon definidljuk az (2, A, P) valésziniiségi mez&t. Felmeriilhet a kérdés,
hogy nem okoz-e problémat az, hogy nem definidltuk minden halmaz valésziniiségét. A
valasz erre a kérdésre nemleges. Ugyanis csak olyan halmazok valészinliségére vagyunk
kivancsiak, amelyeket alkalmas (megszamlalhaté unidk, metszetek és komplementer
képzés) miiveletek segitségével definidlni tudunk, és az ilyen halmazok benne vannak
az A o-algebrdban.

5. Adjunk természetes modon valészintiségszamitasi modellt arra, hogy egy szabdlyos
pénzdarabot végtelen sokszor feldobunk. Mas megfogalmazasban feladatunk a
kovetkez6: Konstrudljunk olyan (£2,.4, P) valdsziniiségi mez6t, amelyben értel-

mezni tudjuk azt az A; eseményt, hogy a j-ik dobds eredménye fej, P(A4;) = %

minden j =1,2,..., s6t teljesiil a P(AJ' N---NAF) = (%)k azonossag is minden
k=1,2,..., szamra e; = £1, j = 1,2,... kitevére, ahol A} = A; és Aj_1 =Q\ A,



Megoldas: Legyenek az w elemi események a végtelen fej-iras sorozatok, és definial-
juk az () biztos eseményt mint az 0sszes w-t tartalmazé halmazt. Definidlnunk kell
még az A o-algebrat és a P(A) valésziniiségeket az (Q, A, P) val6szintiségi mezd
teljes definici6ja érdekében. Jelen esetben P{w} = 0 minden w elemi eseményre,
és a kivant A o-algebrat, illetve P valdsziniiséget nem tudjuk olyan egyszeriien
definidlni, mint véges dobassorozatok esetében. Valéjaban csak a mértékelmélet
néhany fontos, de nem tanult eredményére hivatkozva tudjuk ezt megtenni. Legyen
A; C Q az a halmaz, amelyik megegyezik azzal az eseménnyel, hogy a j-ik dobds

fej, azaz A; = U {w}, azaz az Osszes olyan w = (..., F,...,I,...)
w j-ik koordinatéja fej
végtelen fej-irds sorozat unidjat tekintjiik, amelyek j-ik koordinatdaja fej. Definidljuk

k
az Osszes A(ey,...,ex) = [) A;j, k=0,1,2,..., 1 < j < k halmazt. Ez an-
j=1

nak felel meg, hogy azokat a dob&assorozatokat tekintjiik, amelyekben az els6 k
dobas eredményét eloirjuk, a tobbi dobas eredménye tetszoéleges lehet. Természetes

elvaras, hogy ezek az A(eq,...,er) halmazok benne legyenek az A o-algebraban.
Egy viszonylag egyszerlien bizonyithaté eredmény azt mondja ki, hogy létezik egy
legsziikebb az Osszes A(eq,...,er) alakd halmazt tartalmazé o-algebra. Ez lesz a

A o-algebra. Definidljuk a P(A(eq,...,ex)) valdszintiségeket a P(A(eq,...,e)) =
(%)k képlet segitségével. (Ez a természetes definicié.) A mértékelmélet egy mély
eredménye szerint ezen események valoszinlisége egyértelmiien kiterjesztheté az
A o-algebrara gy, hogy o-additiv halmazfliiggvényt, azaz valésziniiségi mértéket
kapjunk. Masképp kifejezve, meg lehet adni a P(A) valdsziniiségeket minden A € A
halmazra, mégpedig egyértelmiien gy, hogy o-additiv halmazfiiggvényt kapjunk,
ésa 0 < P(A) <1, Aec A, és P(Q) =1 relaciok is teljesiilnek. Ez a kiterjesztés
lesz a P valdszintiség A-n.

. Egy szabalyos érmét feldobunk egymas utdn egészen addig, amig méasodszor meg-

jelenik egy fej. Azutan a dobdssorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintisége,
hogy az utolséelotti dobas eredménye fej?

Megoldas: Az esemény, amelyiknek a valdszinliségét ki akarjuk szamolni, a ko-
vetkez6 modon is jellemezheto: Eloszor k darab irdasdobéas torténik valamely k& =

0,1,2,..., szammal, majd utdna két fejdobas kovetkezik be. Ennek valdszintisége
) SE RTINS S B
2 2 2 44=2k 4 2
k=0 k=0

. Ledobunk az egység intervallumra egy pontot véletleniil egyenletes eloszlasban, azaz
annak val6szintisége, hogy a ledobott pont egy [a, b] intervallumba esik, [a, b] C [0, 1]
b — a-val egyenl6. Lassuk be, hogy annak valdszintisége, hogy a ledobott pont
pontosan a ¢ pontba esik nulla.

Megoldds: Annak valészintisége, hogy a ledobott pont a & pontba esik kisebb, mint

annak a valdszinlisége, hogy a ledobott pont a [% —&, 5t 6] intervallumba esik,
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és ennek valésziniisége 2¢. Ez igaz minden € > 0 szdmra. Ez csak tgy lehetséges,
ha a vizsgdlt valészinliség nulla.

Fontos megjegyzés: Az tres, be nem kévetkezé esemény valdszinisége nulla. Az
elébb tdrgyalt egyszeri feladatok azt mutatjik, hogy lehetséges az, hogy egy esemény
bekovetkezhet, a valdszinisége mégis nulla. Nagyon fontos, hogy ezt jol megértsiik.

8. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk végtelen sokszor. Mutassuk meg, hogy annak
a valosziniisége, hogy nem lesz fejdobas nulla. Annak valészinlisége, hogy legfeljebb
100 fejdobés lesz szintén nulla.

Megoldas: Annak valészintisége, hogy az elsé n dobasban nem lesz fejdobas, azaz
csupa irdsdobas kovetkezik be 27™. Annak valdsziniisége, hogy egyaltalan nem
lesz fejdobas megegyezik annak az eseménynek a valészintiségével, hogy minden n
szamra az els6 n dobasban nem lesz fejdobds, aminek valészinlisége kisebb, mint
27" minden n = 1,2,... szamra. Ezért a vizsgalt esemény valdszintisége, amely
kiilonboz6 27" valdszintliségli események metszete, n = 1,2,..., nulla.

Hasonlbéan annak az eseménynek a valdszintisége, hogy az elsé 100n dobasban legfel-
jebb 100 fejdobas koévetkezik be kisebb, mint annak a valészintisége, hogy vagy az
els6 100 sem a 101. és 200. kozotti sem az 100(n — 1) + 1. és 100n. kozotti
dobésban nem torténik tiszta fejdobds sorozat, és ennek valészintisége (1 —27100)".
Ezért annak valdszintisége, hogy egyaltalan nem kovetkezik be fejdobas kisebb, mint
(1 — 2_100)n minden n szamra, tehat nulla.



