A szeptember 19-i gyakorlat témaja

A mult gyakorlaton megbeszéltiik, hogy hény kiilonb6z6 médon lehet kivalasztani n
elembdl k elemet. Valdjdban ez négy kiilonb6z6 probléma. Azt kell nézni, hany kiilon-
b6z6 mddon lehet n elembdl k elemet kivalasztani, ha

a)
b)
c)
d)

Visszatevés nélkiil valasztjuk ki az elemeket, és a sorrend szamit.
Visszatevés nélkiil valasztjuk ki az elemeket, és a sorrend nem szamit.
Visszatevéssel valasztjuk ki az elemeket, és a sorrend szamit.

Visszatevéssel véalasztjuk ki az elemeket, és a sorrend nem szamit.

Ezen esetek koziil a b) eset a legfontosabb. T6bb ekvivalens megfogalmazédsi probléma
van, amely gyakran felmeriil. Ezért érdemes ezeket részletesebben megtargyalni.

A milt gyakorlaton megbeszéltiik, hogy a b) kérdésre adott vélasz ekvivalens a

kovetkezo allitassal.

Azon k hosszisdagi szigorian monoton egész szamokbaol dllo sorozatok szdma, amelyek
elemei az {1,...,n} halmazbdl vannak kivdlasztva. (})).

1)

Léassuk be, hogy az el6zo allitas ekvivalens a kovetkezo allitassal: Egy n elemi
halmaznak (Z) k elemii részhalmaza van.

Megoldds: Feltehetjiik, hogy az n elemii halmaz az {1,...,n} halmaz. Ennek
k elemii részhalmazai azonosithatéak (a részhalmaz elemeit nagysdg szerint sorba
rendezve) azon k hosszisagu szigorian monoton egész szamokbdl allé sorozatokkal,
amelyek elemei az {1,...,n} halmazbdl vannak kivélasztva. Az ilyen sorozatok
szdma viszont (7).

Egy masik ekvivalens megfogalmazas:

Legyen adva két urna, és dobjunk be egymaés utan n golyét e két urna valame-
lyikébe. Hany kiilonboz6 olyan dobassorozat van, amelyik sordn az els6é urnaba k
a masodik urnaba pedig n — k golyé keriil?

Megoldas: A valasz (Z) Egy ilyen dobassorozatot egyértelmiien megadunk, ha
megmondjuk, hanyadik dobasok keriilnek az elsé urnaba. Az ilyen indexek szama
(Z), mert az {1,2,...,n} dobasok szdma (Z), mert az elsd urnaba k golyé esik.

Legyen adva k urna, és dobjunk be egymas utan n golyot e k urna valamelyikébe.

k
Rogzitsiink k£ nem-negativ ly,...,[; egész szamot ugy, hogy > I; = n. Hény
j=1
kiilonb6z6 olyan dobdssorozat van, amelyek sordn a j-ik urnaba [; goly6 esik minden
1 <7 <k indexre?

Megoldas: A vialasz ﬁ Az els6 urnaba es6 [y goly6é dobas idépontjat (Z )—
féle médon valaszthatjuk. A maradék n — [; golyébdl a masodik urnaba eso
dobasok idopontjat (”l_zll)—féleképp valaszthatjuk. A harmadik urnaba es6 golyok

dobés id6pontja az els6 két urnaba es6 golyék dobés idopontjat kordbban rogzitve
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("_lllg_b)—féleképp valaszthaté. Hasonldan a j-ik urnaba eso golyok dobas idépontja

(’n—ll—l"-—lj,1
j
idopontjat mar rogzitettiik. Ez igaz minden 1 < j < k szamra, ha bevezetjik az
lo = 0 jeldlést (abbdl a célbdl, hogy az allitas j = 1 esetre is érvényes legyen). Ezért
a keresett dobdassorozatok szama

H n—ll— _ljl ﬁn—ll— —lj 1)1'_ n!
J n—ll— —l) ll'lk'7

)—féleképp valaszthatd, ha az el6z6 j — 1 urnaba es6 golydk dobas

ahol az n — [y — --- — [;_1 = n konvenciot alkalmazzuk a j = 1 esetben.

Masodik megoldds. (Rovid megolddsvazlat.) Sorsoljuk ki elészor azt az [; id6pon-
tot, amikor az els6 urnaba, azutan azt az [y idépontot amikor a masodik urnaba
dobjuk a golydt, és igy tovabb, végil azt az [; idopontot, amikor a k-ik urnaba
dobjuk a goly6t. Az ilyen hizassorozatok szdma n!. (Az els6 urndba esé dobédsok
idépontjait n(n —1)---(n—1I; + 1, a masodik urnaba esé dobédsok id6épontjait (n —
l1) -+~ (n—11 —la+1)-féleképp, és igy tovabb a k-ik urnaba esé dobasok idépontjait

m—1Iy—-—1lk_1) - (n—101 — -+ =l + 1) médon valaszthatjuk. Emlékezziink,
k
hogy > 1; = n.) Viszont ily médon minden lehetséges huzassorozatot [1!-- - !
j=1

multiplicitdssal szdmoltuk, mert nincs jelentdsége annak, hogy a j-ik urndba esd [
dobasok idépontot milyen sorrendben sorsoltuk Kki.

Legyen adva k urna, és dobjunk be egymaés utan n golyot e k urna valamelyikébe.

Legyen minden dobassorozat valdszintisége egyforma. Rogzitsiink k£ nem-negativ
k
li,...,l, egész szamot gy, hogy > I; =n. Mi annak a valdsziniisége, hogy a j-ik
j=1
urnaba [; goly6 minden 1 < j < k indexre?

Megoldas: A vélasz . Ugyanis k" lehetséges dobéassorozat van, igy minden

k" Tl
dobassorozat Valészmusege =+ Innen, és az el6z6 feladat eredményébdl kovetkezik

az allitas.

Egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyé van. Kihizunk 25 golyot visszatevéssel. Mi
annak a valdszinilisége annak, hogy az els6é huzas eredménye piros. Annak, hogy
az elsé hiuzéas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik huzés
eredménye piros? Annak, hogy az 6todik hizas eredménye piros és a tizenhatodik
hizéas eredménye fehér?

Megoldas: Annak a valdsziniisége, hogy az elsé hizas piros gg 2 =, mert 50 goly6bol

hizzuk ki a 20 piros goly6 valamelyikét, és minden golyét egyforma valoszintliséggel
hizunk ki. Annak a valdsziniisége, hogy az els6 hizds piros, a masodik fehér,
% . % = %, mert el6szor 50 goly6 koziil valasztjuk ki a hisz piros goly6 valamelyikét
majd 50 golyé valamelyikébol a 30 fehér goly6 valamelyikét, és minden huzas egy-
forma valészinii. Hasonléan annak valészintlisége, hogy az 5. huizasban piros golyot
htzunk ki %, és annak valdsziniisége, hogy az 5. huzas sordn piros és a 16. huzas

/ ; ; ; 2 3 _ 6
sordn fehér golyét hizunk £ - £ = o.



Jegyezziik meg, hogy a kovetkezo feladat megoldasa egy olyan érvet tartalmaz, ame-
lyik ebben az esetben is alkalmazhatd, és megmutatja, hogy annak valdszintisége,
hogy az 5. huzés piros és a 16. huzas fehér megegyezik annak valdszintiségével,
hogy az elsé huzas piros és a masodik huzas fehér. Erdemes ezeket az érveléseket
mégegyszer végiggondolni azutan, hogy megtargyaltuk a valésziniiségi mez6 pontos
definicigjat.

. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihtzunk 25 goly6t visszatevés nélkiil.
Mi a valdszintisége annak, hogy az els6 huzas eredménye piros? Annak, hogy az
els6 huzas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik huzés
eredménye fehér? Annak, hogy az 6todik huzas eredménye piros és a tizenhatodik
htzas eredménye fehér?

Megoldas: Annak a valdszintisége, hogy az elsé hizas piros % = %, mert 50 goly6bdl
htzzuk ki a 20 piros golyé valamelyikét, és minden golyét egyforma valdszintiséggel
hizunk ki. Annak a valészintisége, hogy az els6 hiizés piros, a masodik fehér, %-% =
2%05, mert el6szor 50 golyd koziil valasztjuk ki a husz piros goly6 valamelyikét, majd
49 goly6 valamelyikébdl a 30 fehér golyd valamelyikét, és minden hizéds egyforma
valoszinli. Belatjuk, hogy annak valésziniisége, hogy a 16. huzasban piros golyot
hizunk ki, megegyezik annak a valdszinliségével, hogy az els6é hiizas piros, azaz ez
%. Tovabba annak a valészinlisége, hogy az 5. huzas soran piros és a 16. hizas
soran fehér golyét hizunk megegyezik annak a valészintiségével, hogy az els6 hizas

eredménye fehér, a masodik huzas eredménye piros. Ezért ez a valdszinliség is
2,30 _ 60

549 — 245"

Tekintsiik ugyanis az 0sszes 25 hosszusagu huzassorozatot. Ekkor annak valdszinii-
sége, hogy az 5. hlizas eredménye piros a 16. hiizas eredménye fehér megegyezik az
Osszes olyan 25 hosszisagi huzassorozat valdszinliségének az Osszegével, amelyek
5. helyén piros és a 16. helyén fehér jegy all. Hasonldéan szamithaté ki annak a
valészintisége, hogy az elsé hizas piros és a méasodik hizéas eredménye fehér, azzal a
kiilonbséggel, hogy az 5. hely helyett az els6 és a 16. hely helyett a masodik helyet
kell tekinteni. Be fogjuk latni, hogy ugyanaz a képlet fejezi ki ezt a két kiillonboz6
valoszinliséget, erért ezek a valdszintiségek megegyeznek.

Vegylik észre, hogy annak valdszinlisége, hogy egy eloirt konkrét 25 hossziusagu
sorozat jelenik meg csak attdl fligg, hogy a sorozat hany piros és hany fehér golyét
tartalmaz, de nem fiigg a fehér és piros huzasok sorrendjétol. Valdéban, ha egy

huzassorozat k piros és 25 — k fehér golyot tartalmaz, akkor ennek valdszintisége
P(k) — 2524 (25-k+1):30-29-(30—(25—F)+1)
( ) - 50-49---26 .

Ugyanis egy eldirt huzassorozat valo-

1)
50—j+1°

25
szinfisége [] ahol [(j) az a j — 1-ik hizds utdn az urndban maradt piros
j=1

golydk szama, ha a j-ik hizéas piros, és a j — 1-ik hizas utdan az urndban maradt
fehér golyék szama, ha a j-ik hiuzas fehér. Gondoljuk meg, hogy ez a kifejezés
megegyezik a megadott formulaval.

Jelolje A(k;5,16) az olyan 25 hossziségu sorozatok szamat, amelyek k piros és
25 — k fehér jelet tartalmaznak, és az 5. helyen piros a 16. helyen pedig fehér jel
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all. Jelolje tovabba A(k;1,2) az olyan 25 hossziisagu sorozatok szamat, amelyek

k piros és 25 — k fehér jelet tartalmaznak, az 1. helyen piros a 2. helyen pedig

fehér jel 4ll. Ekkor a két &sszehasonlitandé valdszintiség > A(k;5,16)P(k) illetve
k

> A(k;1,2)P(k). Ezért annak érdekében, hogy megmutassuk a kivant azonossédg
k

teljesiilését elegend6 belatni azt, hogy A(k;5,16) = A(k;1,2) minden k szamra.
Viszont nem nehéz beldtni, hogy A(k;5,16) = A(k;1,2) = (,ff’l), mert mind a két
esetben 23 el6irt helyre kell irni & — 1 piros és 25 — (k + 1) fehér golyot.

Az utolsé azonossag egy masik lehetséges bizonyitasa: Mutassuk meg, hogy ha
tekintjik az Osszes 25 hosszusagu k piros és 25—k fehér golydt tartalmazd sorozatot,
akkor az ilyen sorazatok 5. jelét kicserélve az elsével és a 16. jelét a masodikkal
kolesonosen egyértelmii megfeleltetést kapunk azon halmazok kozott, amelyek szé-
mossdgaként definidltuk az A(k;5,16) és A(k; 1,2) szamokat.

Hasonléan mutathaté meg, hogy annak a valésziniisége, hogy az elso, illetve hogy
az 0todik hizés piros megegyezik.

. Egy urndban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihizunk 25 golyét. Minden hizés
utan a kihizott golyoét visszadobjuk egy masik ugyanolyan szinli golyoval. Léassuk
be, hogy annak a valdszinlisége, hogy a 3. és 7. huzaskor piros goly6t huzunk
megegyezik annak valészintiségével, hogy az els6 és masodik hizaskor piros golydt
htzunk. Szamitsuk ki ezt a valdsziniiséget.

Megoldas: Tekintsiink egy olyan 25 hosszusagu huzassorozatot, amely k piros és
25—k fehér golyot tartalmaz. Vegyiik észre, hogy egy ilyen sorozat py valdsziniisége
csak a k szamtdl fiigg, de nem filigg attol, hogy mely helyeken vannak a piros
huzasok. Valéban,

20(20 + 1)+ (20 + k — 1)30(30 + 1) - -- (30 + (25 — k) — 1)
50(50 + 1) - -- (50 + 25 — 1)

Pk =

Jel6lje, A(k) azon 25 hossziségu sorozatok szamat, amelyek k piros és 25 — k fehér

golyét tartalmaznak, és az 1. és 2. huzés piros; B(k) azon 25 hosszisagu sorozatok

szamat, amelyek k piros és 25 — k fehér golydt tartalmaznak, és a 3. és 7. huzés

piros. Ekkor a két vizsgalt valoszintiség a > A(k)pg, illetve Y B(k)py kifejezéssel
k k

egyenld. Ezért a feladat megoldasdhoz elég belatni, hogy A(k) = B(k) minden k
23
szamra is. Ez valéban igaz, mert A(k) = B(k) = (k 2). Konnyti kozvetleniil

kiszamolni, annak valészintiségét, hogy az els6 két hiizas piros. % . %, mivel az els6
20

huzasban £ valoszintiséggel huzunk pirosat, és ha az elsé huzés piros volt, akkor

a masodik huzasban % valészintiséggel hiizunk pirosat a 21 piros és 30 fehér golyo
koziil.
Hazi feladat:

Szamitsuk ki annak valdszintiségét, hogy lottén legalabb harom taldlatot ériink el.



